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从上世纪 50 年代初起：在当时全面学习苏联的大背景下 ； 国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基5吐培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先釆用的苏联教材.但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响.同时 5 —些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新 5 并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 

个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出.莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分 必要. 《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 

织出版的. 


经过认真选题并精心翻译校订 I 本系列中所列入的教材.以莫斯科大学的教材为 

主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材.也有适合大学 

高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版 : 

面目已有较大交至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 

所作的不懈努力.对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 

学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的 改革， 

对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用，并起着深远的影 

响.无疑值得庆贺，特为之序. 
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李大潜 
2005年10月 


编者的话 


格里戈里 • 米哈伊洛维奇.菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》是一部卓越的科 
学与教育著作，曾多次再版，并被翻译成多种文字.《教程》包含实际材料之丰富，诸 
多一般定理在几何学、代数学、力学、物理学和技术领域的各种应用之众多，在同类 
教材中尚无出其右者.很多现代著名数学家都提到，正是 r . M . 菲赫金哥尔茨的《教 
程》使他们在大学时代培养起了对数学分析的兴趣和热爱，让他们能够第一次清晰 

地理解这门课程. 

从《教程》第一版问世至今已有50年，其内容却并未过时，现在仍被综合大学 
以及技术和师范院校的学生像以前那样作为数学分析和高等数学的基本教材之一使 
用.不仅如此，尽管出现了新的一批优秀教材，但自 r . M . 菲赫金哥尔茨的《教程》 
问世起，其读者群就一直不断扩大，现在还包括许多数理特长中学（译注 ：在俄 罗斯， 
除了类似中国的以外语、音乐为特长的中学，还有以数学与物理学为重点培养方向 
的中学，其教学大纲包括更多更深的数学与物理学内容，学生则要经过特别的选拔 .) 
的学生和参加工程师数学进修培训课程的学员. 

《教程》所独有的一些特点是其需求量大的原因.《教程》所包括的主要理论内 
容是在20世纪初最后形成的现代数学分析的经典部分（不含测度论和一般集合论). 
数学分析的这一部分在综合大学的一、二年级讲授，也（全部或大部分）包括在所有 
技术和师范院校的教学大纲中.《教程》第一卷包括实变一元与多元微分学及其基 
本应用，第二卷研究黎曼积分理论与级数理论，第三卷研究多重积分、曲线积分、曲 
面积分、斯蒂尔吉斯积分、傅里叶级数与傅里叶变换. 

《教程》的主要特点之一是含有大量例题与应用实例，正如前文所说,通常这些 
内容非常有趣，其中的一部分在其他俄文文献中是根本没有的. 



IV 


编者的话 


另外一个重要特点是材料的叙述通俗、详细和准确.尽管《教程》的篇幅巨大， 
但这并不妨碍对本书的掌握.恰恰相反，这使作者有可能把足够多的注意力放在新 
定义的论证和问题的提法，基本定理的详尽而细致的证明，以及能使读者更容易理 
解本课程的其他方面上.每个教师都知道，同时做到叙述的清晰性和严格性一般是 
很困难的（后者的欠缺将导致数学事实的扭曲).格里戈里 i 米哈伊洛维奇 • 菲赫金 
哥尔茨的非凡的教学才能使他在整个《教程》中给出了解决上述问题的大量实例，这 
与其他一些因素 一起， 使《教程》成为初登讲台的教师的不可替代的范例和高等数学 
教学法专家们的研究对象. 

{教程》还有一个特点是极少使用集合论的任何内容（包括记号)，同时保持了 
叙述的全部严格性.整体上，就像50年前那样，这个方法使很大一部分读者更容易 
初步掌握本课程. 

在我们向读者推出的 r . M . 菲赫金哥尔茨的新版《教程》中，改正了在前几版 
中发现的一些印刷错误.此外，新版在读者可能产生某些不便的地方增补了（为数不 
多的一些简短的注释，例如，当作者所使用的术语或说法与现在最通用的表述有所 
不同时.就会给出注释.新版的编辑对注释的内容承担全部责任. 

编者对 B . M . 马卡罗夫教授表示深深的谢意，他阅读了所有注释的内容并提出 
了很多有价值的意见.还要感谢国立圣彼得堡大学数学力学系数学分析教研室的所 
有工作人员，他们与本文作者一起讨论了与《教程》前几版的内容和新版的设想有关 
的各种问题. 

编辑部预先感谢所有那些希望通过自己的意见来协助进一步提高出版质量的读 

者. 


A . A . 弗洛连斯基 


第八章原函数（不定积分） . 

§1. 不定积分与它的计算的最简单方法 ... 

263. 原函数（即不定积分）的概念 （1) 26 4 .积分与面积定义问题 （4) 265. 基本 
积分表 （6) 266. 最简单的积分法则 （7) 267. 例题⑻ 268. 换元积分法 （12) 
269. 例题 (15) 270,分部积分法 (19) 271. 例题（‘ 20) 

‘ 〆 * 

§2. 有理式的积分 . 


272. 在有限形状中积分问题的提出 （23) 273. 部分分式与它们的积分 （24) 274. 


分解真分式为部分分式 （2 


275. 系数的确定、真分式的积分 （28) 276. 分离积 


分的有理部分 （30) 277,例题 （32) 


§3. 某些含有根式的函数的积分 . 

278. 形状为/? &， ^( ax ^( 3 )/{-/ x ^ r 5 )) 的积分、例题 （35) 279. 二项式微分 

的积分、例题 （36) 280. 递推公式 （38) 281. 形状为 R(x, y/ax 2 + + c ) 的表 

达式的积分、欧拉替换 （41) 282. 欧拉替换的几何解释 （42) 283. 例题 （44) 284 
其他的计算方法 （48) 285. 例题 （54) 

I I 

§4. 含有三角函数与指数函数的表达式的积分 . 


286. 关于 R(sin x , cos x)dx 的积分 (56) 287. 关于表达式 sin 17 x - cos " . x 的积分 
(58) 288. 例题 （59) 289. 其他情形的概述 (63) 


§5. 椭圆积分 . 

I 

290. 一 般说明及定义 （64) 291. 辅助变换 （66) 292. 化成标准形式 （68) 293. 第 
一 、第二与第三类椭圆积分（ 70 ) 
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第九章定积分 . 

§1. 定积分的定义与存在条件 


73 

73 


294. 处理面积问题的另一方法 （73) 295. 定义 （74) 296. 达布和 （76) 297.积 
分的存在条件 （78) 298. 可积函数的种类 （80) 299. 可积函数的一些性质 （81) 

300. 例题及补充 （83) 301. 看作极限的下积分与上积分 （84) 

§2. 定积分的一些性质 . 85 

302. 沿定向区间的积分 （85) 303. 可用等式表示的一'些性质 （87) 304. 可用不等 

式表示的一些性质 （88) 305. 定积分看作积分上限的函数 （91) 306. 第二中值定 
理 (93) 

§3. 定积分的计算与变换 . 95 


307. 借助于积分和的计算 （95) 308. 积分学的基本公式（ 9 8) 309. 例题 (100) 

310. 基本公式的另一导出法 （102) 311. 递推公式 (103) 312. 例题 （104) 313. 

定积分的换元公式 （107) 314.例题 （108) 315■高斯公式、蓝登变换 （113) 316. 

换元公式的另一导出法 (115) 

§4. 定积分的一些应用 . 116 


317. 沃利斯公式 （116) 318. 带余项的泰勒公式 （117) 319.数 e 的超越性 (118) 

320. 勒让德多项式 (119) 321. 积分不等式 (122) 

§5. 积分的近似计算 . 123 


322. 问题的提出、矩形及梯形公式 (123) 323. 拋物线型插值法 （125) 324. 积分 
区间的分割 （127) 325.矩形公式的余项 （128) 326•梯形公式的余项 （130) 327. 
辛卜森公式的余项 （130) 328. 例题 (132) 



第十章积分学在几何学、力学与物理学中的应用 . 137 

弧长 . 137 

329. 曲线长的计算（13 7 ) 330. 定义曲线长度的概念及计算曲线长度的另一种途 
径 （139) 331.例 (141) 332. 平面曲线的内蕴方程 （146) 333.例 （ M 9) 33 4 .空 
间的曲线的弧长 (151) 

§2 . 面积与体积 . 152 

335•面积概念的定义、可加性 （152) 336.面积看作极限 （154) 337•可求积的 

区域的种类 (156) 338. 面积的积分表达式 （157) 339.例 (159) 340. 体积概念 

的定义及其特性 (165) 341. 有体积的立体的种类 (166) 342. 体积的积分表达式 

(167) 3似.例 (170) 344. 旋转曲面的面积 (175) 345.例 (178) 346. 柱面面积 
(180) 347.例 (181) 

§3. 力学与物理学的数量的计算 . 183 

348. 定积分应用的大意 (183) 349. 曲线的静力矩与重心的求法 （185) 350.例 
(187) 351. 平面图形的静力矩与重心的求法 （188) 352•例 (189) 353. 力学上的 
功 （190) 354.例 (191) 355. 平面轴基的摩擦力的功 (193) 356. 无穷小元素求 













和的问题 （194) 

§4. 最简单的微分方程 . 198 

357. 基本概念、 一 阶方程 (198) 358. 导数的一次方程、分离变量 （199) 359■问 
题 (201) 360. 关于微分方程的构成的附注 (206) 361. 问题 (207) 

第十一章常数项无穷级数 . 211 

§1. 引言 . 211 

362. 基本概念 (211) 363. 例题 (212) 364. 基本定理 (214) 

§2. 正项级数的收敛性 . 216 


365. 正项级数收敛的条件 (216) 366. 级数的比较定理 (218) 367. 例题 (219) 
368. 柯西判别法与达朗贝尔判别法 (222) 369. 拉阿伯判別法 (224) 370. 例题 
(226) 371. 库默尔判別法 （228) 372. 高斯判别法 (230) 373. 麦克劳林-柯西积 
分判别法 (232) 374. 叶尔马科夫判别法 (235) 375. 补充材料 (237) 


§3. 任意项级数的收敛性 . … • 242 

376. 级数收敛的一般条件 (242) 377. 绝对收敛 (243) 378. 例题 (244) 379•幂 
级数、幂级数的收敛区间 （2 4 6) 380■用系数表示收敛半径 （247) 381.交错级数 
(249) 382.例题 （250) 383•阿贝尔变换 （252) 384.阿贝尔判別法与狄利克雷判 
別法 (253) 385. 例题 (255) 

§4. 收敛级数的性质 . . . 259 

386.可结合忭 （259) 387.绝对收敛级数的可交换性 （260) 388.非绝对收敛级数 
的情形 (262) 389. 级数的乘法 (264) 390. 例题 (267) 391. 极限理论中的一般 
定理 (269) 392. 级数乘法定理的推广 (271) 

§5. 累级数与二重级数 . 273 

393. 累级数 (273) 394. 二重级数 (276) 395. 例题 (280) 396. 两个变量的幂级 
数；收敛区域 (287) 397. 例题 (289) 398. 多重级数 (291) 

§6. 无穷乘积 . 291 

399. 基本概念 (291) 400. 例题 （292) 401. 基本定理.与级数的关系 (294) 402. 

例题 (297) 

§7. 初等函数的展开 . 303 

403. 展开函数成幂 级数； 泰勒级数 (303) 404. 展开指数函数、基本三角函数及其 
他函数成为级数 (305) 405. 对数级数 (307) 406. 斯特林公式 (308) 407. 二项 
式级数 (310) 408. 展开 sinx 与 cos x 成无穷乘积 (312) 

§8. 借助于级数作近似计算 . 315 

409. —般说明 （315) 410.数 tt 的计算 (316) 411. 对数的计算 （318) 412.根 
式的计算 (320) 413. 欧拉级数的变换 (322) 414. 例题 (323) 415. 库默尔变换 
(325) 416. 马尔可夫变换 (328) 













330 


§9. 发散级数的求和法 ... 

417. 导言 (330) 418. 幂级数法 (331) 419. 陶伯定理 (334) 420. 算术平均法 
(336) 421. 泊松-阿贝尔法与切萨罗法的相互关系 (337) 422. 哈代-兰道定理 
(339) 423. 广义求和法在级数乘法上的应用 （341) 424. 级数的其他广义求和法 
(342) 425. 例子 (346) 426. 一般的线性正则求和法类 (349) 


第+二章函数序列与函数级数 . 352 

§1. 一致收敛性 . 352 

427. 引言 (352) 428. —致收敛性与非一致收敛性 (354) 429. 一致收敛性的条件 
(357) 430. 级数一致收敛性的判别法 (358) 

§2. 级数和的函数性质. . 361 

431. 级数和的连续性 (361) 432. 关于拟一致收敛的附注 （363) 433. 逐项取极限 
(365) 434. 级数的逐项求积分 (366) 435. 级数的逐项求导数 (368) 436. 序列的 
观点 （371) 437. 幂级数的和的连续性 (373) 438. 幂级数积分4微分 (376) 

§3■应用 . 378 

439. 级数和连续性与逐项取极限的例 （378) 440. 级数的逐项求积分的例 (384) 

441. 级数的逐项求导数的例 (393) 442. 隐函数理论中的逐次逼近法 (398) 443. 

三角函数的分析定义 (401) 444. 没有导数的连续函数的例子 (403) 

§4. 关于幂级数的补充知识 . 405 

445. 关于幂级数的运算 (405) 446. 把级数代入级数 (408) 447.例 (410) 448. 

幂级数的除法 (415) 449. 伯努利数及含有伯努利数的展式 (417) 450. 利用级数 
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§1. 不定积分与它的计算的最简单方法 

263. 原函数（即不定积分）的概念在科学与技术的许多问题中，我们所需要 
的不是由给定的函数求它的导数，相反地，是要由一个函数的已知导数还原出这个 
函数，在第91目中，假定已知运动的方程 s = 即是，路程随时间而变化的变化 

规律，我们用微分法先得出了速度 r =字.然后找出加速度 a = 年. 但实际上，时常 

cit at 

需要解决反面的问题 :给定加速度 a 是时间 t 的函数 ， a = a ⑴，要求确定速度 t 与所 
经路程 s 依赖于 〖 的关系. 这样，就需要由函数 a == a ⑴还原出一个函数 v = v ( t ), 

它的导数就是 a , 然后，知道了函数％再求一个函数 s = s ⑷，而它的导数就是 a 

我们给出下面的 定义： 

如果在给定的整个区间上, /( z ) 是函数 F { x ) 的导数，或 f [ x)dx 是 的微分 

F \ x ) = /( x ) 或 dF ( x ) = f ( x)dx ①， 

那么，在所给定的区间上，函数叫做 f { x ) 的原函数或 f ( x ) 的积分. 

求一个函数的所有的原函数，叫做求积分，这是 积分学 的问题 之一； 可以看出， 
这是微分学基本问题的反面问题. 35) 

①在这情形下也可说函数 F ( x ) 是微分表达式 f ( x ) dx 的原函数（或积分). 

35 )关于词“积分”的起源参看294目的第二个脚注，在积分学中系统地应用某些名词术语，其中 
都含有词“积 分”: “不定积分”、“定积分”、“反常积分”等等.与这些名词术语相应的数学概念以及 
由其来源得出的问题在今后将仔细予以研究 .( 此处及今后带序码的脚注是编者注 .） 
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定理 如果在某一个区间 Y (有限 的或无穷的，闭的或非闭的）上，函数 F ( x ) 是 
f ( x ) 的一个原函数，那么，函数 F ㈤ + C 也是 f { x ) 的原函数，其中 C 是任意常数. 
反过来说，在区间疋上 f ( x ) 的每一个原函数可表示成这种形式 • ， 

证明只要限于 Y 是有限闭区间 h 6] 的情形就够了. 

证明 F ( x ) 与 F ( x ) + C 同是 /(>) 的原函数，这个情形是十分明显的，因为 

陶 + CT ㈦ 二 /㈤ ■ 

现在设企( X )是函数 f ( x ) 的任何一个原函数，于是在区间 h 6] 上 

伞 ’㈤ = /(>)■ 

因为函数 F (: r ) 与在所考虑的区间上有相同的导数，所以它们只相差一个常数 

[131，推论] 

少 ㈤ = F ( x ) + C , 

这就是所要证明的. 

由这定理推知，为要知道给定函数 /( x ) 的所有的原函数，只要求出它的一个原 
函数 F { x ) 就够了，因为它们彼此之间只差一个常数项. 

由此，表达式 F ( x ) -f C 是导数为 f ( x ) 或微分为 f ( x)dx 的函数的一般形状，其 
中 C 是任意常数. 这表达式称为 /( x ) 的不定积分， 用记号 

J f(^)dx 

来表示 36) ，这个记号中已暗含有任意常数.乘积 f ( x ) dx 称为 被积表达式， 函数 f ( x ) 
称 为被积函数 . 


例题设 /(4 = 不难看出，这个函数的不定积分是 


这很容易用反面的演算 



我们提醒读者注意，在“积分”记号/下写的是所要求原函数的微分，而不是导 
数 （在我们的例题里是 x 2 d X ) 而不是 P ). 以后在294目中将要阐明，这样的记法是 
有历史根 据的； 而且它还表现着许多优点，因而保留它是十分合理的. 


36 )这样一来，可以说符号/ f ( x ) dx 是在某个区间上的函数 /Ox .) 标准原 函数的表示.可以有不定 
积分概念的另外的解释（同^羊是十分通行的)；这种解释是：符号 f f ( x ) dx 看作是函数/0)的所 
有原函数的 集合 . 与此 相应， 等式 Jf ( x)dx = F(x) + C 这时应看成是更为复杂的记法 //(x) 也 


{F(x)+C-. CeK} 的简化 形式； 与不定积分有关的基本公式这时解释为集合的等式.因此在课文 


中证明的有关不定积分的关系式，对符号 Jf ( x ) dx 的这一种或另一种解释都保持其正确性，读者 
原则上可持其中任一种看法. ' 
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从不定积分的定义直接推出下列的一些性质： 

1. df f ( x)dx — f ( x ) dx ) 

即是，记号^ 与/，当前者位于后者的前 面时， 可互相消去. 

2. 因为 F ( x ) 是函数 F '{ x ) 的一个原函数，我们有 

J F \ x)dx = F ( x ) + C , 


这式子可以改写为 

I dF(x) = F(x) + (7. 

由 此可见 .在 F(x) 前面的记号 d 与 f ■当 d 在 f 后面的时候，也可把它们消去， 
但必须在 F(x) 后加上一个任意常数. 

回到我们一开始就提岀来的那个力学问题上现在我们可以写 

v = 1 a ( t)dt 


与 

s = 1 v ( t ) dt . 

为了明确起见,假定我们要讨论的运动是等加速运动，例如，在重力作用下的运动；这 
时 a W 沿铅垂线向下的方向为正方向^并且，不难了解 

v = j gdt = gt -\- C . 

我们得到了速度？;的表达式，在这表达式中，除时间 t 外，还包含有一个任意常 
数 C . 在同一时刻，对于不同的 C 的值，我们将得到速度的不同 的值； 因此，对于问 
题的完全解决，我们已有的数据是不够的.为要得出问题的完全确定的解决,需要知 
道在某一时刻速度的数值才够.例如，设已知在 t = 时速度 i ; = 如； 我们把这些值 
代人所求得的速度的表达式中 




由此 

■ 

C = vo — gto, 

现在我们的解就有了完全确定的形状 


v = g(t ~ t 0 ) + 

其次,我们求得路程 s 的表达式 
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(用微分法容易验证，原函数可以取这样的形式).例如，假定在〖=&时路程5 =： 5 0 

给定，我们就可以确定新的未知常数 C 7 ; 求得 C 7 =卽之后，我们便可以写出解的最 
后的形状 



亡 0) + 


习惯上称值 to , So , Vo 为量 t ， s 与 



V 的初 始值. 

我们知道，函数 y = F ( x ) 的导数给出对 
应图形的切线的斜率.因此，可以这样来解释 
求给定函数 /( x ) 的原函数 F { x ) 的问题 :要找 

出 一 条曲线 w = F ( x ), 使它的切线斜率适合 
给定的变化规律 



0 x 如果2/ = F ( x ) 是这些曲线之一，那么， 

只需把它顺着2/轴作简单的平移，便可以得 
到所有其余的曲线（移动的距离 C 是任意的, 
图 1). 为要从这族曲线得出一条个别的曲线，只需给岀（举例来说）这曲线应当通过 
的 一 '点 (^ o 5 Vo ) 就够了； 初始条件 2/0 = i ^( a ； o ) + C 就给出 C = yo — F(xq). 


264 . 积分与面积定义问题 把原函数解释作曲线图形的面积是更为重要的.因 

为在历史上原函数概念与面积的确定有极其紧密的联系，所以我们就在这儿来讲述 

这个问题（这儿只利用平面图形的面积的直觉的表示.而把这个问题的精确提法留 
到第十章去讲). 



设给定在区间 , a . 6. L 只取正(或非负)值的连 
续函数 " fix ). 考虑限制在曲线 y 二/(工）下， 
x 轴上及两纵坐标线 工= a 与 x = b 之间的图形 

(图 2): 我们把这类图形 叫做曲边梯形.想 
要确定这图形的面积 P 的值，我们研究变动图形 
AMND 的面积的性质 ； 这变动图形包含在开始纵 


图 2 坐标线 x = a 以及跟区间 [ C , 6] 上任意选出的 z 值 

相对应的纵坐标线之间.当 ； r 改变时，这个面积将 
随之而变，并且对应于每一 z 有它的一个完全确定的值，于是曲线梯形 ylMTVD 的 
面积是 0 ；的某一 函数； 我们用 P { x ) 表示它. 

我们首先提出求函数 P ( x ) 的导数的问题.为了这个目的，我们给 x 添上某一个 
(比方说，正的）改变量 Ai ;此时面积 P ( x ) 将获得改变量 AP . 


以 m 及 M 分别表 7 K 在区间[: c ， z + Ao ;] 上函数/ ㈤ 的最小值与最大值 [84], 并 
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将面积与底为 Ax ， 高为 m 及 M 的矩形的面积加以比较.显然 


mAx < AP < MAx ， 


由此 



< 


AP 

Ax 


< M 


如果 Ax — 0,那么，由于连续性， m 与 M 趋于/ ㈤ ，因而 


P\x) 


△巧。 芸 =/(X) 


这样，我们就得到一个有名的定理（通常叫做牛顿-莱布尼茨定理 )0: 变动面积 


P ( x ) 对有限的横坐标: E 的导数等于有限的纵坐标 y 


/⑻ 


换句话说，变动面积 P ( x ) 是给定 函数? /二 f ( x ) 的原函数‘由于当 X 


a 


时这 


个原函数变为0这一特点，使得它与原函数族中其他的原函数有所 不同. 因此，如果 
已知函数 /( x ) 的任何一个原函数 F ( x ), 则按前一目中的定理就有 




F ( x ) + C , 


那么，令 




，就容易定出常数 C 


0 


F(a) 


C . 于是 C 


— F(a) 


最后 


P ㈤ 


F ( x ) - F ( a ) 


特别地,要求得整个曲边梯形 ABCD 的面积 P ， 需 


要取 



6： 


P 




m 


F ⑷‘ 


作为例子，我们求界限在拋物线 


ax 





上及对应于给定横坐标：^的纵坐标之间的图形的面积 

图 3); 因为拋物线交 x 轴于坐标轴的原点，所以， 
在这儿 x 的开始值为 0. 容易找出函数 /( x ) = ax 2 的原 


函数 

以 


ax 


3 





0时这个函数恰好变为0,所 


P { x ) = F { x ) 


ax 


3 


xy 

T 


[比较 32,4)]. 



X 


图 3 


由于在计算积分与求平面图形的面积之间有联系，通常习惯于把积分计算本身 


叫作求积. 


①其实，这个定理 


虽然是在另一种形式里 


已为牛顿的老师巴洛 ( Is . Barow ) 发表过/ 



第八章原函数（不定积分) 


[265] 



为了把以上所讲的全部事实推广到也取负值的函数的情形，只要约定把图形中 
位于: T 轴下 面那一 部分的面积的值算为 负值就 行了. 

这样，在区间卜6]上不管怎样的连续函数/( X )，读者总可以把它的原函数想象 
成给定函数的图形所划出的变动面积的形式.可是，把这个几何的解释就认为是原 
函数存在性的证明，当然是不可以的.因为面积概念本身还没有根据. 

在下章 [305] 中，我们可以对下面的重要事实给出严格的并且纯粹分析的证明， 
这个事实就是： 在给定区间上的每个连续函数 /( x ) 都有在这区间上的原函数.这个 

断言我们现在就加以采用. 

在本章中我们只讲连续函数的原函数.如果实际给岀的函数有间断点，那么我 
们将只在它连续的区间上考虑它.因此，承认了上述断言之后，我们就无需每次预先 
讲明积分是否存在 :我们 所考虑的积分总是存在的. 


265. 基本积分表 由微分学中的每个公式，这公式建立着某一函数 F ( x ) 的导 
数是 /(： r )， 可以直接导出相当的积分学中的公式 


f(x)dx 


F(x) + C 37 l 


现在选出第 95 目中计算初等函数的导数的那些公式，也选出后来（对于双曲函数 
推出的一些公式，就可作出下面的积 分表： 



J 0 • dx 



2 . 



dx 


3. f x^dx 


4 



dx 


x 



f dx 

■，+i 

.dx 






C 


1). 


In 


x 


x 


+ C _ 


5. 



1 + ：r 


2 


dx 



dx 


1 + x 


2 


arctg x C. 


6 . 



7. 


VI 

a x dx 


f e x dx 


x 


2 


dx 



dx 


\J\ — x 1 


arcsin rr + C 



a 


In a 



a 


e 


+ C . 


8. 

9. 



sin xdx = — cos $ 



a 



cos xdx = sin : r 十 Ci 


10 



sin 2 x 


dx 



dx 


sin 2 x 


ctg x + C 


11 



COS 2 X 


dx 



dx 


cos 2 x 


tg x + C. 


12. f sh xdx — ch x C. 

13. f ch xdx = sh x ^ C. 


37 ) 类似的记法中总是假设：函数/(力考虑为在某个（位于其定义域内的）区间上. 
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14. 



1 


sh 2 


dx 


cth x + C 


x 


15. 



ch 2 


dx 


th 



+ C. 


x 


关于公式4,我们要作一点 说明： 它是应用在不包含零的任何区间上的.实际上，如 


果这个区间在零的右方，就有 x > 0,而由已知的微分公式 [ lnx ]/ 


X 


即可直接推出 



= \nx C. 


如果区间在零的左方，就有 : r < 0, 那么， 用微分法容易证实 [ ln (- x ) 



ln (— x ) + C . 


合并这两个公式就得公式4 38 \ 

用积分法则 ，还可以将上面所得到的积分表的范围加以扩充. 

266. 最简单的积分法则 I .若 a 是常数0 # 0), 兕 


王，由此 

X 


J a - f ( x)dx = a ‘ j f ( x ) dx . 

实际上，把右端的表达式取微分，我们便得到 [105,1] 

d[a - jf ( x ) dx ] : a ‘ d { j f ( x ) dx ] = a - f ( x ) dx , 

I 

所以这个表达式是微分表达式 a ./ ㈤ 血的原函数，而这正是所要证明的.因此，常 

数因子可以拿到积分记号的外面来. 

II . /[/(工）士 g ( x)]dx = / f ( x)dx =b f g { x ) dx . 

把右端的表达式取微分 [105,11] : 

d [ J f ( x)dx ± J g ( x ) dx ] = d j f ( x)dx : t d j g ( x)dx = [ f ( x ) ± g { x )} dx \ 


所以，该表达式就是微分表达式 [ f ( x )± g ( x)]dx 的原函数，这就是所要证明的. 微分 
式的和（或差）.的不定积分，等于每个微分式各自积分的和（或差). 

38) 作为对上述的补充，我们指出：公式 1-15 中的每一个公式，在出现于其中的被积函数的定义 
域内的任意区间上，都能 使用； 同时，如果想要求出任何一个函数在整个定义域上的所有原函数， 
而定义域又不是区 间时， 这些公式并非总是成立的.例如函数/(4 = ^定义在除去0外的所有实 

数的集合上[即 （- co ,0)，(0, oo ) 这两个区间的并 j ， 在这个集合上，函数 z 

1 (x > 0), 

F ( x ) = In | x | + signal 其中 signx = < 0 (x = 0 ), 

[-1 (x < 0 ) 


是 / ㈤ 的一个原函数> 但是函数 F ( x ) 不可能表示为 In M C 的形式，其中 C 是任意实数.于是 
并非 /(W = i 在其定义域上所有原函数都可以用公式4求出的. 
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附注 关于这两个公式，我们要注意下面这一点 • 这两个公式中的每个不定积分 
都包含一个任意常数项.这类等式应了解为等式左右两端之间的差是一个常数.也 
可以从字面上来了解这些等式，但这时所有出现于其中的积分之中有一个积分不再 
是任意原 函数： 这个积分中的积分常数，在其他几个积分常数选定之后，就被确定了. 
这个重要的附注，在此后应当加以注意. 

III .若 

J f ( t)dt = F ( t ) + C , 

则 

J f(ax 4- b)dx = - - F(ax + 6) + C ’. 

实际上，所给的关系式相当于： 


但如此，则 
于是 


d 


dx 


F(ax + 6) — F ’ {ax -f 6) * a = a - f〔ax 




d 


dx 


- F(ax + b ) 

_a 


f ( ax ^- b ), 



即是， + 6) 确是函数 f(ax + b ) 的一个原函数. 

牛 I 别时常遇到的情形是 a = 1或6 =： 0, 这时: 



[实际上，规则 III 是不定积分中换元法则的极特别的情形.关于换元法则，在下 
面 268 目就要讲到. 


267. 例题 



J (6 x 2 — 3 a ; + 5 ) dx . 


利用规则 II 与 1( 及公式3,2)我们有 


( 6 x 2 — 3 x + 5 )dx 


2 


6 x dx — 


3 xdx + 


5 dx 


6 


2 


x dx — 3 



xdx - 5 I dx = 2 x 3 — bx C 


2) 容易积分一般形状的多项式 


(aox 



a\x 


— l 


+ • • ■ + dn—\X 


CLQ 


n i . i n—1 


x dx + ai 


x 


da + * • • + a n -i / xdx + a 


dx 
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a ° x n+1 


n + 1 



^ + 
n 


蠡 瘺 ■ 


+ ^x 2 + a n x + C 


2 



{2x 


2 



3 


1) dx 


J (Sx 6 + I2x 4 + 6x 


2 



l)dx 



12 


7 ■ ^ 5 , a 3 


7 





X 


+ 2x -\- x C. 


4) 


(II ， I; 3, 2) 


例题 2) 


(1 + ^/x) 4 dx 


(1 + 4y/x + 6a: + Ax^/x + x 2 )dx 


dx + 4 


3 


x^dx 6 / xdx + 4 / dx + 


2 


x dx 



X+ -X 


§ 


+ 3x 2 + 雲 


3 


+ 3 X +C 


(n ， i;3,2) 


5) 


{x + l)(x 2 - 3) 

Sx 2 


x 3 x 2 — 3x — S 

3x 2 


dx 


dx 


1 1 

-x - - 

X 


X 


2 


dx 


3 


xdx - dx 


dx 


x_ 2 dx 


x 


—— ~\~ ~zX 一 In x _ + 

x 




(II ， I;3,2>4) 



(X — yjx)(l 







dx 


x 


y/x — 


\/x 


dx 


7 

dx — 


1 


dx 



13 


x 


¥ 


7 


- +C 



现在给一些应用规则 m 的例题 : 

7) 


(II; 3) 


(a) 


dx 


x — a 


In 


x — a 


+ C 


(HI; 4) 


⑹ 


dx 


(x — a) 


k 


(x — a)~ k dx 


1 




(x — a) 


k + l 



C 


(k — l)(x — a) k 


t + C (k > 1). 


8 ) 


(HI; 3) 


(a) 


f 1 

/ sin mxdx = - cos mx + C 

J 饥 


(m # 0) 



cos mxdx = 


— sin mx + C 
m 



(m # 0 )， 


(HI; 8) 

(HI; 9) 
(III; 7) 


.10 . 
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9) 


(a) 


dx 


dx 


y a 2 — x 2 


a 



1 


_( 營 


x 

— = arcsin — ^ C (g > 0) 
2 a 


(HI; 6) 


⑹ 


dx 


1 


dx 


a 2 + x 2 


a 


2 


7 " \ 2 

i +[- 

a 


—arctg — C (<z 〉 0) 

a a 


用到全部规则的例题: 

10 ) 


(e 工一 l)(e 


2 x 



1) 


e x 


dx 


(e 


2x 


-+ 1 - 


e 


X 


)dx 


( HI ; 5) 


2 


2x ~ e x + e— x 


十 C 


11 ) 


ax + b 


d 


dx. 




以分母除分子后，把被积表达式表示成下面的形状 


a be — ad 

一 +- 

c c 


1 




d 


由此，所求积分等于 


a be 一 ad' ^ 

—x H --- In cr 十 d + C, 

c c z 


12 ) 


2 


2m — 3x 1 

rr + 1 


dx 


2x-5 


6 



rr + 1 


dx 


x 


2 


( II ， III ;7,2) 


( II ， I ， III ; 2, 4) 


— 5 x + 6 In |x + 1| + C 


把分母较复杂的分式求积分时，先把此分式分解为分母更简单的分式的和，常会变得容易些. 


例如， 


X 2 — a 2 


(x — a)(x + a) 2a \x 


a 


rr + a 


因此[参看例题 7)(a)] 

13) 


dx 


x 2 — a 2 


2a 


dx 


dx 


x — a 


a : 十 a_ 


2a 


In 


x 


a 


x + a 


+ C 


这种方法可以说明，例如，对更普遍形状的分式 


(x + a)(x + b) 


显然 ，(:r + a)-(x + b )= a ~ b . 此时有恒等式 


(x + a)(x + b) 


a 


b 


(x + a) — (x + b) 
(x + a)(x + b) 


1 


a — b V x + 6 


x + a 


由此可见， 

14) 


dx 


{x + a)(x + b) 


In 


a 


x + b 

x a 



C 
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特别地， 
15) 


㈤ 


dx 


dx 


x 


2 


5oj + 6 


⑹ 


dx 


{x 一 2) (^x 一 3) 

dx 


In 


x — 3 

丄 

x — 2 

十 


C 


4x 2 + 4rr — 3 


4 


x 




1 

8 


In 


2x - 1 

丄 

+ 3 

十 


C 


16) 


dx 


Ax 2 



2Bx + C 


(当 B 2 —AC>0 时 ) 


分母可分解为这样的实 因式 : A(x — a)(x - 用，其中 




A 


A 


于是，按照例题 14) ， 假定 a 


dx 




-a , 我们得到 


Ax 2 



2Bx^rC 


2VB 2 - AC 


In 


Ax + B- VB 2 - AC 


Ax + B+ VB 2 - AC 



C f 


有些三角表达式，经过某些初等变换后，也可以利用这些简单方法来求积分 
例如，显然 


2 1 + cos 2mx . 2 

cos mx — -:- . sin rax 


1 


cos 2mx 


2 




2 




由此 


17) 


(a) / cos 2 mxdx = -x + sin 2mx + C, 

2 4m 


/ 11 
(6) / sinmxdx — -x — -— sin 2mx + C 


2 


4m 


(m ^ 0) 


用类似的方法，我们有 


sin mx cos nx 


2 


sin(m + n)x + sin(m — n)x] ) 


cos mx cos nx = - [cos(m + n)x + cos(m — n)x]^ 


sin mx sin nx = - [cos(m — n)x — cos(m + n)x\ 


假定 m 土 n / 0 ,我们得到下面的积分 


18) 


(a) 


smmx cos nxdx = — 


2(m + n) 


cos(m + n)x 


1 


2(m — n) 


cos(m — n)x + (7, 


⑹ 


cosma; cos nxdx 


2(m + n) 


sin(m + n)x + 


2(m — n) 


sin(m — n)x + C ) 


㈤ 


sinmo: sin nxdx 




2(m — n 


sin(m — n)x — 


2(m + n) 


sin(m + n)x + C. 
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最后考虑几个更复杂的例题. 

19) 

( a ) [ S -^dx ( n = l ,2,3,*-0- 

/ sinx 


因为 


n 


n 


sin 2 nx 


y^[sin 2 kx — sin (2 /c 


2 )x 


2 sin x cos (2 /c — l ) x . 


k 


k 


所以 被积表达式可以化成 2 cos (2 k - l ) a ;, 所求积分就等于 


n 


2 E 


k 


sin (2 fc — l)x 
~ 2/c - 1 """ 




类似地 



sin (2 n + l)x 


n 


dx 


X 


smx 


+ 2 E 


k 


sin 2 kx 
2 k 


+ C . 


268. 换元积分法 现在我们来讲述函数的积分法中最有力的一个积分法—— 
换 元积分法或替换法. 下面的简单的说明就是它所根据的 基础： 

如果已知 

I g ( t)dt = G { t ) + C , 

即有 

J g { uj ( x )) ijo , { x)dx = G ( uj ( x )) + C . 

[假定所有在这里出现的函数都是连续的.] 39 ) 

只要注意 G \ t ) = g ( t ), 上式就可由复合函数的微分法规则 [98] 直接推岀，即 

= GXx )) o /( x ) 二 g ( uj ( x )) cu , ( x ). 

我们也可以换一种方法来表示这同样的事实，只要先说关系式 

dG { t ) = g ( t)dt 

■ 

在以函数 uj ( x ) 代替自变量 t 时保持有效 [106], 

设要计算积分 

J f ( x ) dx . 

在许多情形下，可以选取这样的0；的函数 ，〖二 ^( x ), 作为新变量，使得被积表达式可 
表示成下面的形状 

f{x)dx — g(co(x))oj / (x)dx ) ( 1 ) 

391 同样假定：所考虑的变量 t 与 CC 的变化区间 [ a ，/3] 与 [ a ，6 l 由等式 [ a ,/?] = {^( x ) : x 6 [ a , 6]} 

联系着. 
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这儿 p ( t ) 是求积分时比/( X )更方便的 函数. 于是，按照上面所讲的，只要求出积分 

I 

g ( t)dt = G ( t ) + C , 

然后在这积分中作替换〖 = w (: r )， 就得到所要求的积分了.通常简单地写成 

f { x)dx = J g { t ) dt y (2) 

式中右端积分所表示出的 t 的函数中，已经暗含着上面所作的替换了 

例如，求积分 

/—■ 

因为 dsinx = cos xdx ， 那么， 令 t = sinx , 被积表达式就变成 

sin 3 x cos xdx = sin 3 xd sinx = t 3 dt . 

我们容易算出最后的表达式的积分： 

t 3 dt — — C . 

4 

剩下只要回到变量 x ，以 sin 2：代替 即得： 

o sin 4 x 

sin x cos xdx = — - — 

4 

读者注意：在选取简化被积表达式的替换 （ = W ( x ) 时，应当记住，在被积表达 
式中应找出一个因式 UJ ， ( x ) dx ) 使它给出新变量的微分也[参看 （1)]. 在上例中，因式 

cos xdx = dt 的存在就决定/可以作替换 t = sin x . 

关于这点，有一个很好的例子 







J sin s xdx ; 

这儿正因为缺少上述的因式，作替换 t = Sim 就会是不合适的.如果试一试从被积 
表达式中分出因式 sin xdx , 或者更好一些以 - sin xdx 作为新变量的微分，那么，由 
此得到替换 t = cosx ;因为剩下的表达式 

— sin 2 x = cos 2 x — 1 

可用这替换加以简化，所以这个替换是正确的.我们有 

J sin 3 xdx = J ( t 2 — l)dt = ^ — t C = X — cos x -\- C . 

_ 读者应特别注意以楷体（原文指斜体 --一 译注）表示的句子 ， 因为无此则等式 （2) 失去意义. 
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在技巧相当熟练后，作替换时变量 t 可以不写出来.例如，在积分 


sin 3 xcosxdx 


sin 3 xdsinx 




• 心里想象着把 sinx 看作新变量，一下子就可得到所求结果.类似地， 


dx 


d 


x 


\/ a 2 — x 2 




2 


= arcsin- + C, 

a 


dx 


d 



x 2 + a 2 


a 



2 


+ 1 


x 

- ar ctg - 
a a 



C 


这里，替换 t 


x 


只需在心里暗暗记住就行了. 


读者现在会看岀，第266目中的规则 III ，实质上就是化 成线性 替换艺 


ax 



b 


f {ax + b)dx — - l f(ax + b ) d(ax + fe ) = - / f ( t)dL 

Cl / CL 


有时，运用替换法的方式与上述方式不同.即是，在被积表达式 f ( x)dx 中直接 
以新变量 t 的函数 : r = w ⑷代替 X ，于是得到表达式 


/(P ⑴ V ⑷也 


g ( t ) dt ‘ 


显然，如果在这个表达式中作替换 t 其中 u ;( x ) 是 ( p ⑴的反函数，就会回到 

原来的被积表达式 f ( x ) dx . 所以，像在前面写出等式⑵那样，在算出右端积分之后， 
应当令 


= U ){ x ). 

作为例子，求积分 


dx 


VS(l 



於 r 


如果令 


X 


A 为的是“消去”所有的根式)，即得 W 


t 3 ^ yfx 


t'dx 


6 t 5 dt , 并且 


dx 




▲(I 





6 


t 2 dt 


6 


dt 


dt 1 

+72/ 




6 (t 


arctg t ) + C 


现在剩下只要依公式 


回到变量 x ， 最后得 


dx 


\/x(l + v^x) 


6( 拆 


arctg + C 


更有兴趣的例子是 



x 2 dx . 
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在根号内的平方差（其中第一项是常数）提示给我们一个三角函数替换$ 
我们有 


asm 


in 亡① 


y a 2 ~ x 2 = a cos t,dx = a cos tdt 


并且 


\J o? — x 2 dx 


a 


2 


cos 2 tdt . 


但我们已经知道积分 


a 2 I cos 2 tdt 


a 


2 


_/ + 产2’ 



c 


X 


[267,17)( a )]. 为了变回 X ， 我们代入 A = arcsin -; 若利用 

Cl 


a 


2 


4 


sin 2 t 


-a smt - a cost 








: r 2 , 


可以使第二项的变换更容易些.最后 




2 


x 2 dx 


- x ^/ a 2 — x 2 



— arcsin - + C 
2 a 


寻求合适的替换法的技巧靠多做练习.关于这点，虽然不能给出一般的提示，但 
是，使这个寻求更加容易的个别的特殊说明，读者可在下目中找到.在标准情况下的 
替换在本教程中将直接指出. 


269. 例题 

1) (a) f e x2 xdx , (6) 



xdx 


⑷解设，=$ 2 ,我们有出 = 2 州 X ，因此 


1 + X 4 


， （B 



X 


2 


cos 2 X 3 


dx . 


e x xdx 


2 


t 


2 


2 


e dt 


=： e L + C = - e x +C 


(6) 提示作同样的替换•答案 ^ arctgx 2 + C . 
在两种情形中，积分都有如下的形状 


g ( x 2 )xdx = ^ / g ( x z ) d ( x ^), 


2 


2 


其中 p 是积分时较便利的函数;对于这些积分，作替换 t P 是十分自然的 • 类似地，形状如 


g ( x 3 ) x 2 dx 


3 


g ( x 3 ) d(x 


3 


的积分采用替换纟=如此 类推. 按照最后的型式可处理第三个积分 • 


(B) 答案 ^tgX 3 + 



7 T 


丌 


X 


①应当指出：我们认为 X 在 -a 与 a 之间变化，而 i 在与 S 之间变化.因此 f = arcsin - 

乙 乙 CL 



第八章原函数（不定积分) 


[269] 


2 ) 1 ( 


ax 



0Yxdx — 1 ). 


解这儿可令亡 


x 2 ; 但是可更简单地一下子取^ 


ax 2 +/?，因为因式: rda ; 与 du 


2axdx 


只差一个数字系数.这样，我们有 


ax 



3)^xdx 


2a 


u^du 


+ 1) 


u 


M+l 



c 


2a(/i 



i ) 


ax 


+灼 


l 



a 


3 ) ㈤ 办，⑹ /^，（B 

提示所有这些积分都有如下的形状 


3) ( a ) 



dx 

x In 2 x 


5(ln x 


dx 


x 


g(ln x)d\n x, 


因而取替换 t 


In x . 


答案 （ a ) - In 2 x + C ; 
4) 形状为 


(6) In In ^ + C; (b) — -- h C 

In x 


g(sinx) cos xdx ) 


g(cosx) sin xdx 、 


^(tg x) 


dx 

cos 2 x 


的积分，分别地取替换 


t = sin X ， 


u 


cos 


V 


tg X 


例如， 


( a ) 


⑹ 


( B ) 


cos xdx 



sin 2 x 


dt 

1 + t 2 


arctg t + C 


arctg sin x + C 


tg xdx 




smx 




cosx 


dx 


du 


u 


— In \u\ + C 


In I cos x + C 


dx 


dx 


A 2 sin 2 x 


COS 2 X 



B 2 cos 2 x 


A 2 tg 2 x 



B 2 


Av 


AB arCtS ^ + 



dv 

A 2 V 2 +B 2 
L (A 


—arctg f-tgx 


+ C 


5 ) ⑷ / 二' ， ( 6 ) / ct S xdx , ( B ) 


2x 


X 



2x 



办， （ r ) / 


dx 


smx cos x 


解 （ a ) 如果令 t 


X 



1，则分子 2xdx 恰好给出 dt ; 积分可化成 


dt 




In | t | + C 




ln(x 2 + 1) + C. 


我们指出，当所给出的积分有如下的形状 


尸⑻ 
/ ⑻ 


dx 


df(x) 

/⑷ 


时，也就是说，在被积表达式中分 子是分母的微分时， 替换 


f(x) 常可一下子就达到目的 


dt 




In \t\ + C = In \f(x) \ + C . 


[ 269 ] 


§1. 不定积分与它的计算的最简单方法 


•17 • 


按照这个范式，我们有 


⑹ 


ctg xdx 


dsinx 


sm x 


In 


sin x 



C [ 比较 4)(6)] 


( B ) 


e 


2x 


e 


2x 



l 


dx 


d(e 


2x 


+ 1) 


e 


2x 


+ 1 


2 


ln(e 


2x 



1) + (7 


dx 


(r) 


dx 


sm a: cos x 


cos 2 x 
tg x 



tg x 



C 


6) 由上题 ㈦ 的结果，容易得到两个有用的积分 


㈤ 


dx 



sm x 


• X X 

sm — cos — 

2 


In 


X 


tg 2 


+ C 


⑹ 



dx 




cosx 


sm 


7 T 

X+ 2 


In 


X 7T 

tgl 2 + 4 



c 


7) 


(a) 


x/arctg x 


1 + x 


2 


dx 


2 


^arctg xdarctg x — ^(arctg x 

O 


+ 0\ 


⑹ 


e x dx 


de 


X 


e 


2x 



e x ) 2 



1 


arctg e x + C 


(b) 


dx 



-d- 

X X 


In 


COS 


X 



C [ 参看 4) (6): 


现在给几个包含二项式 a 


2 — x 2 


， x 2 + a 2 与 x 2 - a 2 的表达式的积分的 例子 . 在这些情形下， 


以新变量 t 的三角函数或双曲函数代替 X ，并利用下列的关系式 


sin 2 t + cos 2 


1， 


+ tg 2 t = sec 2 t 


COS 




ch 2 t — sh 2 t 


1， 


th 2 t 


ch 2 t 5 


常有很多的便利 . 


8) 



dx 


(x 2 + a 2 ) 2 


作替换 :： r = atg t®，dx 


adt ，工 2 + a 2 


a 


2 


cos 2 t 


cos 


2 


, 于是 


dx 


2 


(x 2 + a 2 ) 


2 


a 3 


cos tdt 


2a 3 


(t -f sin t cos t) C [ 参看 267, 17) (a) 


现在回到变量 A 令 


arctg - 

a 


并通过 


a 


表示出 sint 与 cost . 最后得 


dx 


x 


x 


2 


+ a 2 ) 2 


2a 2 x 2 + a 2 





7 T 


7T 


①假定〖在-二与 * 之间变化即可. 

2 2 
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9). 



dx 

x 2 ± a 2 


这儿采用双曲替换较为便利 . 作为例子，讨论减号的情形.令 


X 


ach 6 ( 当 a ; 与 


> 0 


时)，血 




<ash tdt' \fx 2 — a 2 


ash t 积分可简单地化成 Jdt 


t + C. 为了变回叫回想一下双 


曲余弦函数的反函数表达式 [49, 3)] 


dx 


x 2 — a 2 


In - + 

\ a 


-1 
oJ 


+ C 


\n(x 


x 2 - a 2 ) + C\ 


其中常数 （ T 包含有 - lna 这一项 . 


10) (a 



dx 


(x 2 + a 2 ) 


) 


⑹ / 


dx f 

- 3-> ( B 

(x 2 — a 2 )^ 



dx 

(a 2 -x 2 )^ 


在所给情况中，三角替换或双曲替换都是可以同样简单地达到目的 . 作为例子 > 在第二个积分 


中取 T 二 .secM, 二楚 = 于是？ - A 并且 


dx 


[x 2 — a 2 )i 


a 2 


cos tdt 


sm 


a 2 sin 



C 


丄 x 

a 2 \/x 2 — a 2 


+ C 


11 ) 



x 


作替换 ^ 


dx 

a 2 — x 2 
— a sin t ) dx 


a cos tdt, 把这个积分化成下面这样 [ 参看 6) (a) 


a 


dt 

sin t 


- In 

a 


o 

tg 2 



C 


但是 


o 

t§ 2 


1 — cost 


a 


sm 


a 2 — x 2 


X 


所以最后得到 


x 


dx 


a 2 -- x 2 


-In 

a 


a — 


a 2 — x 2 


x 



C 


最后再讨论两个换元积分法的例子，此处所作替换不如上述那些情况来得自然，但可迅速地 


达到目的 . 


12 ) 

令 



dx 

— -—- — - - ■ 

x 2 a 




x 2 + a 




尤〜： r 并取 t 作为新的变量 • 平方后，等式两端的 P 可以消去，结果是 


x 


— a 

2T" 


于是 


x 2 + a 




t - 


~ a 



a 


2t 


2t 


) dx 



a 


2t 2 


dt. 


最后得到 


ax 


dt 




x 



a 


In \t\ + C 




In \x + 


x 2 + a| + (7 .[ 比较 9)] 


13) 



dx 


令 ： r 


/(x - a){3 - x) 
acos 2 cp + ps\n 2 (p 


a < x < (3). 



7T 


<^><7 ： ) ，其中 W 是新变量；于是 


x ~ a = (p — a) sin 2 ip, 0 - x 


(0 — a) cos 2 ip. 


dx 




2(/3 — a) sin ip cos (pdip. 
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这样一来 . 


dx 


x — a)(P — x) 


2 


d(p = 2(p -\- C = 2arctg 



270. 分部积分法设 u = /( o :) 与 v = g ( x ) 两个都是 x 的函数，具有连续导 
数 V = f / ( x ), v / = g ’( x ). 在这情形下，依乘积的微分法则3(仙）=+ vdu 或 
udv = d ( uv ) — vdu . 表达式 d [ uv ) 的原函数，显然是⑽所以得到公式 



这个公式就是分部积分法则.它能把表达式= UV f dx 的积分归结为表达式 


vdu = vu’dx 的积分. 

例如，设要求积分/ xco ^ xdx . 令 


u 二 x , dv = cos xdx , 于是如= dx y v — sin x ①， 







并且，依公式 （3). 


J x cos xdx — J xdsinx — xsinx ~ j sin xdx 

=x sin x + cos x -\- C . ⑷ 

由此可见，分部积分法使我们能够以简单的函数 sin x 来代替复杂的被积函数 
xcosx . 顺便 说说， .在求 W 之时，必须把表达式 cos xclx 求积分，故称分部积分法 I 

在应用公式 （3) 来计算所提出的积分时，必须分被积表达式成为两个因式 W 及 
dv = v f dx , 其中第一个因式在公式 （3) 右端取积分时要被微分，而第二个因式则被积 
分，必须极力设法使微分咖不难积分，还要设法使也代替1 v 代替咖时 总合起 
来可将被积表达式简化.例如，在上面所讨论的例子中，比方说取 zcb 作为 cb , 而取 

C 0 SX 作为％ 就显然是不合适的. 

在计算熟练后就不必引进记号 U 及 V , 而可以直接应用公式[比较⑷]. 

分部积分法则应用的范围比换元法受到更多的限制.但有许多类积分，例如 

J x k ln m xdx , J x k sin bxdx , J x k cos bxdx , J x k e ax dx 

等等，只有借助于分部积分法来计算. 

重复应用分部积分法则，便得到所谓分部积分法的推广公式. 

假定，函数^与^在所考虑区间上有直到第 （ n +1) 阶的各阶连续导数 

w "， …， n ( n ) ， t »( n ) ， u ( n + i \ t »( n + 1 ). 

①因为就我们的目的来说，只要有一种方法能表示 cosz 血是咖就够，那么，就没有必要写出包 
含一个任意常数的 r 的最普遍的表达式 . 这点说明在以后应当加以注意 . 


•20 * 


第八章原函数（不定积分) 


[271] 


在公式 （3) 中以^…代替％我们有 


UV 


( n+1 )cte 


udv^ = uv( n ) 


v( n ) du = uv( n ) 


u’ v ⑻ dx 


类似地, 


u’v( n 、dx 二 u’v( n-1 ) 


W n — 2 ) 








J u^v dx — u ⑻ v — j u^^vdx. 

以 +1 及 -1 轮流地乘这些等式,并且把它们按项加起来，消去左右两端相同的 
积分，我们得到上面所说的 公式： 

J uv( n+1 )dx 二 uv( n ) - u f v^ n ~^ + u f, v 、 n - 2 、 —… 

+ (-l)V n ^ + (― l) n+1 u ㈣ vdx, (5) 

当被积表达式的因式中之一是整多项式时，利用这个公式是特别方便的.如果 
u 是 n 次多项式，那么恒等于0,于是左端的积分可得到最后的表 达式： 

我们来讲一些例子. 


271 . 例题 


x In xdx. 



i) 

微分 In o; 可得到简化，故设 


U 


3 ■ ■ 

lnx ? dv = x ax, 于是 du 


dx 


x 


V = -x 

4 


因而 


3 1 i 丄 4 


3 


4 ^ 丄 4 


x In xdx = \nx — ^ I x a dx = Inx —+ C 

4 4 / 4 16 


2) (a) J In xdx, (6) J arctg xdx, (b) f arcsin xdx, 

在所有的情形中都采用 dr = 咖，我们得到 


(a) 


\nxdx = x In x~ 


xd\nx~xlnx— 


dx 


x(\nx — 1) + C\ 


⑹ 


arctg xdx = xarctg x — I xdarctg x — xarctg x — 


X 


X 


2 


dx 



怎 arctg x ~ - ln(x 2 + 1) + C [ 参看 269, 5)(a)]; 


(b) 


SiTcsmxdx 


a: arcsin x 


arcsin x 


x arcsm x — 


x 


vl — x 2 


dx 


x arcsin x + \/l - x 2 + C [ 参看 269, 2)]. 
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3) f x 2 smxdx 
我们有 


x 2 d (— cosx) = —x 2 cos x — I (— cos x)dx 2 = —x 2 cos x 2 I x cos xdx 


这样一来，我们已经把所求积分化成已知的积分了 [270,(4)]; 以它的值代入，得到 


x 2 sin xdx = —x 2 cosx + 2(x sinx + cos x) + C. 


分部积分法则在这里总共用了两次 . 

同样地，重复应用这个法则.可计算积分 


P(x)e ax dx. 


P(x) sin bxdx ) 


P(x) cos bxdx. 


其中 POr) 是 z 的整多项式 . 

4) 如果利用分部积分法的推广公式，就可以立即得出这种形状的积分的普遍表达式 


令 即有 


ax 


v (n) = — , 

a 


ax ^ax 

e (n—2) e 


a 


2 




a 3 


，等等 


于是，若 _P (: c) 是 n 次多项式，依公式（ 5 )，我们得到 


P(x)e ax dx 


e 


ax 


p 


a 


P ， 


P 


// 


a 


2 



a 


3 



C 


类似地，如果取 r 


(n+l) 


sin bx ) 男 P 么 


v 


n) 


cos bx 




(n-l) 


sin bx ( n _ 2 ) 

v 


cos bx 
6 3 


，等等 


由此有公式 


P{x) sin bxdx — sin bx • 


P f 

¥ 


p 


m 


b 4 


+ 


cos bx 


P 
b 


P 


// 


6 3 


+ 



C 


用同样的方式可建立公式 


P(x) cos bxdx = sin bx * 


P 

J 


P 


n 


b 3 


+ 


+ cos bx * 


P / 

62 


P 


m 


b 4 


+ 


+ C 


5) j x 3 In 2 xdx . 我们有 


ln ^ d T = 


-x 4 In 2 a; - 二 


4 


4 


/ ^ In xdx, 


我们已把问题化成例题 1) 的积分了.最后得到 


x 3 In 2 xdx 


-x 4 ln 2 x — 二 
4 




(In 2 x — ~^\nx C. 
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例如， 依次计算积分 



其中是任意实数 （/c / -1), 而 m = 1 ， 2,3,… . 如果令 u = ln m rr, 而把分部积分公式应用到 
这个积分，就得到递 推公式 

f x k ln m xdx = o; fc+1 ln w x — m [ x k ln m_1 xdx, 

J /c + 1 /c + 1 ./ 


用这公式计算所考虑的积分时，能化为计算同一类型的积分，但是 lnr 的指数少了一次 . 

可是，替换 t = lnz 还可以把所考虑的积分引向在 3) 及 4 ) 中已经研究过的积分 
/ t m e (k ^ l)t dt 的形状 . 

6 ) 下列积分是一些很有趣的例子 

/ 〜-， 卜 — 


: r 把分部积分法应用到它们上（两种情形下都取，比方说，咖 


e ax dx^v 


a 


e ax ), 就得到 


ax 


e cos bxdx — -e ax cos bx + 二 f e ux sin bxdx, 

a a 


ax 


e ax sin bxdx = -e ax sin bx — — I e ax cos bxdx. 

a a 


见这两个积分中的每一个都能用另一个表达出来 
但若以第二个公式代人第一个公式中的第二个积分，就得到对于第一个积分的方程，由这方 


可确定 


e ax cos bxdx 


b sin bx + a cos bx ax 


a 2 + b 2 


e 


+ C 


类似地可得出第二个积分 


e ax sin bxdx 


a sin bx — b cos bx 

a 2 + b 2 


e 


ax 





7) 作为应用分部积分法的最后的一个例子，我们导出计算积分 


Jn 


dx 


(x 2 + a 2 ) 


(n 


1 ， 2,3, 


的递推公式. 


令 


u 


(x 2 + a 2 ) 


, dv 


dx ) 于是 du 


2nx * dx 


(x 2 + a 2 ) n+1 ’ 


v 


X. 应用公式 （ 3 )， 我们得到 


Jn 


X 


(x 2 + a 2 ) 


n 



2n 


x 


2 


(x 2 + a 2 ) n+1 


dx 


® 如果把积分了解为确定的原函数丨比较 266 中的附注 ] ，那么，想要在第二个公式中有与在第 
一个公式中同样的函数，严格说来，我们还必须在右端加进某一常数 . 当然，它会把常数 C 与 a 
吸收到最后的表达式里去 . 
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最后一个积分可变成如下的形式: 



( 



+ a 2 ) n+l 


dx 



+ 



)- 






2 


)n + l 


dx 


dx 


dx 



2 


+ 



2 


a 


(x 2 + 



)n+l 


Jn — a Jn-\- 1 


将这表达式代入上面的等式中去，得到关系式 


Jn 


X 



+ d 


2 

+ ^2iThCh J Yl-\- 1 


于是 


J nH-1 


X 


2nd 2 (x 2 + 




2 n - 1 
2 n 


Jn^ 


⑹ 



所得到的公式把积分 J n +1 的计算化为下标少1的积分 Jn 的计算 • 已知积分 


Jl 



—arctg — 




267,9)(6); 我们取它的诸值中的一个]，依这公式，当 



1时，得出 


J2 


X 


1 



2o? 



+ a 2 



2a 3 


arctg — 



[这个结果我们已在前面用另一方法得到过，参看 269,8)]. 在公式⑹中，令 n = 2,我们就得到 


Js 


X 



4 a 2 ( 



+ 



2 


) 



4 a 2 


J 2 


x 



X 


3 



4 a 2 ( 



2 


+ 



) 2 



8 a 4 



2 


+ 



2 



8 a 5 


arc 


tg a 


如此下去.这样，可算出下标是任何自然数 n 的积分 Jn . 
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272. 在有限形状中积分问题的提出 我们已经熟悉了计算不定积分的一些初 
等方法.这些方法并未事先给出为要计算给定的积分所应遵循的确切途径，而只是 
提供给计算者以很多技巧.在本节与下面几节中，我们要详细讨论若干类重要的函 

数并对于它们的积分建立出完全确定的计算程序. 

现在我们要 说明： 在上述各种类的函数的积分中使我们感 刳參举 的晕什冬要 

根据什么样的毕贝)」，才能得出它们的积分. 

分析中首七土用着的各种各样类型的函数在51目中已经描述过；这就是所谓 

的初等函数及可利用有 限次四 则运算与重复（不取极限步骤）通过初等函数表示出 
来的那些函数. 

在第三章中我们已看到过， 一 切这样的函数是可微分的并且它们的导数仍属于 
同样的类型.它们的积分却是另外的一种情况：属于上述类型的函数的积分函数,时 
常是不属于本类中，即不能经过有限次上述运算，用初等函数表示出来.例如 




S1I1X 


dx ) 



cosx 


dx 


5 



X 


X 
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就属于显然 不能表示成有限形状 的积分 之列； 类似的其他例子将在下面[280、289、 
290等目]引进， 

特别强调，所有这些积分都真实地存在的⑦，但它们只是全然崭新的函数，并且 
不能被化成我们叫做初等函数的那些函数⑨. 

比较为数不多的，可以在有限形状中施行积分法的那些一般的函数类型，都是 
我们所熟 悉的； 下面我们就要用最新的方法来研究这些类型.很重要的有理 函数类 
型 应当放在它们中的第一位. 


273. 部分分式与它们的积分 因为从有理假分式中可删去容易积分的整式部 
分,所以只需研究 真分式 （它的分子的幂次数低于分母的幂次数）的积分就够了. 

我们在这里讨论真分式中 的部分分式； 这 就是下 列四种 类型的 分式： 





k ， 


(/c=2,3, … ) 


III 


Mx + N 

x 2 + px + g ’ 


Mx + N 

( x 2 +px + q) m 

(771=2,3,* * ) 


其中都是 实数； 此外，对于 III 与 IV 类型的分式，假定 
px -\- q 没有实根，于是 


项式/ 



V 


4 


q < 0 



Q 


P 


4 


> 0 


与 II 类型的分式我们已经会积分了 [267, 7)] 


x 


2 


A 


dx 


Ain 


x 


a 


x 





A 


dx 


A 


1 




k 


1 (x 



k—1 



c 


至于 III 与 IV 类型的分式，用下面的替换可使它们的积分变为容易.由表达式 
+ (? 中分出一个二项式的完全平方 



2 


x ^ px q 


x 


2 + 2.? 



X + 



2 


+ 


Q 



2 


X+ 2 


2 


+ u - 


P 


2 


4 


最后一个圆括弧中的表达式，依假定，是正数 5 可令它等于 a 2 , 如果取 


a = + 


①参看在 264 目中关于这点所讲的 . 我们在下面 305 目中还要讲到这点 . 

© 为了帮助读者领会这一事实，我们提醒他，有理函数的积分函数 

dx I dx 

X 5 J 1 十 X 2 

本身已经不是有理函数了 . 如是，如果对我们来说 “ 初等的 ” 只是有理函数 , 那么，上述的 “ 初等”函 
数的积分已经不会通过 “ 初等 ” 函数表示出来，而是 “ 非初等的 ” 新性质的函数 ——lnz 与 arctg x 

了！ / 
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的话.现在作替换 







dx 


dt ) x 2 -\- px -\- q = t z - a z ^ Mx - N = Mi + N 


2 , 



Mp\ 





在情形 m 即有 


Mx + N 


Mt+\N 


Mp 


x 2 + px 


dx 



♦ 



Q 


M 

T 

M 


t 2 + a 2 

2 tdt 


dt 



t 2 + a 2 



V 


N 


Mp\ 



dt 


t 2 + a 2 



ln ( 亡 


2 



a 2 ) + 


N 


Mp 

~Y 


arctg —— h C 


) 


或者，变回 ^ 并以 a 的值代替 & 


Mx -\- N M { 9 x 

dx = —— ln(x - px -\- q ) 


x 2 px q 




2 N - Mp ,rci g ^±^^C 





\rk 


p 


2 


对情形 IV ，同样的替换给出 


Mx + N 


Mt 



N 


( x 2 + q ) 


dx 


Mp 

~Y 


M 

T 


( i 2 + a 

2 tdt 


2 


dt 



2 


+ a 


2 



N 


Mp 

~Y 


dt 


( t 2 + a 


2 


⑴ 


用替换 t 2 + a 2 


u ,2 tdt = du , 容易算出右端的第一个积分: 


2 tdt 


du 


( t 2 + a 


2 


u 


m 


1 u 


-l 



C 


1 


1 


m 


1 ( t 2 + a 2 ) 


2\m-l 



c 


⑵ 


右端第二个积分，对任何 m ， 依照271目递推公式 （6) 可以算出.然后，为要回到变 

只要在最后结果中令 t 就行了. 


里 X 


这样就完全解决了关于部分分式的积分问题. 


274. 分解真分式为部分分式现在我们来讲代数学范围中的一个定理，但它在 
有理分式的积分定理中有重大的作用 :每个 真分式 

Q{x) 

可被表示成有限个部分分式的和的形状. 

分解真分式成为部分分式与分解它的分母 Q ( x ) 成素因式有密切的联系.大家 

x 2 -\- px -{- q 类型 



知道，每个实系数整多项式可以（并且是唯一地）被分解成 x 
的实 因式； 同时，假定二次式实因式没有实根，因而不能再分解成线性的实因式.把 
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相同的实因式（假如有的话）合并起来，并为简单起见，假定多项式 Q { x ) 的最高次 
项的系数等于1，于是可把这个多项式的分解式概括地写成下面的形状 

Q (^) ~ {x ~ - ■ • { x ^ + px + q ) 171 * ■ * ) (3) 

其中 k 、 … , m ，…，是自然数. 

注意，如果多项式 Q ( x ) 的次数是 n ， 那么，显而易见地，所有指数 / c 的总和，加 
上两倍所有指数 m 的总和，就刚好给出 n : 

Tik + 2Em = n. (4) 

为了证明这定理，先建立下面两个辅助 命题： 

1°考虑任何包含在分母的分解式中而指数 A : > 1的线性因式 a : - a ， 因而 

Q ( x ) = (x ~ a ) k Qi { x ). 

其中多项式 Qi 已不再被 x - a 所整除.于是 给定的真分式 

P ( x ) _ P ( x ) 

Q {^) ~ ( x ~ a ) k Qi ( x ) 

可被表示成如下的真分式的和的形状 

乂 I 巧⑷ ^ 

(x — a) k (x — a ) k ~ 1 Qi ( x ) ， 

其中第一项是部芬分式，而第二项的分母包含的因式 : T - a 的幂次数比先前为低. 

为了证明，只须这样选择数 A 及多项式 巧( X ),使 恒等式 

P ( x ) — AQi ( x ) = (x — a ) Pi ( x ) 

成立就够了. 

我们首先这样确定 A 使得左边被 x - a 除尽； 为此（按照著名的贝祖 ( Bezout ) 
定理)，只要对于 a ； 二 a 使它的值为零就 够了； 于是得到下面的表 达式： 

_ QiW 

正因为 Qi ( a )^0, 所以这表达式有意义（仍依照贝祖定理).在上述的 A 选定时，多 
项式巧可作为一个商简单地确定出来. 

2。现在设 x 2 +px + q 是包含在分母的分解式中而指数 m > 1的二次式因式 
中的任何 一个， 于是在这次可令 

Q { x ) = ( x 2 -\- px - {- q ) rn Qi ( x ) 1 

①字母 P ， Q (带不同的下标）在这里表示整多项式，而字母 A ， M ， W 是常数. 
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其中多项式 Qi 不能被三项式 W+px + g 整除.于是 给定的真分式 


P { x ) P { x ) 

Q ( x ) ( x 2 +px + g ) m Qi ( x ) 


可以写作真分式的和的形状 

Mx 4- N Pi ( x ) 

( x 2 +px - q) m ( x 2 - h px + q ) rn ~ 1 Qi ( x ) 5 

其中第一项也是部分分式，而第二项分母所含上述三项式的次数又降低了. 

为了证明，只需这样选择数 Af ， iV 与多项式 Pt ( x ) ，使它们满足 恒等式 

y 

/ 

P ( x ) — (Mx + N ) Qi ( x ) — ( x 2 px q ) Pi ( x ). 

我们这样来确定 M 及 7 V ， 在这次是使左边部分被二次三项式 P +px + q 所整 
除.设以这二项式除 P 与 Qi 后的余式分别为 ax +/3与 ^yx 5 . 于是问题变成了 
以 x 2 + px -\- q 整除表达式 


ax + (3 — (Mx + N){^(x -f S ) 

=- 7MX 2 + (a - (5 M — 7 iV)x + (/? — SN ). 

实际上，在这里作除法之后， 在余式 中即有 


:(P7 


5 )M 


jN + a]x 



qjM 


5 N + 0 


我们应使这两个系数都等于零，于是，为了确定 M 及 7 V ， 我们得到线性方程组 
的行列式 



P7 



Q1 


7 

8 


8 2 


pj5 + ^7 


2 


异于零.其实，当 7 卢)时可把它写成下面的形状 


7 


2 




但在方括弧中的表达式是三项式 x 2 +PZ + ^在点 X 二 - $的值，因而不可能是零， 

因为这个三项式没有实根.当 7 = 0 时行列式变成5 2 ,在这>情形下 J 显然不是零，因 
为多项式仏不为/ + % + g 所整除. 

用上述方法定出 M 及 _/ V 的值后，多项式巧在这里也不难作为一个商而确定 
出来. 

现在来证明最初所说的定理.这个证明转化为重复应用命题 1。 及 2。， 它们保证 
由给定的真分式继续分出部 分分式 一直到分完为止的可能性. 
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如果包含在 Q 中的因式 x - a 只有一次幂，那么，由于1。(当& = 1时)，我们有 


形如 


A 


的唯一的部分分式与它相当. 

如果在 x — a 的幂次指数 A : > 1的情形，那么，根据1。分岀部分分式 

(x — a) k 

之后，对于剩下的分式我们重新应用1。，分出部分分式 

々 -I 

(x — a ) k_1 ' 

如此下去，直到由分解分母所得到的因式 x - a 完全消失时为止.由此可见，在所考 
虑的情形中，对应于因式 （x - a) k (k > 1) 的就是 A ; 个部分分式组成的式子： 



+ 


^■k 




k 


⑸ 


我们把同样的推理轮流应用到剩下的线性因式中的每一个上去，直到完全用尽 
分母或者在它的分解式中只留下一些二次式因式时为止. 

与此类似，利用 2 °，对于二次因式 x 2 + px + q , 如果它只是一次幂，我们就只有 


一 个形如 


Mx + N 

x 2 px q 


的部分分式与它相当；如果这因式的指数 m > 1，则有由 m 个部分分式组成的式子: 


M\x + Ni 

x 2 -\- px + q 



M2X + N 2 

( x 2 -\-px q ) 2 


+ 


+ 



x + N m 


( x 2 + px 




⑹ 


如果还有其他二次式因式，同样可以作出与它们相应的部分 分式； 这就完成了 
定理的证明. 


275. 系数的确定、真分式的积分 由上可见，若已知分解式 （3)， 我们就能知道 

分解所给分式^为部分分式时那些部分分式的分母.现在要讲关于确定分子的问 

题，即是，定出系数 A ， M ， N 的问题.因为 （5) 式中分式的分子包含个系数，而 （6) 
式中分式的分子包含 2 m 个系数，于是由 （4) 它们的总个数是 n . 

为了定出上述的系数，通常采取下述的 待定系数法. 如已知分式^的分解式 

^ 一 (J 

的形状,把它的右端分子系数写成文字系数.所有部分分式的公分母显然是 Q ; 把这 
些部分分式加起来，就得到一个真分式 A 现在如果弃去左右两端的分母，得到两个 

①有理真分式的和永远是真分式. 
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恒等的 ( n - 1) 次的: c 的多项式.右端多项式中次数不同的系数都是 n 个文字系数 
的齐次线性多项式；使它们与多项式 P 的相当的数字系数相等，最后得到 n 个线性 
方程的方程组，由这些方程就可以定出文字系数.由于分解成部分分式的可能性已 
经预先建立，上述的方程组无论何时就都不可能是矛盾的- 

不但如此，因为无论怎样的一组常数项（多项式 P 的系数)，上述的方程组都有 
解，所以它的行列式一定异于 0. 换个说法，就是方程组永远是确定的.这个简单的 
说明顺便就证明了真分式分解成部分分式的唯一性.现在举一个例子来说明上面所 

讲的事实. 2 

设给定分式 二=2 ,按照普遍定理它有分解式 

2^ 2 + 2^ + 13 A Bx + C Dx + E 

( 工 -2)0 2 + 1 ) 2 二 ^-2 + P+T + (x 2 + l) 2 ' 

我们由恒等式 

2x 2 + 2x + 13 = A{x 2 + 1) 2 + {Bx + C)(x 2 + l)(x - 2) + (Dx + E)(x - 2) 


确定系数 A 、 B 、 C 、 D ， E . 使左右两端同幂次的 t 的系数相等，得到五个方程的方程组 


x 


4 


X 


3 


X 


2 



A + B = 0 ， 

—2B + C = 0, 

2^ + B - 2C + D = 2, 

-2B + C-2D + E = 



x° A-2C-2E = 13. 


由此 


最后 


A = 1 ) B = —C = —2, D = —3, E — —4. 

2x 2 + 2x + 13 _ 1 x + 2 3a: 十 4 

(x-2)(x 2 + l) 2 = x-2 — x 2 + 1 _ (x 2 + l) 2 


我们刚才建立的代数的事实对积分有理分式有直接的应用.像我们在第 273 目 
中见到过的那样，部分分式可在有限形状中被积分出来.现在我们同样可以讲到任 
何有理分式.如果我们详细考察那些函数，整多项式与真分式的积分函数可通过这 
些函数表示出来，那么就可以说出一个更确切的结果： 

任何有理函数的积分函数，可借助于有理函数，对数函数及反正切函数，在有限 
形状中表示出来. 

例如 v 回到刚才讨论的例子上并回忆273目的公式，我们有 



2x 2 + 2x + 13 

(x — 2)(x 2 + l) 2 


dx = 



2x 2 + 1 




- 2) 2 



— 4arctg x + C. 
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276. 分离积分的有理部分 有一个 奥斯特洛格拉得斯基 （ M . B . OcTporpa ^- 

CK 11 H ) 方法, 利用这个方法可将有理真分式的求积分大大地简化.这个方法使我们能 
用纯粹代数的方法来分离积分的有理部分. 

我们在 [273] 中看到，当积分类型 II 与 IV 的部分分式时，在积分中可得到有理 
项. 在第一种情形，积分函数一下子就可写出 


A 




k 


dx 


A 


k 


1 (x 


现在我们要来确定：积分 



⑺ 



Mx + N 

(x 2 +px + q) m 


dx 


m > 1 ， g 


V 


2 


4 



的有理部分有什么样的形状. 

采用我们已经熟悉的替换 x +| = Z 后，利用等式（1)， (2) 及271目中当 n = m - 1 
时的递推公式 （6). 如果回到原变4 a 就得到 



Mx + N 

(x 2 + px + q) m 



M f x + N 1 

(x 2 -f q) m ~ l 



其中 M f 、 N f 与 oc 表示常数系数.仍按这个公式，以 m - 1代替 m ， 对于最后一个积 
分我们得出（如果 m > 2的话） 



adx 

(x 2 + g) m — 1 


M n x + N n 

(x 2 +px + g) m — 2 



dx 

(x 2 + px + q) m ~ 2 


如此下去，直到右端积分中三项式 x 2 + px ^ q 的指数变成1时为止.所有分离出的 
有理项都是真分式.把它们合并在一起,得到形如 



Mx + N 

(x 2 + pa; + q) m 


dx = 



⑻ 


的结果，其中 R ( X ) 是次数低于分母的整多项式@，而 A 是常数. 

设有既约的真分式又设它的分母已分解成素因式[参看 （3)]. 于是这个分式 

的积分函数可表示成形如 （5) 与 （6) 的分式的积分的和的形状.如果 / c (或 m ) 大于 
1，则所有⑸[或⑹]中分式的积分函数，除第一项外，都按公式⑺[或⑻]变换形 
状.把所有这些结果合并起来.最后得到形如 



的公式.积分函数的有理部分#是由上面所分离出的有理部分相加而得 到的； 所 
以，首先它是一个真分式，而它的分母有分解式 


Qi(x) = (x - a) fc — 1 … （尤 2 + px + g) m — 1 • • • 


G 参看前一脚注. 
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至于留在积分记号里面的分式可由类型 I 及 III 的分式相加而得到，因而它也 

W 2 

是真分式，并且 

㈤ = {x - a ){ x 2 + px -\- q ) ■- 

显然[参看 (3 )],Q = Q1Q2 - 

公式 （9) 就叫做 奥斯特洛格拉得斯基公式. 

取微分后，可以把它表示成等价的形式: 


P 

Q 


^ Pi ； 

-Qi - 




我们看到过，如果已知多项式 Q 的分解式（3)，则多项式 Qi 与 Q 2 容易求得. 
但它们可不用这个分解式而被定出.实际上，因为导数 V 包含 Q 被分解时得出的 
所有的素因式只是指数少1，于是 Qi 是 Q 与 W 的最大公约式，因而可由这些多项 
式来定出，例如，依辗转相除法定出.如果 Qi 是已知的，则 Q 2 可由以 Qi 除 Q 的简 
单除法定出. 

现在来确定公式 （10) 中分子巧与/ V 对于这也利用待定系数法. 

用 n ， ni , ri2 分别表不多项式 Q ， Qi ， Q2 的次数，于是有 ni -\- ri2 = n \ 此时多项式 
P , Pi , P 2 的次数将不高于 n - Lm - hns - l . 令乃 与 P 2 为带文字系数的 ni -1 
与 n 2 - 1次多 项式； 所有这些系数将是 m + n 2 个，即 n 个.将 （10) 中的微分计算 
出来，则为 

PiQi-PiQ[ P2 _ P 

q! $ — 3 圓 

现在要证第一个分式永远可以化成分母是 Q ， 分子保持是整式的分式.即是 


P{Qi-PiQ[ 

Qi 


P{Q2 


Pi 


Q \ Q2 



Q1Q2 


P[Q2-PiH 




如果 i / 表示商警的话.但这个商可以表示成整多项式的形状.实际上，如果 

k ^ 1 W Qi 内含有 （X — a 产， 那么， Qi 内必含有 （: r - 而 Q2 内又有 X - a ; 这 

样的结论对于 m > 1时的因式 ( x 2 + q ) m 也可以适用.因此孖的分子能被分 

母整除，以后就可把方 了解为 （n 2 - 1 次的）整多项式. 

消去公分母 Q ， 得到两个 （n - 1次的）多项式的恒等式 


P[Q 2 - PiH + P 2 Q X = P. 


由此，像上面 一样， 为了定出 n 个文字系数，我们得到 n 个线性方程的方程组. 
因为不管对怎样的分解式 （10) 的可能性是确立的，所以上述方程组对于任 
何常数项 都是相容的. 由此，自然得出结论，它的行列式异于0,亦即是方程组一定 
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是确定的.而分解式 （10) ——在上述分母 Qi 与 Q 2 的情形下——只可能是唯一 

的①. 

例题设要求分离积分 


4 


4 x + 4 x 


3 



16 a ; 


2 



+ 8 


(x + l ) 2 ( x 2 + 1) 


2 


dx 


的有理部分.我们有 


Qi = Q2 = ($ + l)(x 


2 



1) 


X 3 + X 2 + X + 1, 


4 x 4 + 4 a : 3 + 16 x 2 + 12 x + 8 _ 

■ r\ — 

ax + kc + c 

( dx 2 + ea; + / 

(a ; 3 + x 2 + x + l ) 2 

_x 3 + x 2 x + 1_ 

+ x 3 + x 2 + a; + 1 5 


由此 


4 x 4 + 4 x 3 



16 x 2 + I 2 x + 8 = (2 ax + b )( x 3 



x 


2 


+ a : + 1) 


— [ax 


2 


bx ~h c)(3 工 2 + 2$ + 1) + i^dx^ gx + 2 ^ + $ + 1) 


2 I _ 1 r\ / 3 I _ 2 


令等式两端 rr 的同次项的系数相等，得出方程组，由它们定出未知数 a ， 6, 


* * ♦ 


，/ 


X 


5 


X 


4 


: r 


3 


x 


2 


x 


X 


0 


d 


0( 在下面的计算中不再取 d 了)， 


一 a + e 


4, 


-26 + e + / = 4, 
a _ b 一 3 c + (S + 



16, a 


-hb 




1， c 


-4, 


2 a — 2 c + e + / = 12, d 


-c + / 


0, e 




3，/ 




于是，所求积分 


4 x 4 + 4 a : 3 



2 


16$ + 12x "h 8 


(x + l ) 2 ( x 2 + 1) 


2 


dx 


x 2 - x +4 

X 3 + X 2 + X + 1 


dx 


x 


2 



x 2 — a ; + 4 
+ x 2 + x + 1 


+ 3 arctg x + C 


在这个例子中计算最后一个积分是容易一下子作出的.在其他的情形.必须再分解部分分式.虽 
然如此，这个步骤仍可以跟上面的步骤合并起来. 


277. 例题 现在再举一些积分有理函数的例子 


1)/ 


dx 


x 2 (l + x 2 ) 


2\2 ' 


在这里可用一个极简单的变换分解成部分分式: 


1 


(1 + X 2 ) — X 

x 2 (l + x 2 ) 2 X 2 (l + X 2 ) 2 


2 


1 


(1 -\-x 2 ) -X 


2 


x 2 (l 4 - x 2 ) (1 + x 2 ) 2 


1 


1 


x 2 (l 



X 2 ) 


(1 + x 2 ) 


2 


X 


2 


1 + X 2 (1 + X 2 ) 2 


①参看 274 目关于真分式分解成部分分式时类似的说明. 
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(2 x - l )(2 x + 3)(2 x -5) 


(2 x - 1)(2 t + 3)(2 x - 5) 


^ _ 2 


由此推得恒等式 


4 x 2 + 4 a ; — 11 


答案 

2 )/ 

我们有 


dx 


x 


+ \/2 


x 


2^2 


x 2 + x \/2 + 1 


dx 


x 


- V 2 


2^2 


X 


2 


X 


>/2 + 


dx 


AV 2 


In 


x 


2 


+ xy /2 + 


x 2 — x ^/2 + 1 



11 

arctg ( xv / 2 + 1) + ^^= arctg ( xV / 2 — 1) + C 


2\/2 


2\/2 


①显然常数 C 与常数 (7 相差 


2 


In 2. 



3) 

因为 


dx 


x 



x 


4 



x 


4.^2 


+ 2 x + 1) 


2 x 


2 / 2 , -i \ 2 


X 



l ) 2 — ( xV 2) 


2 V 


+ xV2 + l)(x 2 — xV2 + 1) 


于是可得出分解式为 


Ax + B 


x 



X 2 + Xy/2 + 1 



Crr+ L> 


x 


2 


x \/2 + 1 


由恒等式 


(At + — x\P^ + 1) + {Cx -f* -D) {x^ + + 1) 


得到方程组 


X 


3 


X 


2 


X 


X 


0 


A + C 



A 


y/2A + S + y/2C + D 

一 V2B + C + V2D = 



) 


0, 


B + D 




1， 


可以换一种泎法而不用使等式左右两端: r 的同次项系数相等的办法.在这恒等式中依次令 


3 2 



rc 



2 




C 



5 2 






2 





S 




5 2 


C 



g 
ct 
r 
,a 

CO 12 




2 

H 


12 



2 


4X 


- ^ 


3 2 


H 


4 


8 


H 


2 



2 


X 


2 


5 12 





3 2 






2 





5 2 




3 2 



H 


c 



B 



A 


8 




2 



2 


X 


2 




-5 


12 


D 


JB 



2 


c 


A 


此 

由 


以 

所 


① 


/ 





项 



下 

剩 

只 

都 

端 

右 

每 

为 


2 


2 


X 

2 

/_\ 


3 



2X 


In 


8 



3 8 


C 

+ 


5 12 


C 


一 —■ I I 00 




In 


3 8 





} 


1— - 44 


3 2 



A 

到 

得 

nur 

艮 

立 




In 


8 


2 


0 2 


3 2 




2 


案 

答 


In 


4 


X 
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利用反正切函数的加法公式 [50], 这个结果可表示成这样的形式 


1 

4^ 


In 


x \/2 - 1 
x 2 — x \/2 + 1 


1 

2 Vl 


arctg 


xy /2 




可是，必须指出，这个表达式只各别地在区间 (-00, -1)，（-1，1)，（1， DO ) 上适合，因为在点 X = ±1 
处它失去意义.对于这些区间，常数 （7 分别等于 


C — 


7 T 


2 y /2 


， C，C + 


TC 


2 V 2 


常数的跳跃式的改变补足了函数本身在 


X 


士 1 



断 


2 x 4 - 4 x 3 + 2 Ax 2 - 40 x + 20 

cr — 1)(x2 — 2x + 2)3 

采用分离积分的有理部分的办法.我们有 


4) 



dx . 


Q 


( x 2 — 2 x + 2)' Q2 = (x — l )( x z — 2 a ; + 2) 


2 


2 


1 


于是 


2 x 4 - 4 x 3 + 24 x 2 - AOx + 20 _ 

( ax 3 + bx 2 十 cx . + d 丫 

, e 

(x — l )( x 2 — 2 x + 2) 3 

、（工 2 — 2 x + 2) 2 / 

a ; — 1 


x 2 -2 x ^2 


并且，我们同时已经把这个表达式分成部分分式，但还需把它积分（在分离积分的有理部分之后) 

恒等式 


一 4x3 + 24x*^ — 40x -j- 20 — (^Sax^ -H 2bx + c) {x^ — 2$ + 2) {x 一 1) 
— (^clx^ bx^ -j- cx H - d) ■ 2(2ic — 2) (x — 1) 

- he ( x 2 — 2 x + 2) 3 + (fx + g)(x — l )( x 2 — 2 x + 2) 2 


导出方程组 


由此 


x 


6 


X 


5 


X 


X 


3 


X 


2 



X 


0 


e + / = 0, 

-a - 6 e - 5,、+ p = 0, 

I 

■ 

I 

— ci — 26 + 18 e + 12^ — 5 p = 2， 

8 a + 26 — 3 c — 32 e — 16 / + 12 g — —4， 

-6 a + 46 + 5 c - 4^ 4 - 36 e + 12/ - 16 分 = 24, 
—46 + — 24 e — 4/4- 12 p = —40， 

—2 c — 4 d + 8 e — 4 夕 = 20， 


a — 2, b = — 6 ， c = 




答案 


2 x ° — 6 x 2 + Sx 


9 


( x 2 — 2 x + 2) 2 


+ ln 


( rc - 1) 


2 


x 2 — 2x + 2 



X 


6 


5 


x ° + $4 + 2$° + Sx ^ + 3 x -|- 3 


3 


2 


(X 



l) 2 (x 2 + X + l ) 3 


dx 


分离积分的有理部分，我们有 


+ 2o J rctg(x — l) C* 


Qi ~ (x 1)( 工 2 + x + l ) 2 ^ Q2 = (x + 1) ( x ^ + X + 1). 
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找出分解式 


ax 4 + bx 3 + cx 2 + da + e 

fx 2 gx^rh 

.(rr 十 l)(x 2 + x 十 l) 2 _ 

(x + l)(x 2 十 a; + 1) 


由方程组 



x 7 f = 0 、 

x 6 —a + 夕 =1 ， 


x 


0 


X 


4 


X 


3 


X 


2 



cl 一 26 + 3 p h — 一1， 

5 a _ 6 ~ 3 c + 5 沒 + = 1， 

+ 36 — 3 c _ + 5 沒十 5/? / = 2, 

36 + c — Sd 一 + 3p -j~ 5/z = 3, 
2c 一 d 一 T c + 沒 + 3/i = 3 > 


X 


0 


d 一 36 十 = 3, 


a = _ 1 ， b = 0 ) c = —2， = 0, 

所以，在这里积分全部变成自身的有理 部分： 


e — — 1 ， 


f = g ~ h = 0. 


x 4 + 2x 2 + 1 

(: r 十 1)( 工 2 + + I) 2 



§3. 某些含有根式的函数的积分 


278. 形状为的积分①、例题 上面我们已经学会在有限形 

状中求有理微分式的积分.在以后积分这些或那些种类微分表达式的基本方法是寻 
求这样的替换〖二 a ; (: r ) (其中 a ; 本身能用初等函数表示出来)，这替换会把被积表达 
式化成有理函数的形状.我们把这个方法 叫做有理化被积表达式法. 

作为它的应用的第一个例子，我们考虑形如 



的积分，其中丑表示两个自变量的有理 函数， m 是自然数，而 a ，/3,7,6 是常数. 



则积分变成 



® 我们约定永远用字母只表示它自己 的变量的有理函数. 
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在这儿微分式已经是有理函数的形状，因为都是有理函数.依上节的法则算 
出这个积分，以 t = w ( a ：) 代入后 5 就变回到旧的变量了. 

更普遍的积分 


R x . 


ax + I 





V 




ax + /3 

’ V 7^ + ^ 


S 



可化为形如 （1) 的积分,其中所有的指数 … 都是有 理数； 只要把这些指数化成 


公分母 m 、 就可在积分号后得到 a ; 与根式 



ax ^ j3 


/ •v 


X 




的有理函数. 


例题 1) /— ^ + 1+ i _ , dx . 


X + I) 2 — yx 



1 


这里的分式线性函数 


ax 


p 


x 5 


，特别地，容易化成线性函数.令亡 


\fx 



l } dx 


2 tdt , 于是 


\/ x 1 + 2 


x + I ) 2 — \Jx 


dx = 2 


t 



2 


dt 


2 


2 t 



2 



In 


t 3 - 

(^- i ) 

P t + 1 


- 1 


t 2 + t + 1 


dt 


2 


2 2t + 1 
arctg —— 7 =^- 

\/3 


V 3 



C 、 


这儿剩下的事只是以 t = v ^ n 代入了. 


2 ) 



dx 


3 


{/( x ~ l)(x + l ) 2 




x + 1 dx 


3 


令 



X 4- 


x 


t 3 


，： r 



t 3 


、dx 


x — 1 x + 1 

6 t 2 dt 


于是 


( t 3 - l ) 2 . 


3 




;+ 1 dx 


3 dt 


x — 1 x + 1 


t 3 


t -1 



t + 2 


会 1 n 


2 



t +1 


( t - i ) 


2 


+ v^arctg 


t 2 + t 

2 尤 + 1 

^7 T 


dt 




C 、 


3 


此处亡 



X + 1 
X — 1 


279 .二项式微分的积分、例题 形如 


x m (a + bx n ) p dx 

的微分式叫做 二项式微分， 其中^ 6是任何常数，而指数 m , n,p 是有理数.要来弄 
清楚这些表达式可在有限形状中求积分的情况. 

一 个这样的情况是很明显的：如果 p 是整数 (正的，零或负的)，那么，所考虑的 
表达式就属于上目研究过的类型.就是，如果用 A 表示分数 m 及 n 的分母的最小 
公 倍数，我们在这里就有形如 R {^/ x)dx 的表达式，于是作替换〖==斤就可把它有 
理化了. 
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现在用 


Z 


X 


来变换给定的表达式.于是 


x … (a + bx n ) p dx = —(a + bz) p z 


m + l_l 


n 


dz , 


并为简明起见，令 


m 



n 




即有 


x .+ bx n ) p dx = 二 / (a + bz ) p z q dz 

n 


⑺ 


如果 q 是 整数，我们就重新得到已研究过的类型的表达式.实际上，如果通过^ 
来表示分数 P 的分母，那么，变换后的表达式就有况 (A </^ b ~ z ) 的 形状. 若作替换 


t 




z 


VCL + bx 


也可以一下子将表达式 R { z , </^+ Vz ) 有理化 


最后，改写 （2) 中第二个积分成这样: 


/ a + bz 


Z 


P 


z p + q dz 


容易看出，在 p + g 是整数时我们也得到研究过的情况：变换后的表达式有 


V 


R z , 



a^rbz 


Z 


的形状,用替换 


1/ 


t 



a + bz 


z 


Vax~ n + b 


可把给定积分中的被积表达式一下子有理化 


由此可见，如果 




中有 一个是整数，或者 (同样地) 




m + 1 m + 1 


n 




n 


+p 


中有一个是整数，等式 （2) 的两个积分都可按有限形状表示出来. 

这些可积性的情形，其实牛顿早已知道.可是，只在19世纪中叶切比雪夫 
( Chebeshev ) 才建立这个著名的事实：在有限形状中—^项微分没爷甚彳也可积的情形. 


考虑一些 例题. 


1 ). 



\/i + 


y/x 


dx 



x~^ l l + x^ 


3 


dx 


这里 m 






因为 


m 



-2 + 


2 . 


n 
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所以这是第二种可积的情形 • 察觉到 z/ = 3 之后，令（依一般的规则 ) 


3 


\/1 



於， 


X 


(t 3 - i)\dx = nt 2 (t 


ifdt 


于是 







\fx 


dx 




12 


(t 6 - t 3 、dt = 尝 # ⑷ 3 -7) + C 等等 ‘ 


7 


2) / 


dx 


\/l + x 4 



x°(l + x 4 )-^dx. 


这次 m 


0, n 


4，p 


v 


4 ; 令 


4 


因为 


m 



n 


+ P 


4 


4 


0, 所以是第三种可积的情形.这里 


y x 


+ 1 


\/1 + x 4 


x 


,X = 


(t 4 - 1) — i ， dx 


-t 3 (t 4 - 1 ) _ 暑成 


于是 


\/l -tx 4 
dx 

\/l -h X 4 




tx 




t(t 4 一 I)"? 


2 


dt 


4 


In 


t 4 - 
t 1 

t - 1 


4 



1 


i + 1 


t 


1 


dt 


dt 


2 


i? 



-- arctg t C 等等 


3) / 


dx 


X 


+ x 


5 



X 


l (l + x 5 )~idx. 


在此 m = -1 ， 


n 


5，p 




3 


； 是第二种情形 


m + 1 


n 


0;u 



•令 


^ 2/,3 


{/i + x 5 ,x = (t 3 - i)t^dx = - iy^dt 

5 


我们有 


dx 



tdt 


t 


x 


^1 + 


X 


5 


5 


亡 3 


1 


5 


t - 1 t 2 + t + 1 


dt 


2 


(^-1) 
io … f z +1 


In 



V3 

~v 


arctg + C 等等 


280. 递推公式 因二项式微分的积分总能[参看 （2)] 变换成如下的 形状： 

J v 、q = j {a- [- bz) p z q dz, (3) 

所以，在以后我们就限于考虑这些积分. 

我们要建立一系 列递推公式， 借助于它们，一般说来，积分 （3) 可以表示成类似 
的积分 J pW ， 其中 〆 及 V 与 p 及 g 只相差一个任意整数. 

积分恒等式 

(a + bz) p+l z q = a(a -f- bz) p z q + b(a + bz) p z q+l , 

石 [(a + bz) p+1 z q+1 ] = (p + l)b(a + bz) p z q+l + (g + l)(a + bz) p+l z Q 1 
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我们得到 



P+M 




(a + bz) pJrl z q+l = (p + l)6Jp^+i + (Q + 1) J p +i ， 


Q 


由此得到头两个公式 


(i) Jp, q 


(a + bz) pJtl z qJrl p + g + 2 


a(p+ 1) 



a(>+ 1) 



p+i ， 分 


(P 一 



(H) J P ^ q 


(a + bz) pJrl z q ^ x p + g + 


a(g 






a(g 




Jp 射 i 


(Q 7^ 



它们使我们能够把 P 或 9 增加 1( 如果它异于- 1 的话 


从这两个等式解出 J p + M ， J p ' q + 1 并分别以 p - 1及 g - 1代替 p 及 g ， 我们得到 


公式 


(HI) J P ^ q 



ap 


p + g + 1 


(IV) J P , Q 


(a 4 - bz) p z qJrl 
p + q+l 

a + bz) pJrl z q 

b(p + q+ 1) 6(p + g + 1) 




(P + Q^ 



aq 


i 





它们使我们能够把 p 或 g 减少 i ( 如果和数 p + g 异于 -1 的话). / 

如果无论 P 或 g ， 或 P + g 都不是整数（于是积分不能通过初等函数在有限 
形状中表示出来)，则递推公式可以无限制地继续应用下去.借助于它们，可以把参 
数 P 及 g 变成，例如，真分式. 

现在讲一个对我们更有趣的情形，即当积分可在有限形状中求得时的情形.在 


此可假定指数 P 或 g 是整数，因为整数 p + Q 的情形可用替换 Z 
情形 • 


U 


化成整数9的 


这时继续应用上述公式，就可把整数指数 P 或 g 化成 0( 假如它是正数的话）或 


化成 -1( 假如它是负数的话).这样，通常就或者把积分作完了，或者 


在任何情 


形下 


把积分大大地简化了. 


例题 

1) 考虑积分 ® 



X 


这里 n 


2，p 


所以当 m 是奇数时， 


X 


m 


dx(m 是整数 ). 



m 





n 


+ P 


m 



1 



2 


是整数，而当 m 是偶数时，数 



2 


，于是在所有情形下积分都可在有限形状中求得 . 用替换 ^ 


X 


@ 类似地,也可以研究积分 



\/x 2 — I 


dx } 


x 


y/x 2 


dx. 



1 
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可把原式化成 


I 


2 


( 1 -水〜丁心 =^；_ 5 ，巧 


1 


如果假定 m > 1，把公式( IV )应用到所得的积分上去.就得到 



。（ 1 一 2 ：” 之丁 ^ m 

1 = —I -!- 



2 ' — ^ 


m 


m 


1 m — 3 s 

2 


或者，回到原来给定的积分， 


H 


771 


m 


x 




x 2 + 


m 



m 


2 


把 m 的值减少2的这个公式 5 继续把 



的计算当 


m 


是奇数时化成 


H x 


xdx 


y/l — X 2 


\J\ — x 1 + C 


或者当 m 是偶数时，化成 


Ho 


dx 




VI 


arcsm x 


x 2 



C 


现设 m < — 1，于是 m = - AjU > 1. 这回应用公式 （ II ) 


J 1 m+1 


2 


(1 - z )^ z ^ 


m 



+ 


m 



2 



m 



今， 1 ， 


由此 


H 


X 


(M_1 Vl - a ： 


2 







H— 






(M — 2) 


借助于这个公式，我们有可能把 M 的值减少2,因而，有可能继续把 if 


A 


时化成 


孖一工 


dx 


X\/l — X 2 


In 


1 — Vl — x 2 


X 


+ C 


或者当 M 是偶数时，化成 


H 


dx 


\/1 — x 


2 


2 


X 2 \/l — X 2 


+ C 


X 


2) 如果对于积分 ® 


Jn +1 


dx 


(x 2 + a 2 ) n+1 


a 


2 - z)~ (n+ 1 ) z~idz 



J 


—( n + l )「 


2 


应用公式⑴ •. 



— (71+1)，_ ^ 



(a 2 + z)~ n zi 


2n- 1 


na 


2 



2n a 2 



—n 


1 

2 


那么，变回到 Jn ， 我们就得到已经知道的递推公式 [271,(6)]: 


Jn+l 


X 


2n-l 


2na 2 (x 2 + a 2 ) 


n 



2n a 2 


Jn 


©类似地，也可以研究积分 



dx 


( x 2 — a 2 ) 71 ^ -1 


的计算当#是奇数 


(n= 1 ， 2,3 ,…） 
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281. 形状为 R ( x , Vax 2 - hbx - he ) 的表达式的积分、欧拉替换 现在来考虑很 

重要的积分类型 _ 

J R ( x , \/ ax 2 - \-bx c ) dx . (4) 

当然假定二次三项式没有等根，于是它的根号不能用有理表达式来替代.我们研究三 
种替换，即所 谓欧拉替换， 利用它们，总能把此处的被积表达式有理化. 

第 I 种替换 应用在 a >0 的情形下.此时假定 

Y ax 2 + bx -\- c = t — ①. 


将这等式两端平方，(消去似 2 项后)，得到 bx + c 


t 2 


2^/ atx ) 于是 


t 2 


c 


X 




) 



ax 


2 + + c 




bt C\fcb 


+ 6 


dx 



+ 6 尤 + C\fci 

(2 y/at + b ) 2 


欧拉替换的全部妙处正是在于：为了定出 X ，就得到一个一次方程，于是 x 与根式 

\f ix 2 十 kc + c 同时可用 t 有理地表岀来. 

如果把所得的表达式代入（4)，问题就变成积分 t 的有理函数了.在结果中变回 

到 a : 时，必须令 i = V ax 2 + + c 十 \ fax . 

第 II 种替换 应用在 c > 0时.在这种情形下可令 


‘ \J ax 2 + + c =㈣ + \ T 择、 

■ 

I 

■ 

■ 

如果平方后，消去两端的 C 并约去 X ，就得到 ax-\-b = xt 2 + 2 ^/ct - 又是$的一次 

方程.由此 




ax 2 + + c 


^ct 2 



dx = 2 


— \fca 

~~( a - t 2 ) 2 ~ 


dt . 


将这些代入 （4), 显然，被积表达式就被有理化了.积分后，在结果中令 

Vax 2 + -h C - y/c 

t = - . 

X 

附注 I 上面所考虑的情形中 （a > 0及 C > 0)，用替换 X = ~可将其中的一种 
变成另一种.因而总可以避免使用第 II 种替换. Z 

最后，第 m 种替换适用于这种 情形： 如果二次三项式⑽ 2 十+ c 有（相异的) 
实根 A 与 / i . 如所周知，此时这个三项式可分解成线性因式 

r 

ax 2 + -h c = a(x — A) (x — ju). 

① 也可以令 >/ ax 2 + + c = t + y/ax, 

② 或者 Vax 2 + 十 c = xt — y/c. 
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令 



ax 2 + 6 x + c 




t(x 



平方并约去 x - A ， 在这里也得到一次方程 a(rc 



t 


2 



A ) 于是 


x 


a/z + \t 2 
t 2 — a 



ax 2 + bx + c 


a(A 


l^)t 


t 2 — a 


) 


dx 


2 a(/i 


入)亡 



2 



2 


dt 


等等. 

附注 II 在所作的假定下，根式 Wrr — A)(x —/ i )( 为明确起见，比方说，认定 
x >\) 可变成如下的形状 

因而在所考虑的情况下 



于是我们在实质上就是要处理第278目中所研究过的那类微分式了.可把第 III 种 
欧拉替换写成如下的形式 _ 

/ X- 11 

t = y a ^zrx^ 

这跟278目中已经讲过的替换是同样的. 

现在我们指出，为了要在所有可能情况下实现 （4) 中被积表达式的有理化，只用 
I 及 III 两种欧拉替换就足够了.实际上，如果三项式 ad + + c 有实根，那么，如 
我们已看到过的，就用第 III 种替换.如果没有实根，即是，6 2 - 4 a < 0,则三项式 


ax 


2 + + c 


[(2 ax + b ) 2 + (4 ac 


4 a 




在变量 z 的一切值下都与 a 有相同的符号 .a < 0的情形对我们是没有兴趣的，因为 
此时根式完全没有实值.在 a > 0的情形，就用第 I 种替换. 

由这些讨论同时得到一般的断言：类型 （4) 的积分总可在有限形状中求得，并 

且，为了表示出它们，除了可用来表示有理微分式的积分的那些函数外，只再需用二 
次根式就够了. 


282. 欧拉替换的几何解释表面上如此矫揉造作的欧拉替换，可以完全由直观 
的几何观点得出. 

考虑二次曲线 


y = ± y / ax 2 + kc + c 或 y 2 = ax 2 + + c . 


[282] §3. 某些含有根式的函数的积分 '43 - 

如果在这曲线上取任意点 (^ o ^ o ), 于是 

yl = axl 4- bx 0 + c, (5) 

那么，通过这点的割线 W - 2 /q = ♦- 吻）刚刚交曲线于一点 ($， y ). 这交点的坐标可 
用简单的计算找出.从曲线及割线的方程中 消去仏 就得到 

[y 0 + t(x - xq )] 2 = ax 2 -\-bx-\-c, 


由此，注意到（5)， 

2yot (X _ Xq) ~h {x — Xq)^ — a ( 工 2 — xg) + 6(X — Xo) 


或者，——约去 X — Xo - 


2y 0 t + t 2 (x - Xq) = a{x + x 0 ) + b. 

这样，第二个交点的横坐标工，随之纵坐标2/，都可用变动的斜率〖的有理函数表亦 
出来.这时适当地变化《，显然可使点 （ x ，2/) 描出全部曲线. 

现在,关系式 

\J ax 2 + 6x + c — yo = — x o) 

显然定出把情形 （4) 中的被积表达式有理化的那个替换 • 

设三项式 aa ; 2 T bx + c 有实根 A 及 / x ; 这就是说,我们的曲线父工轴于点 （ A ，0) 

及 0,0); 例如，取它们中的第一点作为点 ( xo ， yoh 我们得到第 III 种欧拉替换 

\] ax 2 + bx -\- c = t(x — X). 

如果 c > 0,则曲线 交?/ 轴于点（0, 士 v ^); 取其中的一个作点 ( xo . yo ) ? 我们得到 
第 II 种欧拉替换 

\Jax 1 + 6x + c 士 y/c = tx. 

最后，实质上在同样的思想程序下，只要我们取曲线的无穷远点作点（抑，训)，就 
得到第 I 种欧拉替换.即是，假定 a > 0( 在这情形下曲线是双曲线)，考查双曲线的渐 
近线 y = ± v ^, 并用平行于渐近线的直线 y = t ±^ i 与曲线相交（这两条直线是 
通过上述无穷远点的).每条这样的直线交曲线于第二点 (工， V )， 它的坐标是〖的有 

理函数.由此得到替换 

\! ax 2 + kc + c =亡 士 \fax. 
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283. 例题 我们已经知道属于所考虑的类型的两个基本积分 [269, 9) 及 12); 268 


dx 


\/$ 2 士 a 2 



In $ + \/ ： r 2 士 a 2 + C ， 


dx ■ x t 门 

- =arcsin —— h G . 
\/a 2 — x 2 a 


从它们出发，可以计算别的一些积分. 


1) 



dx 




x 


2 


+ /? 


. 在计算这个积分时我们分成两种情形^ > 0及 a < 0 


P 


如果 a > 0,那么容易把积分变成基本积分的第一种（在二= 士 a 2 时 

a 


1 


dx 


\[Ci 



X 2 + 


0 


a 


\/oc 


In 



x + \/a ; 2 + 


0 

a 



C 


还可以 a 乘对数函数的自变量，这就引进一个补充项 


1 




\ na , 因而只影响到 （7. 最后得到 


dx 


ax 2 -f p 



\/ l ^ 


In \ax + ^/a(ax 2 + /3)\ + C f (a > 0) 


⑹ 


如果 a < 0,于是 a = -| a |， 我们可把根式改写成 y /0 - | a |^ 2 的形状.为了使根式一般地 


能有实值，必须在这里假定> a 积分可变成基本积分中的第二种在 




a 


a 2 时，于是 


dx 


1 


ax 2 + (3 




arcsin 




P 


x 


+ C 


a < 0) 


⑺ 


许多别的积分可用初等方法化成积分 （6) 及 （7), 例如 
2) / +紙可用分部积分法求得 



ax 2 + 0dx = x\/ax 2 + 0 



~ J xd^J 


ax 2 + (3 


x\ ax 2 + /?— 


ax 


2 


ax 2 + /3 



dx 


(ax 2 + (5) - (3 
ax 2 + /3 


x 


\Jocx 2 + 0 - 



dx 


x 


V otx 2 + /3 - 



ax 2 + f3dx + P 


dx 


ax 2 + j3 



在右端我们重新得到了要计算的 积分; 把它移到左端并以2除全部等式，我们得到 



ax 2 + 0dx 


2 X 



P 


ocx 2 + /? + — 


dx 


ax 2 + /3 



⑻ 


要得到最后结果，只看 a > 0或 a < 0,而把最后那个积分用它的表达式 （6) 或 （7) 代人即可. 


3) ⑷/ 


dx 


x\/ax 2 + (3 



，⑼ f 


dx 


，㈤ 



dx 


(ax 2 + /?) 吾 


可用简单的替换 a ; 


、dx 


t 2 


x 2 ^/ax 2 + [3 

dt 化成已经知道的积分，我们有（为明确起见，设 rr 及 t > 0) 


( a ) 


dx 


dt 


x^/ax 2 + (5 



a + f3t 2 
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以后的计算可看0的符号依公式 （6) 或 （?） 作出 • 其次， 


⑹ 


dx 


tdt 


x 2 yjax 2 + j3 



a + pt 2 


+ 妒 + C 



ax 2 + (5 


(3x 


+ C ， 


也类似地 


(b) 


dx 


tdt 


1 


ax 2 + /?) 曼 


(a + 0t 2 )^ P 


+ C 


X 




ax 


2 


+ C 




4) 被积表达式的恒等的变换可把下面的积分化成已经计算过的积分.例如: 


x 2 dx 


( a ) 



ax 


2 


+ 0 


，⑹ 



ax 2 + p 


X 


dx ，（ B) 


X 


2 


ax 


2 +/?)i 


dx 


我们有 


x 2 dx 


( a ) 


ax 


2 




0 



ax 


2 




a 



ax 2 + (3 


dx 


1 


a 



ax 2 + j3dx — 




a 


dx 



ax 2 + P 


或者，利用公式 （8)， 


x 2 dx 


1 


yj ax 2 + (5 


2a 


x 



ax 2 0 — 


P 


dx 


2a 


ax 2 -h 0 



以下略[参看 1) 


然后 


⑹ 



ax 2 + (3 


x 


ax 2 + /3 
x\/ax 2 + (3 


dx 


dx 


xdx 


a 


ax 2 + (3 





dx 


X\/ ax 2 + (3 



积分中的第一个一下子就可得到，第二个在 3) 中已经计算过 • 最后， 


㈤ 


X 


2 


(ax 2 + /?)• 


dx 


dx 


a 


ax 2 + (3 



P 


a 


dx 


ax 


2 


+ 如 


:参看 1) 及 3)]. 


5) 如果在根式中的是完全二次 三项式 arc 2 + k + c ， 用线性替换把它化 成二项 式常是有利的 • 


分出完全平方 


2 


ax - \- bx + c = —- [( 2 ax + b ) 2 + 4 ac ― 6 2 ], 

4 a 


令艺 




2 ax + b . 用这样方法，例如，从公式⑹及⑺，当 a > 0时就得到 


dx 


\j ax 2 + 6 x + c 


^/a 


In 1 2 ( 2 $ + 6 + d^dx^ + bx + cj + C 


y/a 


In 


ax + - + \/ a ( ax 2 - \-bx -\- c ) 


+ a 


( 6 *) 


而当 a < 0 时 


dx 


yjax 1 + bx -\- c 


1 arcsin + C 


\/W 


^ b 2 — 4 ac 


(r) 


6) 现在转到欧拉替换.在 269,12) 中事实上我们已经把第 I 种替换应用到计算积分 


dx 


\/x 2 =t a 2 
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匕，虽然第二个基本积分 


J VCL 2 — X 2 

对我们来说从粗浅的讨论就是已知的，但作为一个练习，我们还是把欧拉替换应用到这个积分上 
去. 

( a ) 如果先利用第 III 种替换 Va 2 - x 2 = - z )， 则 



因而 



= 2 arctg t + C = 2 arctg 



a x 

a ~ x 



因为恒等式 


2 arctg 



x 


a 


x 


.X 7T 

arcsin —— h — 

a 2 


(—a < x < a ) 


成立，所以这个结果只是 形式和 我们已经知道的结果不同. 

读者在以后应当注意 :由于积分时所用的计算方法不同 ，就 可能得到不同形式的积分函数. 
(6) 如果应用第 II 种替换 sjo ? - = xt-a 到同一积分上去，则类似地可得 




= — 2 arctg t + C — — 2 arctg 


a + ya 2 — x 1 

x 


+ a 


这里我们碰到另一个有趣的情况这个结果只是 各别地 对区间 （_ a ，0) 及 （0， a ) 适用，因为在点 
: E = 0处，表达式 


—2 arctg 


a + \/a 2 

x 





2 


失去意义.这个表达式当 X -^- ORx -^+ O 时的极限是不 同的： 它们分别等于 7 T 及 -7 T ， 如果 
对于上述两区间选 择不同 的常数 C 的值，使得它们中的第二个比第一个大 2 tt ， 而在 a : = 0时取 
其左右极限的公共值作为这个函数的值.就可以作出在整个区间 (~ a , a ) 上的连续函数. 

然而这次我们得到的不过是在另一种形式的旧的结果，因为恒等式 


—2 arctg 


a + va 2 — x 2 

x 


x 

arcsin - 7 r ， 

a 

arcsin —— h tt ， 

a 


对于 0 < a ; < a ; 
对于 一 a < x < 0 


成立 • 


7) 



dx 


x + Vx 2 — 2 + 1 


( a ) 首先应用第 I 种替换 Vx 2 —$ + 1 = t — 


t 


2 


2 


X 


2 t-V 


dx 


2 


1 


{It - l ) 2 


dt 、 


dx 


2 t 


2 


2t+ 2 


X + ^/x 2 — X + 1 


t (2 t - l ) 2 


dt 


2 

t 


3 



2 t-l 



(2t - l) 2 


dt 


3 


2 2 t 



21 n | t | - ^ ln |2 t - 1 


+ c 


( ^ ) 比较 277 目例题 3). 
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如果在这里以 t 




X + \/x 2 — X + 1 代入，最后就得到 


dx 


X + Vx 2 — X + 1 


3 1 

2 2x + 2\/x 2 — rr + 1 — 1 


2 


In \2x + 2\/x 2 — x + \ — 1 


+2 In \x + 


x 


— + 1 + C • 


(6) 现在应用第 II 种替换 Va; 2 —x + l 




tx — 


x 


/ 


2t — 1 
t 2 - 1 

dx 


,dx 


x + ^/x 2 — x + 1 


— t + 1 

(t2 _ 1)2 冶，、 

f -2t 2 + 2t - 2 
• - l)(t + 1) 


x 2 - 0； + l:^^，X + 

V — 1 


x 2 — x + l 


dt 



2t-l 


2 t+ 1 


3 


(t + 1) 2 


dt 





t + 


+ 2 In t — — In \t — 1 


3 


In |t + 1| + C 1 . 


这儿以 t 


x 


- x + 1 + 1 


X 


代入； 在显然的简化后，得到 


dx 

x + x/x 2 - x + 1 


3x 


工 2 — $ + 1 + $ + 1 


+ 2 In 


rc 2 — a; + 1 + 1 


--Inl^-x + l-x + ll-Mn 


X 


一 i + l + i + l "4* C 


这个表达式虽然在 形式上 与先前所得的不同，但在 c = (T + I 时可把它们看作是相同的. 


8 ) 



0 


X- + a 


dx 


U 2 __ ^2 


— x 


a ) 因为在根号内表达式的根是实数，所以可应用第 m 种替换 


a 2 — x 2 




t(a - x ); 这里 


—a <x<aRt>0 ‘ 我们有 


x 


a 


t 2 



, dx 


4atdt 


(t 2 + l) 2 . 


a 2 — x 2 


2at 


t 2 



，怎 



a 


2a 2 (t 4 + 1) 


(f 



1) 


并且 


dx 


2 ! f^T~~Z2 


a" — x 


(x 2 + a 2 ) 


2a 2 


2r + 2 

t 4 + 1 


dt 


2a 2 


+ + 1 



t 2 - tV2 + l 


dt 


a 2 y/2 


arctg(t\/2 + 1) + arctg(t\/2 — 1)] + 


为要得到最后结果，在此还须代入 


a x 


a 


x 


利用反正切函数的和的公式以及明显的关系式 


arctg - = — arctg a =b ^ (当 a $0 时), 

a 2 


可给所得结果以更简单的形式 


^7! arcts 7 ^P + Cl (这儿 C 


C + 


丌 


2 a 2 V 2 
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(6) 如果应用第 II 种替换 x / a 2 - x 2 = tx - a 到同一积分上去，就得到 


dx 


( x 2 + a 2 ) Va ^ 


x 


a?y/2 


arctg ( v / 2 + l)t + arctg (\/2 — l ) t ] + C \ 


在此 



vo? 


X 


这个结果 各别地 对区间 （-10) 及 (0, a ) 适合； 容易了解，当 



变到 



时改变常数 C 的值，就可使它在整个区间 (~ a , a ) 上是适合的.最后，如果依反正切函数的和的 
公式把它变形，它就与上述结果相同. 


9) / 


dx 


( x 2 



°° 2 + M 


用第 i 种替换: 


t- 



我们有 


dx 


2 tdt 




( x 2 + A ) a / x 2 + /x 


0 + 2(2 入 一 


2 


du 


vP 1 2(2 A — jjj 


这样一来，问题就化成计算初等积 分了； 在结果中必须以替换 



t 


(x + \/ x 2 fx ) 


2 


代入. 


284. 其他的计算方法 欧拉替换虽然原则上在所有情况下解决了在有限形状 
中计算类型 （4) 的积分的问题，但有时——在应用它们时——甚至简单的微分式 
也引起繁复的计算.由于所讨论的这种类型的积分的重要性，我们要指出它们的另 
一 些计算方法. 

为简明起见，令 

Y — ax 2 + 6 a : + c 及 y — VY . 

凡有理函数 R ( x ， y ) 都可以表示成 xRy 的两个整多项式的商.如果处处都以 F 代 
替?/ 2 ,我们便把 R { x , y ) 化成 


P 1 ( x )^ P 2 ( x)y 

K ^ V) ~ P ,{ x ) ^ PMV 

的形状，其中 Pi ( x ) 是整多项式.以表达式 Ps ( x ) - P A ( x)y 乘这公式的分子及分母 
(并重新以 F 代替? / 2 )后，我们得到尺的新形式 

R ( x 、 y ) 二 Ri ( x ) 4- R2 { x ) y . 

1 

右端第一项的积分我们已经会表示成有限 形状; 所以，我们只需研究第二项，以 y 乘 
并除这 一项， 最后得到这样的表达式 

y v ax 2 -\-bx c 


我们就要研究它的积分 
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首先从有理函数 R ^( x ) 中分离出整式部分 P ( x ), 而把真分式部分分解成部分分 
式 [274]. 在这样的情形下，所得表达式的积分被化成为计算下列三种类型的积分： 





ax 1 


dx 


II 



V 

Adx 



IIL 



a ) k \/ ax 2 + bx + 

Mx + N 


( x 2 + px 




m 



dx 


-\- bx -\- 


这儿所有的系数都是实数，而三项式 x 2 ^px + q 的根是虚根.我们分别来讨论它们 
中的每一个. 


.令（对于 m = 0,1，2, 


» ■ 


Kn 


X 


m 


\! ax 2 bx + c 


dx 


x 


m 


VY 


dx 


容易建立这种积分的递推公式.为了这一目的，认定取导数 



m — 




(m 


l)x 


-2 


Vy 


x 


m— 


ly / 



2(m 


l)x 


-2 


ax 


2 


2 VY 

+ bx -\- c ) -\- x rn ^ l {2 ax + b ) 


2VY 


x 


m 


ma 


Vy 



m 



n 

2 J 


x 


m — l 


Vv 



(m 


l)c 


x 


771 — 2 


VY 


并积分所得恒等式 


x ra ~ 1 \/Y = maVm 



m 



bV m -i -h (m — l)cV m -2' 


在此取我们得到 



然后令 m = 2( 并利用 R 的表达式)，得到 

V 2 = ^ (2 ax - 3 b)VY -h ~^(3 b 2 - 4 ac ) V 0 . 

4 a 2 Sa z 

再这样进行下去，我们得到普遍公式 

Vtti = Pm — 1 入 m ^ b ， 

其中 Pm-l(x) 是 （m - 1) 次多项式，而 A m =常数 • 这样一来，整 个积分 Kn 就化成 

% 了. 

如果在积分 I 中多项式 P ㈤ 是 n 次的，这积分就是积分 I Vi , …， K 的线性 
组合; 也就是说，依上述公式，可写成 
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的形状，其中 Q ( x ) 是一个 （n - 1) 次的多项式，而 A =常数. 

通常用待定系数法来确定多项式 Q ( x ) 及常数 A . 微分 （9) 并以 x / F 乘所得到 
的等式，我们得到 

P { x ) — Q / ( x )( ax 2 + kc + c ) + ]- Q ( x )(2 ax 十 6) 十 A . 

JU 

如果在此处以文字系数的 （n - 1) 次多项式代替 Q { x ), 在等式两端就都是 n 次多项 
式.使它们的系数相等，得到 n + 1个线性方程的方程组，多项式 QOr ) 的 n 个系数 
及常数 A 就可由这些方程确定出来①. 

附注用公式 （9) 能从积分 


r 争 

中分离出代数部分. 类似的分离法对于一般形状的积分 



也可以被作出，这儿丑是任意有理函数的记号.我们不再讨论这积分了. 


II . 积分 


dx 




k 




可用替换 x 


a 


-化成刚才讨论过的类型.实际上，我们有 


dx 


dt 

¥ 


aa 2 + 6 a + c ) t 2 -h (2 aa + 6) 亡 + a 


2 


,ax 


2 



bx + c 


t 2 




于是（为明确起见认定: T > %于是 t > 0) 


dx 


t k ^ l dt 



a ) k \/ ax 2 + fcc + c 


\J{ciOc^ hot C) 艺 2 + {^IdOc + b)t + CL 


如果 aa 2 + 6 a + c = 0,即 a 是三项式 F 的根，问题就更被简化了，我们得到第278 
目中研究过的积分类型. 

III . ( a ) 现在我们来讲最后的积分.我们先考虑一个特殊情形：三项式 + 

与三项式 x 2 +px + q 只相差一个因子 a . 此时所求积分有下面的形状 


Mx + N 


ax 


2 



bx + c 


2 m+l 


dx . 


® 从所证明的事实中可明白看出，这个方程组对常数项的任何值都是相容的，而在这样的情况 
下，它的行列式一定异于 0, 因而方程组总是确定的.由此顺带着建立了 （9) 的表示法的唯一性 （参 
看 28 页与 31〜32 页). 
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容易把这积分表示成两个积分的和: 


M 

2 a 


2 ax + b 


( ax 2 + 6 a ; 十 c ) 


2m+l 


dx+[N 


2 


Mb 

2 a 


dx 


ax 2 +bx -\- c^^ +l 


_ 中第一个积分可用替换 t 
、 为了计算积分 


ax 


2 



6 x + c 立即求出. 


dx 


dx 


2m+l 


ax 2 -\- bx + c )^ 


w ^ 2m + l ) 

Y 


作所谓阿贝尔 ( N . H . Abel ) 替换 



㈣ 


y 7 


ax+ 2 


2^JY 


\ Jax 2 -\-bx + c 


最为方便. 


将等式两端平方并以 4 Y 去乘，得到等式 


At 2 Y 




2 


4 a 2 x 2 + 4 abx + b 2 ， 


以 4 a 乘等式 


r 


ax 


2 



bx -h C 


后，于其中减去上式，结果得到 


4 (a 


t 2 )Y 


4 ac 


b \ 


由此 


现在微分等式 


我们得到 


于是 


从 （11) 及 （10) 


V 


m 


4 ac 


b 2 


m 


l 


4 




m 



tyY = ax + 


^/Y dt + t 2 dx = adx 


dx 


dt 


^JY 


a 


t 2 


( 10 ) 


( 11 ) 


dx 


4 


m 




4 ac 


b 2 



2\m — l 


dt 、 


因而，最后得到 


dx 


4 




4 ac 


b 2 J 


[a — fr 一 1 dt 


( 12 ) 
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这样，整个问题就变成计算多项式的积分了. 

特别地，例如，当 m = 1时，就有 

/ dx 2 2 ax + b 

( ax 2 bx c)i 4 ac — 6 2 V clx 1 -\-bx -\- c 

(6) 在一般情形中，为了更对称起见，令 


ax 2 + + c = a ( x 2 + p f x + (/)， 


并且现在我们可以假定，括弧中的三项式不恒等于 x 2 +px + q . 摆在我们面前的问 
题就是：这样变换变量1，使得在 两个三项式中同时消 去了一次项. 

先设 P /圹此时借助于分式线性替换 " 




jit + V 



(13) 


在适当选取系数 m 与^之后，就可以达到我们的目的.我们有 


X 


2 


- \-px + q = 


(^ 2 + PM + Q)^ 2 + + p(M + ") + 2q]t + {y 1 + pu + q) 

^ T 2 ^ 


并且对于第二个三项式也是类似的.未知系数由条件 


2fiiy + v{ii + p) + = 0, 2fiu + + p) + 2/ = 0 


或 


…二 ~2 q -^ 

V — V 


— p W 

’ —v — v ’ 


定出.由此可见， M 与〃是二次方程 

(p — p f ) z 2 +2 (g - q f )z + ( p f q - pq ； ) = 0 

的根.为要使这些根是相异实数①，(必要且）充分的条件是 

(q - <if -(p- pH pq') > o ； 


我们将证明它是满足的. 

改写上述条件为等价形式 


[% + g ’) - pp f } 2 > (4 ：g - p 2 )(4 g ’ — p ’ 2 ). 
® 当 M " 时替换失去意义，因为它变成工 =/X 了. 
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已知 Aq - p 2 > 0( 因三项式 x 2 + g 有虚根)，假如同时 4 q f ~ p ,2 < 0 的话，于是 

不等式 （14*) 显然被满足.现在只需研究 Aq f - p ,2 >0 的情形.这时 g > 0 ，〆 > 0并 
且> PP \ 于是我们依次有① 

[2(<7 + Q f ) - ppT > ^Vgg 7 - ppT 

= (4 g — P 2 )(iq - P /2 ) + ~ P Vq ) 2 

>(4 g — p 2 )(4 g ’ - p ，2 ). 

这里两次不等号跟等号联在一起，但等号不可能同时发生在两种情 形中： 如果 g 一 6 
则等号在第一种情形中一定 没有; 而在 g ^时，在第二种情形中等号一定没有.所 

以，不等式 (14*) 与 （14) 就被证明了. 

作替换后，我们把所求的积分变换成下面的形状 

f P ( t)dt 

J ( t 2 + X ) m y / at 2 +/3, 

这儿 P ⑴是 2 m - 1次多项式（并且 A > 0)，再将（当 m > 1时）真分式 

m 

( t 2 + A) m 


分解成部分分式，我们得到形如 



At^B 




\) k \Jat 2 + (3 


dt 


(/c = 1 ， 2,… ， m) 


的积分的和. 

在 p = 7/的例外情形，消去一次项的步骤可更简单地达到——作替换 X = t—l 
我们就直接得到刚才所述那种形状的积分. 

所得的积分，自然，被分解成两个： 


A ^ atdt r [ 也 

a J (t 2 + X^yjat 2 + (3 J (t 2 + A) m \/at 2 + (3 

其中第一个容易用替换〃 = 求得.把我们已经熟悉的阿贝尔替换 


U 


at 



应用到第二个积分上去.由 (11), 即有 

dt _ du 

at 2 + (3 ca — u 2 

①因为 
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此外，容易算出 


r 


2 


+ A 



H~ \ol 


2 


a(a 


u 2 ) 


因此 


dt 





m 


\/ at 2 -\- P 


a 


m 


a 


u 


2\m — l 



a\)u 


2 



Aa 2 


du ) 


于是所求积分就变成有理函数的积分了. 


附注在本目中我们除了指出计算类型 （4) 的积分的许多新方法外，上面的全 
部讨论还给岀在第 2 S 1 目末尾所表述的断言以不依赖于从前的讨论的证明. 


285. 例题 


3 


1 ) 

令 



x ~ x -\- I 

\4r 2 + + 2 


dx 


3 


x — X + 1 

\/x 2 + 2x + 2 


dx 


( ax 2 J rbx + c )\/ x 2 + 2 x + 2 + d 


dx 


vx 2 + 2 x + 2 


由此 


t 3 — t + 1 = (2 ax + b )( x 2 + 2 x + 2) + ( ax 2 bx c)(x 1) d 


方程组 


3 a 


1， 5 a + 26 = 0, 4 a + 36 + c =— 1， 2 b c -\- d 




引出值 a 



^=--^0=1^= 这样，如果考虑到 283 目例 5)， 最后就得到 


6 


3 


X — X + 1 
\/ x 2 + 2 x + 2 


dx 


(2x 2 - 5x + 1) ^x 2 + 2x +2 + 导 ln(rr + 1 + \/x 2 + 2x +2) + C 


6 


2 


2 ) 



dx 


(x — l ) s y / x 2 — 2 x — 1 


替换 a ; 


(比方说，如果 x > 1 及 t > 0 的话）把积分化成下面的形状 


2 


dt 


VI - 2 t 2 


这个积分容易用初等方法求出丨参看 283,4)] 

答案 




arcsm 


in tV 2 + C 


4 (x — 1) 


2 



x 2 ~ 2 x — 1 — 


1 


4 a /2 


arcsm 


V2 


+ C 


x 


3) / 


dx 


(2 x 2 ~ x -\-2)^ 


阿贝尔替换 


4 x — 1 


2^2x 2 - x + 2 
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能把积分变换成下面的形式: 


64 


3375 


(2-t 


2x2 


dt 


在此可以重作284目 111( a ) 的对特殊情形的一般计算,或者利用现成的公式（ I 2 ) 

答案 


64 


3375 



2 


4rr 一 1 


(4x 


1) 


3 


(2x 2 — x + 2) 


6 (2x 2 -x + 2)i 



(4x — 1) 


5 


160 



(2.x 2 — x 2)^ y 



C 


4) 



x + 3)dx 


(x 2 — x 1) vx 2 + a; + 


分式线性替换 


x 


yut v 
t + 


给出 


(fj 2 ± + l)t 


2 


x ± a: + 1 


2 



2/iz^ ± (/i, + y) + 2]t + {v 2 ± 2/ + 1) 


(艺 + 1) 


2 


要求满足 


2jnu 士 （/i + r) + 2 = 0 


或满足 M p = 0, /iy = —1 的鮮及 V ，例如， M 




1，^ 


-1，我们有 


t 


x 


i + 1 


、 dx 


2dt 


(t + i) 


2 5 


X 



3 


4t + 2 fX ^_ x + 1 


2 



3 



(f + 1) 


2 


并且 


Y rc 2 + a: + 1 = 


VSt 2 + 1 


t 



如果 


为明确起见 


认定 i 十1 > 0( 即 a ; < 1) 的话，这样一来， 


(x + d)dx 


(St + 4)dt 


X 


2 — X + l)\/x 2 + X + 1 


(亡 


2 



3)V3F+1 


所得积分可分成两个积分 


8 


t dt 


(t 


2 



3)V3t 


2 


+ 4 


dt 



(t 2 + 3)V3^ 


2 



第一个积分容易用替换 
换 


U 


=^\/3 t 2 + 1 


算岀来，并且等于 ^arctg 



3t 


2 



8 


+ (^.把阿贝尔替 


3t 


u 


V 3 i 


2 



应用到第二个积分上，把它化成下面的形状 


12 


du 


27 - Su 2 




In 


3\/3 2\/2^ 


3%/3 


2\/2 


u 


+ C 


// 




剩下的事只是变回变量$ 了. 


5) 



( x 


2 



l)Vx 2 + X + 1 — X 


3 



\ fx ^ 



X + 1 X 


dx 
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提示把被积函数表示成下面的形状 


2 x 4 + x 3 + 2 x 2 -)f 1 


x 


2 x ° + 2 x ^ + 3 x 3 — 1 



反午 l )\/ x 2 + x + 1 


(2 x 


3 


X 


2 



3 x — 3) 


4 


2 x 4 + 3 x z — 3 x + 3 


2 



4 


x 



Vx 2 + a ; + 1 



(x + l )\/ x 2 + a ; + 1 


再把 284 目中 I 的方法应用到第三项，而把替换3； + 1 -- 应用到最后一项. 


§4. 含有三角函数与指数函数的表达式的积分 


X f 

tg 2 ( 


286. 关于 R ( sinx , cosx)dx 的积分这种形状的微分式总可以用替换 
-^ < ^ < 7 T ) 把它有理化.实际上， 


2 tg 


smx 


x 

2 


2 t 


tg 


2 


X 


1 + tg 


2 


X 

2 



t 2 . 


cosx 



t 


2 



tg 


2 


X 

2 


l + t 2) 


x 


2 arctgt , dx 


2 dt 


1+f 


于是 


R ( sinx ^ cosx)dx 


R 


2 t 


1 


t 


2 


2 dt 


1 + t 2 ’ 1 + t 2 


1 + 亡 2 


由此可见 ，类型 


R ^ inx ^ cosx)dx 


⑴ 


的积分总可在有限形状中求得；对于它的表达，除在积分有理微分式时所遇到的那 
些函数外，只再需要三角函数就 够了. 

对类型⑴的积分说来是万能的上述替换，有时会引出复杂的计算.下面指出一 
些可借助于更简单的替换而能达到目的的情形.我们先作出下面的来自代数学范围 
中的初等说明. 

如果有理整式或分式函数 R ( u ， v ) 在变更它的一个自变量，例如^的符号时，它 
的值不改变，即是，如果 

R (— u ^ v ) = R [ u , v \ 

则这个有理函数可以化成只包含有^的 偶次幂 的形状 


R ( u ^ v ) 


Ri(u' 


V). 


相反地，如果在变更^的符号时函数 R ( u , v ) 也改变符号，即是，如果 


R ( — u , v ) = — H ( u ) v ) ， 


则这个函数可以化成下面的形状 


R ( u,v 


R 2 ( u 2 


) 


V)U\ 
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这可立即由上述的说明推出，如果把它应用到函数上去的话. 

I . 现在设当^改变符号时 R ( u , v ) 变更 符号； 此时 


R ( sinx ) cos x)dx 


R ()( sm 2 x } cos x ) sin xdx 


— Ro(l — cos 2 x , cosx ) dcosx ) 


用替换亡 


cosx 就可以达成有理化. 


IL 类似地，如果当 r 改变符号时 R ( u ， v ) 变更符号 5 则 


^ sinx , cosx)dx 

于是在这里作替换 t 


Rq (sin ， cos 2 x ) cos xdx 

sin 2 : 就是合适的. 


RQ(sinx y 1 


sin 2 x ) dsmx y 


III . 最后，假定当 u 与 V 的符号同时改变时，函数 R ( u y v ) 不变更自己的值 


R(^ — u, — v 


R ( u ， v ). 


在这情形下，以 


U 


V 


V 代替〃，即有 


R ( u ) v 


r(-v,v 

\v 


R 


u 


V 




依函数只的性质，如果改变 U 与 V 的符号 


比值彳在此并不改变), 


R 


U 


V 


广 V 


R 


U 


V 


川， 


这时，像我们知道的， 


R 


U 


V 




R { 


u 


V 


V 


所以 


R ( sinx ) cosx ) 


RKtgx , cos 2 x ) 


tgx ， 


1 + tg 2 x 


这简直就是 


R ( sinx ^ cosx 


R(tgx). 


这里作替换 


tgx (~5< x <$) 就达到了目的，因为 


H ( sinx } cosx)dx 


m 


dt 



t 2 


等等 


附注必须说明，任何样的有理表达式 R ( u，v 


总可以被表示成上面研究过的 


特别类型的 


种表达式的和的形状.例如，可令 


R ( u,v 


R { u , v ) 


R (— u、v 




R (~ u } v ) — R (— u ) ~v 


2 



Ri — u ^ — v ) + R ( u，v 


2 


这些表达式中的第一个在改变 u 的符号时变更符号，第 




的符号时变更 


符号，而第三个在与同时改变符号时保持原来的值不变.把表达式 i ^( sinx,cosx 


分成适当的几项后，就可以把替换 t 


cos ^ 应用到它们中的第一种表达式上去，替 


换 t 


sinx 应用到第二种上去，最后，替换 t 


tgx 应用到第 


种上去.由此可见， 


对于计算类型 （1) 的积分，这三种替换已经足够了. 
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287. 关于表达式 sin 17 x - cos M x 的积分 我们认定 z/ 及 p 是有理数，而变量 x 
在区间 （0,1)上变化.此时替换 2 ： = sin 2 a:，Gb = 2 sina x coszcb 给出 


sin ^ x cos M xdx 



sin 


U—l 



— sin 




2 sin x cos xdx 



于是问题变成二 项式的 积分了 [279]： 




⑵ 


回忆二项式可积性的情形，我们现在看到:1)如果^ (或是整数，亦即，如 

■ 

果 M (或 〃） 是奇数，或是 2) 如果^是整数，亦即，如 M ^是偶数，则使我们感 
到兴趣的积分可在有限形状中求得. 

特别地，两个指数 M 及〃都是整数时也属于这里的情形；然而，此时表达式 
sin ^ x cos M x 对于 sin o : 与 cos ； r 是有理的，即是属于上目中已经研究过的那种表达式 

一 类了. 

在这种情形，如果指数〃(或 M ) 是奇数，则用替换《= cosa : (或 t = smx ) 立即可 
以得到有理化.如果两个指数〃与 M 都是偶数（如果它们都是奇数，也是一样的)， 
则对于同一目的可以应用替换 t 二 tgx 或 t 二 ctgx . 

我们指出，如果指数〃及 M 都是正偶数，那么最好是根据公式 


smx cos x 


sin 2 x 
2 


) 


sin 2 x 


1 


cos 2 x 


2 


cos 2 X 


1 4 - cos 2 x 



选用其他方法.即是，如果^ 


2 n , 


2 m , 则当 p p 时写 


sin 2n x cos 2m x = (sin a ; cos rc)- … sin 


2mm) 


X 


sin 2 x 

2 


2m 


(\ 


cos 2 x \ 


—m 


V 



) 


而当 U < II 


sin 2n x cos 2m x 


sin :r cos :r ) 2n cos 2 ( m_n ) 


x 


sin 2 x 

2 


2n 


1 + cos 2 x 

2 


m—n 


在展开的形状下可得到形如 

C 2 xcos M 2 x 

的诸项的和，其中 + + 指数 z /, 〆 中至少有一个是奇数的那些 

项，容易依上面指出的方法积分出来.我们对其余各项作同样的分解，变成 sin 4 x 与 
cost ， 如此下去.因为在每次分解时指数的和至少减少一半，于是演算步骤可迅速 
地完成. 
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回到上面所建立的关系式 （2). 我们现在可以利用 
[280], 来建立所考虑类型积分的递推公式.在此令 a = 


5 


项式的积分的递推公式 


V 


2 


用这样的方法可得到下面的公式（当然，它们可以独立地被推出 来): 


⑴ 


( II ) 


(in) 


( IV ) 


sin " re cos M xdx 


sin ^ x cos M xdx 


sin ^ x cos M xdx 


sin "" 1 " 1 a ; cos M+1 x 



A + 1 

^ + /i + 2 / . 

I m y 


sin " +1 xcos M+1 x 


sin 1 " x cos M+2 xdx 




1) 


5 



p + 1 

^ H - /i H - 2 


iy-hl 


sin ^ 2 x cos M xdx [y + 


1)， 


sin 17 " 1 " 1 xcos M_1 x 


v \i 


v \i 


sin ^ x cos〆 - 2 xdx (V + p — 0)， 


sin ^ x cos M xdx 


sm 


v ~ l xcos M+1 x 




v 


H - 


sm 


u — 2 


x cos M xdx 


z / + p _ 0). 


这些公式普遍地使我们能把指数〃及/ X 增加或减少 2( 除去所指出的例外以外).如 
果两个指数〃及 m 都是整数，则继续应用递推公式，可以把问题化成下列九个初等 


积分中之一（对应于 v 及 &的值等于 


1，0或1的不同的组合): 


1) /dx 


工， 


2) / cos xdx 


smx ^ 


3) 



dx 


cosx 




, (X 7T 

In tg (- + i 


5) 



sin a cos xdx 


sin 2 x 



7) 



dx 


smx 


In 


x 


tg 2 


5 


9) 



dx 


smx cosx 


In \ tgx 


， 4) 



sin xdx 


cosx , 


6 ) 



smx 




cosx 


dx 


In I cos 


8) 



COS 


smx 


dx 


In sinx , 


288. 例题 


1) 



sin 2 re cos 3 xdx . 被积表达式在以- cos o ; 代替 cos a : 时改变符号.作替换 


smx 


• 2 3 

sin x cos xdx 


t 2 (l 


t 2 )dt 


3 


--+C 


sin 3 x 

3 


sin 5 x 


+ C 


•60 • 


第八章原函数（不定积分) 


[288] 


2) 



sin 5 x 
cos 4 x 


dx ‘ 被积表达式在以- sinx 代替 sin a ; 时改变符号.作替换 t = cosx 


sin 5 x 
cos 4 x 


dx = — 


2 t 


2 



t 4 


dt 


n 

—f - 1 —— 

t 3 t 3 


+ C 


2 


— cos a : — 


cosx 



3 cos 3 x 


+ C 


3)/- 


dx 


sin 4 x cos 2 x 


• 被积表达式在以 - sina ; 代替 sinXy 并以 - cosx 代替 cos 2 ： 时不改变自 


己的值.作替换 


tgx : 


dx 


(1 + t 2 ) 2 


sin 4 x cos 2 x 


t 4 


dt 


t - 

t 


3 t 3 


+ C 


3 


tgx — 2 ctgx — -ctg 2 ； 十 C. 


4) 



sin 2 x cos 4 xdx . 这里作与上题同样的替换是合适的，但利用倍角公式更为简单 


sin 2 x cos 4 x 


- sin 2 2 x(cos 2工 + 1) =去 sin 2 2 x cos 2 x + -^-(1 — cos 4 x ) 

o 8 16 


于是 


2 4 丄 3 _ _ 

sin x cos xdx = — sin 2 x + ^—x — ^ sin 4 x + C . 

48 16 64 


5 ) / 二 


dx 


sin x sin 2 x 


2 


单: 


dx 


sin 2 x cosx 


6)/ 


dx 


cos 5 x 


. 作替换 



dx 


sin 2 xcosx 



t 


sinrr 是合适的，但使用递推公式 II 更为简 


dx 




cos X 


2sin^ + 2 ln 


X 7T 

[ - + ~ 

& 1 2 4 



C 


sinx 是合适的，但两次便用递推公式 I 更为简单: 


dx 


cos 5 x 


sin a ; 3 

- h - 

4 cos 4 x 4 


dx 


cos 3 x ^ 


其次 


于是 


dx 


cos 3 x 


smx 

2 cos 2 x + 2 


dx 


cos x 


sinx - . 

+ 2 ln 


1 I X 丌 

tgl 2 + 4 


十 G ， 


dx 


sm a : 


cos 5 x 


4 cos 4 x 



3 sin x 
8 cos 2 x 



3 】 

8 ln 


X 7T 

tg 1 2 + 4 


+ C 


Vf ~： 


cos 4 X 


sin 3 x 


dx . 替换 


cosx 是合用的，但利用递推公式 II 与 III 更为 简单: 


cos 4 X 
sin 3 x 

cos 4 x 


sm x 


dx 


cos 5 x 
sin 2 x 



2 


cos 4 X 


smx 


dx 、 


dx 


: cos 3 x + 



cos 2 a ;, 丄 3 f 

—- dx = - cos rr 十 cos x + In 

smx 



tg 2 



C 


于是（在作简化的变换后) 


cos 4 X 
sin 3 x 


dx —— 


cos x 
sin 2 x 



— cos x — - In 

2 


x 


tg 2 



C 
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8) f ——— 

J sin x cos 2 x 



dx 

sin x (2 cos 2 x — 1) 


. 作替换 


COS X 


dx 

sin x (2 cos 2 2 ^ — 1) 


dt 




如 n ^ 十 

y /2 1 — t \/2 2 1 + t 



C 


75 


In 


x /5 


x /2 


COST 


+ ln 


x 


cosx 


tg 2 


+ C . 


9) J Sm XCQSa， dx . 因为在改变 sinz 与 cosx 的符号时被积表达式不被改变，所以替换 

J smx + cos x 

tgx 是合用 


sm x cos x 
sin x + cos x 


dx 


t 2 dt 


(i+t)(i + p) 


2 


i^-i l t - l 
4 t 2 + 1 + 2 ( t 2 + l ) 2 


t - 1 


4 


In 


4^+1 
i +1 

Vl + t 2 


dt 


1 1 十 i 

4 1 +1 2 



C 


-7 In sin x + cos x —— ：cos x(sinx + cos x ) + C . 
4 4 7 


10)/ 


dx 

A cos 2 r + 2 B sinx cos x -\- C sin 2 x 


当 AC — B 2 > 0 时.假定 


f < x < f 利用替 


換 t 


tgx 可把积分变成下面的形状 


dt 

A + 2 BI + Ct 2 


答案 


11 ) 



VAC - B 2 

dx 


a + btgx 


arctg 



Ctgx + B 

r^ir nr 


j - 

VAC - B 2 
dt 


(a + 6^)(1 + t" 2 ) 



c ， 


当艺 


tg:r 


吾 < 二 < 吾）时.分解成部分分式 


(a + bt)(l + t 2 ) 


A 

a + bt 



Bt + C 

1 + t 2 5 


为了确定系数我们得到方程 


A + bB 


0^ aB + bC 




0 ， A -\- clC 




1， 


由此 


a 2 + b 2 


、 C 


a 


a 2 + b 2 


^ arctg ^ + 2 b 2 In a + ^ + C 
a 2 + b 2 a 2 + 6 2 a/i + t 2 


a 2 + b 2 


ax + 6 In a cos x -\- b sin x 1 + C 7 

■ 


12) 下面两个积分 


Ti 


sin xdx 


a cos x -\- b sinx 


> T 2 


cos xdx 


a cos x -\-b sin 2 ; 
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可化成上题中那样的积分.然而，从联系它们的关系式 


bTi + (iT^ 


dx 


x + Ci ^ 


— clT\ + 6T2 


—a sin x + 6cosx 
a cos x + 6 sin x 


dx 


d(a cos x + 6 sin x 
a cos x -\-b sin rr 


In a cos a ; 十 6 sin x -\- C2 


出发去计算它们更为简单，由此就得到 




a 2 + b 2 


bx — a \n a cos x + 6siri2；|l + C ) 


T 2 


a 2 + 52 


ax + 6 In a cos x -\-b sin x \ -\- C 


/ 


13) 


2 



— r 


2 


1 — 2 r cos x + r 2 


dx (0 < r < 1 ，一 7r < a : < 7r ). 这里应用万能的替换 t 


tg |, 就有 


— r 


2 


2 


1 — 2r cos x -\- r 2 


dx 


(1 - r 2 ) 




dt 


(1 — r) 2 + (1 + r ) 2 t 2 


arctg 



r 


t ] C 




— r 


arctg 


1 + r 7 x 

r ^7 tg 2 


+ c 


下面这样的积分也可以化成这种积分 


1 




r cos x 


2 r cos x + r 2 


dx 


— r 


2 


1 

2 + 21-2rcos^ + r2 


dx 


X + arctg [ ] + C . 


14)/ 


dx 


a -\- b cos a ; 


首先设 > 



, 假定， |a| $ |6[(-7r < rr < 7 t). 

并且（不减普遍性 ) a > 0 . 作替换 


X 


样，给出 


tg -, 正如刚才所考虑的特别情形一 


dx 


2 


a -\-b cos x 


y a 2 


b 2 


arctg 



a 


ci + 


o i x 
6 tg 2 


+ a 


可以把这个表达式变形成下面的 形状: 


士 


ya 


2 


b 2 


. a cos x 十 v 々/ 

arcsm --- h C ^ 

a + 6 cos x 


并且取 
过 0 时增加 

现设 la 


号，如果 


丌 


的话，而取 


U ” 


号，如果 -7 T < x ^0 的话，常数的值当 rr 通 


7T 


Va 2 



并且 


作同样替换 


dx 


2 dt 


a + 6 cos x 


(6 + a ) — (6 — a ) t 2 \/ b 2 — a 2 


In 


yjb ~1 - ol ^/b — Qjt 

\/b — — m <xt 



C 


Vb 2 — a 2 


In 


x 


\/b -\- ol \J\) — fltg — 

2 


x 


vM-a - Vb - atg- 


+ C 
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这个表达式容易变换成下面的 形状: 


1 


\/ b 2 — a 2 


In 


6 + a cos x + \/ b 2 — a 2 sin x 

a + 6 cos x 


+ C 


积分 / , f . 可用替换 x =^± t 化成上述的积分. 

J a + bsmx 2 


15) 最后，积分 



dx 


a + 6 cos x + c smx 


也可以化成 14) 的积分 • 如果按照条件 


b . c 

cos a = , : , sma = , : 

\ Zb 2 + c 2 Vb 2 + c 2 

引进角％则积分可改写成下面的形状 

f dx _ ; 

J a + y / b 2 + c 2 cos(x — a ) ’ 

作替换 t = x - a . 但这里，当然 M § V ^ T ? 的情况才是有趣的. 

289. 其他情形的概述在 271,4) 中我们已经见过，怎样去积分 

形如 

P ( x ) e ax dx , P ( x ) sin bxdx , P ( x ) cos bxdx 

的表达式，其中 P ( x ) 是整多项式.要特别指出，分式表达式 


X 


e 7 smx 7 cosx 7 
—— dx , — — ax , - ax 


X 


n 


X 


n 


X 


n 


(n = 1，2,3,…) 


已不能在有限形状中求积分. 

利用分部积分法，容易对这些表达式的积分建立一些递推公式，并分别把它们 
化成三个基本的 公式： 

L / = / = liy ①(“积分对数， ’)； 

II . f 如 X dx = skc (“积分正弦”) 


III . 



COSX 

X 


dx = cix (“ 积分余弦”)②. 


我们已经知道 [271,6)] 积分 


j e ax sin bxdx = 
fe ax cos bxdx = 


a sin bx — b cos bx 


a 2 + 6 2 

b sin bx + a cos bx 

a 2 -h b 2 


e ax 

e ax 


+ c ， 
+ c _ 


从它们出发，可以在有限形状中求出下面的积分 


J x n e ax sin bxdx , J x n e ax cos bxdx ^ 


® 作替换 a ： = lny . 

②但是，在所有三种情形中都还需要固定一个任意 常数; 这将在以后作出， 
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其中 


n 


，2,3, …就是，按照分部积分法，得到 


n ^ax 


x e 


sin bxdx 


asmbx^bsinbx 

kJL/ 1-*^ - 


2 



6 2 


na 


a 


2 



b 2 


x n-l 严 


sin bxdx 


nb 



a 


2 


+ b 2 


x n ^ e ax 


cos bxdx 


n ^ax 


X e 


cos bxdx 


x 


n 


b sin bx + a cos bx 


a 


2 



b 2 


e 


ax 


nb 


a 


2 



b 2 


x n ~ 1 e ax sin bxdx — 


na 


a 2 + b 2 




cos bxdx 


这些递推公式能把我们关心的积分化成 


n 


0 



如果仍然把 P ( 


了解为整多项式，那么，作为最后的结果，可以断定，积分 


P { x ) e afx ) e a 


X 


■ ， sin b ’ x , sin b " x , …， cos b ’ x , cos b 


// 


x 


)dx 


可在有限形状中求得，其中 o /， aK …是常数 

问题显然可化成求下面的表达式的积分 


n —ax 一：一 k/ _ :一 fc’’ 7 // 


X e 


sin \) x sin 


// / 


3； … COS 


b’x 


如果利用初等三角公式 


sm 


2 


bx 


cos 2 bx 



) 


sin b'x sin b n x = - [ cos (6’ 一 b n )x 



cos (6’ 




// 


X 


以及类似它们的一些公式，就容易把所考虑的表达式分成类型 Ax n e ax x sink 与 
Bx n e ax cosbx 的许多项，而我们已经会作这些项的积 分了. 
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290. — 般说明及定义 考虑形如 

J R ( x , y)dx ⑴ 

的积分，其中& 是工 的代 数函数 ，即 [205] 满足代数方程 

、 P(x,y)=0 ⑶ 

(这儿 P 是对于 xRy 的整多项式).这样的一类积分叫做 阿贝尔积分 ，在§ 3 中所 

研究的积分 / 以 __、 ^ 

I R ( x , j dX) J R ^ X) V 7 ax 2 + bx + c)dx 
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就属于这一类.实际上，函数 



ax ^ 13 !^-—^- 


分别满足代数方程 / 

(7$ + 3 ) y m — (ax + /?) = 0， y 2 — ( ax 2 + bx + c ) =0. 

■ 

站在几何的观点上来看，可把阿贝尔积分 （1) 认为是跟方程 （2) 所确定的那种 
代数曲线相联系着的.例如，积分 

J R{x, \ fcix 1 J rbx-\- c)dx ( 3 ) 

是跟二次曲线 y 2 = ax 2 + + c 联系着的.积分 （1) 一般地是否可以表示成有限形 

状 5 主要以曲线 （2) 的性质为转移. 

如果曲线 （2) 可以表示成这样的参数式 

^ = ri ( t ), y = r 2 ⑴， 

使得函数^⑴与 r 2 ( t ) 是有理函数（在这情形下曲线被叫 V 故有理曲线或单行曲线©)， 
积分 （1) 的被积表达式就能够有理化.作替换 a = n ( t ) 可把它化成下面的形状 

R ( ri ( t ), r2 ( t )) r [( t ) dt , 

于是积分就可在有限形状中求得.上述两种情形就属于这一类.特别地，在类型 （3) 
的积分中，被积表达式有理化的可能性正是跟这一事实联系着的，即二次曲线是有 

理曲线 [ 281 , 282 ]. 

可是，这类情艰在慕种意义上是例外的.在一般情形下曲线⑶不是有理的，而 

那时可以证明 《 积分（1)、显然不总是，亦即不是在任何函数只下，都能表示成有限形 

状(虽然対个别的具体的尺还有这种可能). 

在讨论包含着三次或四次多项式的二次根式而自然地与积分 （3) 衔接着的两类 
重要积分 

W 

1 

/ R { x ) \ Jax 3 + bx 2 + cx + d ) dx , 

J r f _ ⑷ 

/ R { x , + bx 3 + cx 2 + dx + e)dx 

r 

时，我们就碰到这些情形.形如⑷的积分——照例——已经不能通过初等函数 
表示成有限形状.因为本章主要研究可在有限形状中求得的那些种类的积分，为了不 

致中断本章叙述的主要线索，所以我们把了解它们这一事情放到最后一节. 

■ 

2可以对有理曲线给出一个纯粹几何上的描述，但我们不论及这点 • 
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假定在 （4) 中根号内的多项式有实系数.此外，我们还总是认定它们没有重根， 
因为如不这样，就有可能从根号内取出一个线性因式到根号外 面来； 问题就会化成 
早已研究过的类型的表达式的积分，而积分就会表示成有限形状.最后的情况有时 
就在没有重根时也可能发生，例如，容易验证 



类型⑷的积分通常叫做椭圆积分[这与求椭圆弧长的问题中首先碰见它们这一 
情形有关， 331,8)]- 但是，这个名称，在精确的意义下，通常只用于不能在有限形状中 
求得的那些 积分; 而其他的积分，像上面刚刚说到的，叫做伪椭圆积分. 

在随意系数 a ，6， c ， …下表达式⑷的积分的研究与造表（即作出积分值的表)， 
当然是困难的.因此，希望把这些积分化成不多的几种积分，在它们中间包含尽可能 
少的随意系数（参数)，就是自然的了. 

这可借助于我们在下面几目中所讨论的初等变换达到目的. 


291 •辅助变换 1°我们首先指出，根号内的多项式限制在四次的情形就够， 
因为根号内是三次多项式的情形容易化成这种情形.实际上，实系数三次多项式 aa ; 3 + 
bx 2 + cx^d 一定有实根[81]，比方说，这实根是 A ——因而，可有实分解式 


ax 3 + bx 2 - cx d = a{x — A ) ( x 2 - px q ). 

作替换 ^-A = P (或 x - A = - t 2 ) 就得到所要求的结果 

J R { x , \ Jax s + - - .)dx = J R ( t 2 + A , t \ Jat ^ + - - -)2 tdt . 

往后我们就只讨论包含着根号内是四次多项式的根式的微分式. 

1 

2°按照代数学上著名的定理，实系数四次多项式可以表示成两个实系数二次 
三项式的乘积的形状： 


ax 4 + kc 3 十 cx 2 - {- dx 6 — a ( x 2 + px + q )( x 2 + p f x + q ’）. (5) 

现在我们设法用合适的替换来同时消去两个三项式中的一次项.我们已经在284, III 
(6) 中讨论过类似的问题了. 

如果 p = 〆 ，那么，像已经指出过的，用简单的替换 x = t — \ 我们的目的就达 
到了.现在设 p /;/; 在这情形下我们也像从前那样，可利用分式 fa 性替换 
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对于系数/ X 与〃，能否规定实而相异的值，犹如我们见到过的那样，决定于不等式 

(q - q ; ) 2 - ( p - p ^ ip'q - pq ； ) > 0. (6) 

在假定所考虑的两个三项式中的一个有虚根时，这个不等式是成立的这种情形， 
我们已经证明过，并且它在我们的讨论中起着重大的作用.现在设 （5) 的两个三项 
式都有实根，比方说，第一个有根 a 与(3, 第二个有根 7 与&将 

V = - {ot + 用 ， q = a (3, p f = -(7 + q ； = 7 ^ 

代入 （6) 便可以把它改写成 

(a - j)(a - 6)(/3 - ^)(/3 - (5) > 0, (6 ; ) 


而为了实现这个不等式，只要注意不搅乱三项式的根的大小顺序就够了（例如，使 
a > /? > 7 > ⑺，这是在我们的权限之内的① 

这样一来，适当选取 M 与〃，借助于所指出的替换，我们得到 



这也可以（如果除去退化的情况，即除去系数 M , N 、 M ' JSr 中的任何一个是0的情 
况的话）改写成下面的形状 



当 A ， m 与 m / 异于0时. 

3°完全仿照第284目开头所用的讨论，可以把这个积分在相差一个有理函数 
的积分的范围以内化成这样： 



现在分解有理函数 R *( t ) 成为两项 


R *( t ) 


iT ⑷ + R *(~ t ) R *( t ) - R *(- t ) 

2 + 2 


①顺便指出，把不等式 （ 6 ) 表示成 （ 6') 的形式，可用来作出当它的根 a ， /?，...非实数时那种情形 
的证明.如果只是第一个三项式有非实根，亦即有共轭复数根 a 与久而数 7 与5是实数，则因子 
a - 7 与 0-7 将是共轭的，于是它们的乘积，如大家所知道的，是正 实数; 对于因子 a 与冷-(5 
有同样的情形.如果根与根都是两两共扼的复数，则因子 a - 7 与/3- 5也是共轭的，而 
Q _ 5与0 - 7 也这样，于是它们的乘积就又给出正实数了. 
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第一项当以一 t 代替 f 时不改变自己的值，所以，可化成 t 2 的有理 函数： R ^ t 2 )； 第 
二项在作前述的代换时改变符号，因而有 R 2 ( t 2 )t 的形状所考虑的积分可表示成 
积分的和、 

f Ri ( t 2 )dt R 2( t 2 )tdt 

J \J ^ 4(1 + mt 2 )(l + m't 2 ) J \/A(1 + mt 2 ){l + m’t 2 ) 

的形式.但是，它们中的第二项可用替换 u = t 2 立即化成初等积分 


' 1 j' R 2 (u) du 

2 J ^A{\ + mu)(l + m/u) ’ 

这积分可在有限形状中求得.如此，只需进一步研究积分 

f _ Ri(t 2 )dt _ 

J \/A(l + mt 2 )(l + m/t 2 ) 


⑺ 


就够了 ■ 


292. 化成标准形式 最后，我们要证类型 （7) 的每一积分可以表示成下面的 


形式 


R(z 2 )dz 


V (1 


y)(l 


k 2 z 2 ) 5 


⑻ 


其中 A : 是某一正真 分数： 0 < A : < 1. 我们把这个形式叫做标 准形式 


为简明起见，令 


V 


\] ^4(1 + mt 2 ){l + m^ 2 ) 


不减普遍性，这里认定>1 = ±1是可 以的； 此外，为明确起见，限制 t 是正值. 
现在考虑 A ， m ， m ， 的符号的可能组合并对每种情形指出把积分 （7) 直接化成标准形 
式的替换. 

1 ) A = + l，m = — h ' m /二 - h ,2 (h > h f > 0). 为了使根式有实值，必须使 t < 4 

1 h 
^ Lt > —. 我们令 

h ! 

ht = Z 、 这儿 0<2：<1 或 Z >77* 

rv 

在这情形下 


dt dz 



于是在这里应当取 ^ 来作为 a ：. 

h 


①比较在286目中关于类似情形的说明. 


I 
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2) A = +1, m = —h'm’ = h ,2 (h ) h! > 0). 为了使根式有实值，限制 t <、•令 

ht^y/l- Z 2 , 这儿 0<Z<1. 


在这情形下 



于是可以取 

S) A = +1, m = h 2 ) m , = h ,2 (h > h l > 0).t 的变化不受任何限制 . 
令 

ht= , Z o) 这儿 0< 之 <1. 


在这情形下 



于是 /c = 



A) A = -l,m 


—h 2 、 m’ 


h ,2 {h.h' > 0)i 的变化受不等式 t > 臺所限制.取 


ht = 7T^T^ ^ JL 0<z<1 ， 


于是 


dt 

y 


dz 

y _ 

Vh 2 + 叫 (1- z 2 ) (1 — 


h 2 — 
h 2 + h' 2 




因而 A:= 


h 

+ h ’ 2 


化 


5) A 



1， m 


-h\m f = -h ,2 (h >h ; > 0). 变 M 亡只可能在 I 与 
bit = \J 1 - 这儿 0 < z <1. 


^7 之间变 

hi 


我们有 


dt 

y 


h 




Rk 二 Vh2 ~ h，2 • 这就解决了所有可能的情形，因为在 A=-l 且两个数 
的情形下，邊式一般不会有实根 . 关于因式也妒 ) ，我们什么也没有提到，因为在所 
有的情形下，它显然可变换成 / 的有理函数 . 
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还要指出，考虑积分⑻时，我们可以只限制在值2 < 1的情 形中 ； Z > ^■的情 
形可用替换化成这种情形，这儿 （ < 1. 

C 

293. 第一、第二与第三类椭圆积分 现在只剩下研究形如 （8) 的积分中 最简单 
的一些积分，所有形如 （8) 的积分都可以化成这些最简单的积分，因而，归根到底，就 
研究了所有一般的椭圆积分. 

从 （8) 的被积表达式具有的有理函数 R ( x ) 中分出整式部分 P { x ), 而把它的 
真分式部分分解成部分分式.如果不把分母的共轭复数根合并起来（像我们在 274 
目中所作的那样)，而像实根那样一个一个地考虑它们，则 R ( x ) 可表示成若干乘幂 
?( n 二0,1, 2,…）与形如 (x ^ a)m (m = 1，2, 3,…这儿 a 可以是虚数）的分式各乘 

以数字系数之后的和.由此，积分 （8) 在一般情况下，显然是下列积分的线性 集合： 





dz 


(z 2 



m 


/( u)(i 


k 2 z 2 ) ) 


(m 


1)2, 


现在讲积分/ n . 如果对（容易被验证的）恒等式 


z 2n ~ 3 ^(l-z 2 )(l-k 2 z 2 ) 

■ 

-(2n- 3)z 2n ~ A J(l- z 2 )(l-k 2 z 2 ) + 3 2/c 2 z 3 - (k 2 + l)z 

V y/(l - Z^){1 - k 2 Z 2 ) 

—(2n — l)k 2 z 2n - (2n - 2)(k 2 + l)z 2n ~ 2 + (2n - 3)z 2n ~ 4 

y/ (I — z 2 )(l — k 2 z 2 ) 

施行积分,就可得到联系着依次三个积分 / 的递推关系式 

(2n — l)k 2 I n — (2n — 2)(A; 2 + l)J n _i + (2n — 3)/ n _2 = \j (1 — z 2 )(l — k^z ^). ⑼ 

在这里令 n = 2, 我们通过 J 0 与 A 表示岀 J 2 ; 如果取 n = 3 并以通过与 A 表示 
岀的 J 2 的表达式来代替 J 2 , 则/ 3 也可以通过这些积分表示出来.这样继续下去,容 
易确信,积分 I n {n ^ 2) 的每一个都可通过 J Q 与 A 表示岀来，再考虑到 （9), 就可以 
建立联系着它们的公式 


In 二 Oinh + Pnh + q2n~s(z )^(1 - Z 2 )(l - k 2 Z 2 ), 


其中 a n 与 /? n 是常数必 n - 3 ㈤ 是次数为 2 n -3 的奇次多项式.由此显然,如果 P n ( x ) 
是 a : 的 n 次多项式，则 



= aio + + 之 Qn-2( 之 2 )\/(1 


Z 2 )(l — k 2 Z 2 )， 


( 10 ) 
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其中 a 与 P 是常数，而 Qn-2(x) 是某一个 X 的 （n - 2) 次多项式.这些常数及多项 
式 Q 的系数的确定，可按照待定系数法作岀（如果多项式 P 具体地给出了的话)[比 

较 284,1]. 

我们指出，从 （9) 出发也可以通过 To 与八把在负值 n = - 1，-2,…时的积分 
I n 表示出来，于是在积分丑 m 中只限制于 a ^ O 的情形就够了. 

现在来讲积分(比方说，在实数 a 时)，类似地建立对于它们的递推关系式 


(2/71 — 2) [ — CX + + 1)0/2 — k ^ CL^Um — (2771 — 3) 1 — + 1) + 3 k ^ CL ^ Hyji —1 

+(2?77/ — 4) + 1) — Sk ^' ci \ II rn -2 — {^Tfi — 3 



并且当 m 的值是负及0时也是对的.由此，所有的 i / m 可通过 



亦即，最后通过 / o./l ^ 表示出来. 

我们强调，这一切就在参数 a 是虚值时也保持 有效； 可是我们不在这里引进关 
于这点的说明，而介绍读者去看第十二章 §5. 

这样，由于所有我们讨论的结果，我们得到这样的一般结论： 借助于初等替 

换——且在只相差可表示成有限形状的那些项的范围以内，-所有椭圆积分可 
化成①下面三个标准积分： 


与 




0 < /c < 1 


(最后一个积分可从丑：引用新的参数 h = -^ 代替 a ^ O 而得到).这些积分，如刘 
维尔已经证明过的，已经不能在有限形状中求%.勒让德把它分别叫做第一、第二与 
第三类椭圆积分.头两类只含有-个参数 / c ， 而最后一类，除它以外，还包含一个（复 

数）参数 / i . 

①虽然为了使任意一个椭圆积分化成上述三个积分的问题能够认为 原则上 已经被解决，上面已 
经给了充分的指示> 但在实 际应用 时在这条道路匕可能遭遇困难•在专门从事椭圆积分以及相近 
的一些问题的专论里，对于这一目的可以找到另外一些实用上方便的方法. 
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勒让德在这些积分中作替换2 = sin # &从0 变到后，把它们加以更进一 
步的简化.这时它们中的第一个直接变成积分 



第二个变成这样 



sin 2 ip dip 1 

\ p \ T — k 2 sin 2 (p 乃 2 

即是，化成上述的积分与新的积分: 




dip 

k 2 sin 2 (p 





最后，第三个积分在上述的替换下变成 



积分（11)，(12)与 （13) 也叫 做在勒让德形式下的第一、第二与第三类椭圆积分. 

它们中的头两个特别重要，并且经常应用.如果认定这些积分当^ = 0时变成 
零，并以此固定包含在它们中的随意常数，就可得到两个完全确定的^的函数，勒让 
德分别用⑷与 E ( k ^) 来表示它们.在这里，除自变量 w 夕卜，包含在这些函数 
的表达式里面的被叫做模的参数 fc 也被指出来了. 

在不同的 W 与不同的 A ; 下的这些函数的庞大的函数值表是勒让德造出来的.在 
这些表中，不仅可解释为角度的幅角^可用度数表示出来，而且模 fc (小于1的正数) 
可看作某一角度0的正弦函数，它在表中也用度数而非用模表示出来. 

此外，这些函数的更深奥的性质被勒让德与另外一些学者研究过，并建立了许 
多关于它们的公式，等等.由于这个缘故，勒让德函数 F 及 E 就归 入分析及 其应用 
中直与初等函 数平等的 身份的那^类函数 里面了 ‘ 

积分学的初等部分，我们现在基本上暂时只限于这一部分，研究“在有限形状中 
的积分”.可是，以为积分学的问题一般地就限于这些，那就错误了：椭圆积分 F 及 
E 就是这种函数的例子，它们按照自己的积分表达式被大有成效地研究着，被成功 
地应用着，虽然不能通过初等函数在有限形状中表示出来. 

在下章我们还要遇到^?、分 F 及 E ， 而且一般地，在本教程以后的部分还将不止 
一次地遇见它们. 
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294. 处理面积问题的另一方法 我们回到关于曲边梯形儿 BCD (图 4) 的面积 
P 的定义的问题，这个问题我们已经在第264目中研究过.我们现在要说明解决这 
个问题的另一个办法 

我们用任意方法分割图形的底边为若干部分， 

并画出对应于这些分点的纵坐标，于是曲边梯形被 
分成一些小条（见图). 

现在用某一个矩形来近似地替代每一个小条， 

这个矩形的底边与该小条的底边一样，它的高度与 
小条的纵坐标之一相同，比方说，与左端的纵坐标相 
同.这样，曲边图形就被许多单个的矩形所组成的阶 

梯状图形所代替了. 图 4 

我们用 

xo = a < xi < X 2 < ''' < Xi < Xi^-i < … < x n = b ( 1 ) 

表示分点的横坐标，第 z 个矩形 （i = 0， l ，2，...， n - l ) 的底边显然等于差数而 +1 -〜， 
我们用来表示这个差数.至于高度，则依上面所述，它等于队= f ^). 所以第 
% 个矩形的面积是 yiAxi = f ( xi ) Axi ， 



①这就是将 [32,4)] 特例中曾一度应用过的概念，加以推广. 
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把所有矩形的面积加起来，我们得到曲边梯形的面积 P 的近似值 

n—1 n—1 

^ Vi^ X i 或 -P = f ( Xj ) AXj . 

i=0 i=0 

当所有的无限减少时，这个等式的误差趋向于零. 

假定所有的长度同时趋向于零，则面积 P 的准确值就是 极限: 


P - 


lim ^2 队△而 = lim ^ f ( x l ) Ax i . 


⑵ 


我们用同样的方法来计算图形(图 2 ) 的面积 P ( x ), 只需把线段 AM 分 
成若干部分_还要指岀， 2 64目末尾 约定， 图形在 a - 轴下方部分的面积算作是负的， 
这就把= 取负值的 情形， 也包罗在内了. 

为了表示形如 YjAx 的和(更确切些说——这个和的极限值）莱布尼茨引进 

了符号 fydx ， 其中^/血相当于和数的标准项，而/是拉丁字 “ Summa ” 的第一个字 

母 S 的手写体®.因为表示这个极限值的面积也是函数 y 的一个原函数，所以同一 

符号也保留作原函数的符号.以后，随着函数符号的引进，如果讲的是变动的面积时， 
就写 



而与 x hX a 3\ b 的变化相对应的固定图形 ABCD 的面积，就写成 



我们以前利用面积的直觉表示法，为的是自然地引向形如 （2) 的特殊和（在历史 
上这些和正是由于计算面积的问题而被引进的）的极限的研究.可是面积概念本身 
需要论证，而 如果谈到的是曲边梯形 面积概念正是借助于上述的极限而 

得到的. 自然， 在这之前应当脱离几何的考虑而研究极限 （2) 本身，本章就专门来讲 
这件事情. 

形如（ 2 )的极限在数学分析及其各种应用中起非常重要的作用.并且这里所发 
展的观念，将以不同的变化形式在整个的课程中不止一次地重复着. 

295. 定义 设函数 /( a ) 给定在某区间 6] 上.用任意方法在 a 与6之间插 
入分点 （1), 把这个区间分成若干部分 • 以后即用 A 来表示差 △& = 而 +1 - x # = 
0 ,1 ,… ，n — 1) 中最大的一个. 

从部分区间 [ xi . x ^ i ] 的每一个区间上任意取一点 :r = 心② 

^ ^ 工 i +1 (€ = 0，1, . ’ •，几— 1). 

① 术语“积分” .( 来自拉丁字 integer 整的)是莱布尼茨的学生与同事约翰 . 伯努利 ( Joh . Bemoulli ) 
所提 出的； 莱布尼茨最初称之为“ 和”. 

② 以上我们在所有的情况下都取最小值 A 作为匕 
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并且做出和 

71 — 1 

^ ⑹ Axi ‘ 

i~0 

我们说和 a 当 A — 0时有（有限）极限 J , 如果对每个数 e > 0 可以找到这样的数 

■ 

6 > 0,使得，只要 A < (5( 即是， 整个区间分成长度 △& < J 的若干部分)，不等式 


( 7-1 



在数&的任意选择之下皆成立. 

把这个记作： 


(3) 


像通常那样，可把“序列说法”的定义与％-6说法”的这一定义相对照. 

我们设想，首先用一种方法，然后用第二种、第三种等方法逐步作 [ a ,6 ] 的区间 
分划.如果分划对应的序列 A = AhA ^ As ， …收敛到零的话，我们就把这样的区间 
分划序列叫做基 本区间分划序列. 

现在可以把等式 （3) 了解为 :不论其中&如何选取，对应于任一基本区间分划序 
列的和 a 的序列，总是趋于极限 J . 

证明两个定义的等价性，可以采用与 53 目中的同样的思想程序来进行.第二个 
定义使我们可以把极限理论的基本概念与定理施用到这个新的极限形状. 

如果当 A — 0时和 a 的（有限）极限/存在，则这极限了叫做函数 f ( x ) 在从 a 
到6的区间上的定积分，并以符号 




来 表示； 在这情形下，函数 f ( x ) 叫做在区间 [ a ,6] 上的可积函数. 

数 a 与6分别叫做积分的 下限与上限. 在上、下限是常数时定积分是常数. 

上述定义是 黎曼 r ^ Riemann ) 的定义 ，他首创地把此定义在一般形式下说了出来， 
并研究了它的 应用范围 .有时就把和 a 本身叫 做黎曼和®; 我们宁可把它叫作积分 
和，以便强调它同积分的联系. 

现在我们的任务是要阐明一些条件，在这些条件下积分和 a 具有有限极限，也 
就是说，定积分 （4) 存在. 

首先应当指出，所述定义实际上只能应用到 有界函数上. 其实，如果函数/⑷ 
在区间 M ] 上是无界的，那么——在把区间分成若干部分的如何一个分划下—— 
这个函数至少会在这些部分区间中的一个上仍是无界的.于是靠着在这个部分区间 
上点《的选取，可使/(《）任意大，随之也就可使和 a 任意大;在这些条件下， a 显然 
不可能存在有限极限.所以， 可积函数一定是有界的. 

①实际上柯西早已明白清楚地利用了类似的和的极限，但只角在连续函数的情况 .. 
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因此，在以后的研究中，我们总是预先假定所考虑的函数/⑷是有界的 

m ( f ( x ) < M (如果 a ^ x ^ b ). 

296. 达布和 作为研究的辅助工具，除积分和外，按照达布 ( Darboux ) 的方法， 

我们再引进另一些类似积分和的但更为简单的和. 

用与风分别表示函数/(4 在第 i 个部分区间 [^, x , +1 ] 上的下确界与上 
确界，并作和 

n —1 n — 1 

e = rriiAxi, S = ^ MiAxi. 

i =0 i =0 

这些和分别 叫做下积分和与上积分和，或者达布和. 

在特别情形，当/(4连续时，这些和就简直是对应于所取分划的积分和中的最 
小与最大和，因为在这情形下，函数 /(X) 在每个区间上都达到自己的确界，于是按 
我们所希望的，可以这样来选取点匕使得 


M l , 

现在来讲一般的情形.由下界与上界定义本身，有 

mi ^ /(^) ^ M { . 

以 △&(△& 是正的）乘这些不等式两端并对 < 加起来，得到 

5 ^ <7 ^ 5 . 

在固定的分划下和 S 与 S 是常数，可是由于数&的随意性，和 a 仍然是变量. 
但容易看出，靠着&的选取可使 f (^) 的值与心或恥任意接近，这就是说，可使 
和 r 与 S 或 S 任意接近.这时上面的不等式就引岀下面的一般 叙述： 在给定的区间 

分划下，达布和 s 与 S 分别是积分和 的下确界与上 确界. 

达布和具有下列的一些简单 性质： 

第一 个性质 如果把一些新的点加进既有的分点里去，则 达布下 和只可能因此 

而增大，而上和只可能因此而减小. 

证明 为了证明这个性质，只要讨论在既有的分点中再加进一个分点 a / 的情形 
就够. 

设这个点加在点: Cfc 与 Xfc +1 之间，于是 



〈工 〈工 fc +1 • 
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如果用 V 表示新的上和，那么，这个和仅在这个地方与前面的 S 有所 不同； 在 
和 5" 中对应于区间 [ xk , Xk ^- i ] 的项是 

而在新和 V 中对应于这区间是两个项的和 

Mk{x f — Xk) + — 工 /)， 

其中 Mfc 与是函数/( X )在区间[抑 〆 ]与 [ x \ x k ^] 上的上确界.因为这些区 
间是区间 [ x fc ,^ +1 ] 的部分区间，所以 

M/c < Mfc，Mfc < Mfc ， 

于是 

一 ^ k ) ^ — 工 A :)， 

M k (x k+ i - x') ^ M fc (x/c + i - x). 

按项把这些不等式加起来，得到 


Jd k {x f - x k ) + M k (x k+1 - x 1 ) ^ M k {x k ^i - x k ). 

由此推知 V < 父下和的证明与此类似. 

附注 因为差 Mk - Jh 与 Mk — Wk 显然不能超过函数/⑷在整个区间 6] 
上的振幅 A 所以差 S - S 1 不能超过乘积 0(6 - a ). 如果在第 / c 区间上取几个新的 
分点，这个结果仍然是对的. 

第二 个性质 任何一个达布下和都不超过任何一个上和，即使是对应于区间的 
另 一 分划的上和. 

证明 用任意方法分割区间 [ a , 6] 成若干部分，并作这个分划的 达布和 

Sl 与 A . ( I ) 

现在考虑区间 h6 ] 的某一与第一个分划完全没有关系的另一个分划.对应于 
这个分划的达布和是 

5 2 与 ( II ) 

要证的是^ < S 2 . 为了这一目的，我们把两种分点联合在一起，于是得到某一 
辅助的第三个分划，对应于它的和是 


S 3 与 S 3 . 


( Ill ) 
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用加进一些新的分点的办法，我们从第一个分划得到了第三个 分划； 因而，根据 
已经证明过的达布和第一个性质，有 


Si ^ S3- 

现在把第二个与第三个分划比较 一下， 可以完全相同地得到 

sk s 2 , 

但 S 3 < s 3 , 于是由刚才得到的那些不等式，推出 

这就是所要证明的. 

从上面所证明的推知，下和的整个集合 {«§} 有上界，例如，以任何一个上和 S 为 
上界.在此情形下 [11] 这集合有有限的上确界 

h = sup {5}. 

此外，对于无论怎样的上和& 

h < s . 

这样，因为上和的集合{巧以为一下界，所以它有有限的下确界 

r =inf .{5}, 

并且，显然 

/* 彡 /*. 

把所有上述事实互相比较，对任何的达布下和与上和，有 

5 < / + < ^ 5. ( 5 ) 

数4与分别叫做 达布下积分与上积分 [比较下面301目 

297. 积分的存在条件 借助于达布和，现在容易说出这个条件. 

定理 定积分存在的必要与充分条件，是 

lim (S 一 s ) = 0. (6) 

A— ^0 

% '295 自中所说的 事卖定 以阐明这个极限的意义.例如，用5说 法”， 条件 
(6) 就是： 对于如何一个 e > 0,可以找到如此的5 > 0,使得只要当 A < 5时（即是， 
区间分成长度 △& < 6的若干部分)，不等式 


成立. 


S _ s s 
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证明必要性 假定积分 （ 4) 存在.于是对任何一个给定的5 > 0, 可以找到如 
此的6 > 0,使得只要当所有的 A & < 6时， 

a — /!<e 或 I — e<d 

不管我们在相应区间的范围内怎样选取^但在给定的区间分划下，如我们所建立 
过的，和 s 与 S 分别是积分和 的下确界与上 确界； 所以，对于它们就有 

I 一 £ < S < S ^ I S ) 

于是 

lira 5 = /, lim S = I 、 (7) 

入 —o 入 —o 

由此就推出 （ 6). 

充分性 假定条件 （ 6) 被 满足； 于是由 （ 5) 立即看岀 4 = /*， 并且，如果用/来 
表示它们的公共值.就有 


s<l (5*) 

如果把 a 了解为借助于和所对应的那一个区间分划而作岀的诸积分和值中的 
一个,则如我们所知， 


s < a < 5. 

按照条件（6 )，如果假定所有的充分小，和 s 与 S 的差就可小于任意所题的 
£>0. 但在这样的情形下，这对于被包含在 s 与 S 间的数 (7 与 I 也是对的： 

(7 — 1\〈6、 


于是/是 a 的极限，即是定积分. 

如果用咕表示函数在第 i 部分区间上的振幅从 - m z ， 那么就有 


S 



n — 1 



rrn)Axi 


n— 1 

i=0 


定积分存在的条件就可以改写为: 


71—1 


lim tUiAxi 

入 — 0 ^ 


0 


i=0 


⑻ 


通常我们也就应用这种形式、 
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298. 可积函数的种类 我们应用所求得的判别法来确定一些可积函数的种类. 

I . 如果函数 f(x) 在区间 [ a , 6] 上是连续的，则函数 f(x) 是可积的. 

证明 既然函数/(工）是连续的，则根据 [87] 康托尔定理的推论，对于给定的 
e > 0永远可以找到如此的5 > 0,使当区间 [ ci ，6] 分成长度△% < 6的若干部分时, 

所有的叫 < 6 ：. 由此 

n—l n—1 

cJiAxi < e ^ Axi = e(b — a). 

i =0 i =0 

因为 6 - a 是常数，而 e 任意小，所以条件⑻被满足，由此即可推出积分的存 
在.还可以稍微推广一下所证的 断言： 

IL 如果在 [ a , b] 上的有界函数 f(x) 只有有限多个间断点，则它是可积的. 

证明 设间断点是 … 取任意5 > 0. 我们用长度皆小于6的诸邻 
域 

(x ; — x' + e 7 ), {x n — x" + e n ), ■ * • , (z ⑻一⑻，； r ⑻ + e ⑻) 

来包住这些间断点 ▲ 在其余的（闭）区间上函数/( ㈡ 是连续的，我们就可把康托尔 
定理的推论各别地应用到它们的每一个上去.从按照 s 所得的数5中挑选出最小的 
(我们也用字母5来表示它).此时它对上述区间中的每一个都是合用的.同时我们 _ 
无妨取5 < ^现在分割我们的区间 »] 成这样的若干部分，使得它们的长度全都 
小于 5. 所得的部分区间将有 两类： 

1) 第一类区间，即整个区间位于所分岀的包住间断点的那些邻域外的那种区间. 
在它们中函数的振幅 A <二 

2) 第二类区间，即或是整个地被包在所分岀的邻域内部的那种区间，或是部分 
地落在这些邻域上的那种区间. 

因为已假定函数 /( a ;) 是有界的，所以它在这些区间的任何一个区间上的振幅不 
超过它在整个区间 [ a ， ^上的振幅 a 

把和 



分成两个和分别分布在第一类及第二类区间上: 



对于第一'个和，正如在上述定理中的一'样，将有 


ujj/Axif < e Ax^ < s(b 



[ 299 ] 


§1. 定积分的定义与存在条件 


‘81 . 


至于第二个和，我们指出，所有整个地落在所分出的邻域内的那种第二类区间的 
长度总和 <匕 只有部分落在所分出的邻域上的那种区间的数目不可能多于说个， 
它们长度的总和也就是说更加 < 2 k . 因而 




if 


Ax , 


u 



0 ^^ Axi 


u 




< Cl • 3ke. 


这样，当 Aa < 5 时，最后有 




cOiAxi < e[(b — a) + SkCl • 


这就 证明了我们的断言，因为包括在方括弧中的是常数.而 e 任意小. 
最后， 还要指出一种简单的，不被上述两类函数所包括的可积函数. 

III . 单调有界函数 f ( x ) 永远是可积的. 


证明设是单调增函数.此时它在区间上的振幅是 


⑴1 = /( 而 +1) - f(Xi). 

给定任何一个 e > 0并令 


/⑻一 /⑷ * 

一当 △〜 < 5时，立即有 

^ UiAxi < 5 ^2[ f ( x l + i ) - f { xi )} = 6[ f ( b ) - /( a )] = e ， 

由此即推知函数的可积性. 

299. 可积函数的一些性质 由第297 目中 的判别法可以引出可积函数的许多 

共同埤质■作 d . 乂良\ d 士 (> 

^ I :•如果®数/(^) 在区间 [ a , b ] 上是可积的，则函数|/ ㈤ | 与义/⑷(其中 

数）在这区间上也都是可积的. 

_ 对函数 \ f ( x )\ 加以证明.因为对于区间 [ a ，6] 上任何两点有 [17] 

'|/( x ")| - |/( x / )|；< \ f { x N ) -/(工’)|， 

■ 

所以函数 \ f ( x )\ 在这区间上的振幅 < 不超过咕 [85]. 由此 

y^ y (jo* Axi ^ y^^tdiAxi, 

并且， 因为后面那个和趋于零（当 A — 0时)，于是第一个和更是趋于零.这就得到函 
数 \ f ( x )\ 的可积性. 
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II . 如果两个函数 f ( x ) 与 g ( x ) 在区间 [ a , b ] 上是可积的，则它们的和、差与乘积 
也都是可积的. 

我们限于乘积 f ( x ) g ( x ) 情形的证明. 

设 \ f ( x )\ ^ K , \ g ( x )\ ^ L . 在区间 [ xi , x i +1 ] 上取任何两点 x ’， x ' 考虑差 

}{ x n ) 9 ( x ff ) - f ( x f ) g { x f ) = [/(，)- f { x f )] g { x tf ) + ⑽卜 g { x f )] j { x f ). 

如果用 iOi . coi 分别表示函数 f ( x ) ) g ( x ) 在区间上的振幅，显然 

f ( x ;, ) g ( x f/ ) - f ( x f ) g ( x , )\ < Luji + 

但此时 [85] 对函数 f ( x ) g ( x ) 在这区间上的振幅仏就有 

( Luji + KuJi, 

由此 


Cl{Axi ^ L 



△A 


E 


因为后面两个函数都趋于零（当 A — 0时)，所以第一个和更是趋于零.这就证明了 

函数 f ( x ) g ( x ) 的可积、 14. 

III . 如果函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上是可积的，则它在这区间的任何一个部分区 
间 [ a , (3\ 上也是可积的.反之，如果区间 [ a , b ] 被分割成若干部分区间，并且分别在 
每个部分区间上 f ( x ) 是可积的，则它在整个区间 [ a , b ] 上也是可积的， 


证明 假定函数 /( x ) 在区间 [ a ，6] 上是可积的，并对这个区间作和数 
(认定 a 与/?包括在分点之中).如果在这和中略去一些（正的）项，就可得到区间 
[ a ,/3] 上的类似 的和； 如果第一个和趋向于零，这个和就一定趋于零. 


现在设，比方说，区间 [ a ，6] 被分割成两个部分区间 [ a , c ] 与 [ c ，6] (其中 a < c < b) y 
并且在它们的每一个上函数/(4 是可积的.重新取区间 [ a ，6 ] 的和〜如果 
点 c 包括在分点中，则所举出的和，由区间 [ a ， c ] 与 [ c ，6] 的两个类似的和组成，并且 
与这两个和一起趋于零.对于 C 不是分点的情形，这个结论仍然有效的：把这点归并 
在分点中后，我们只改变和中的 一项， 而这一项本身显然趋于零. 

IV . 如果改变可积函数在有限数个 （= A :) 点上的值，则它的可积性并不会被破 
坏. 

证明是显然的，因为所说的改变牵涉到和的项数不多于 A : 项. 

容易明了，积分本身的值在这时并不发生变化.这由如下的事实 得到： 对于两个 
函数——原有的及改变后的——在积分和中的点&总可以如此选取，使得它们不 
在使两个函数值不同的那些点上. 
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附注由于这一性质，可知即使 /(: r ) 在区间 [ a ，6] 的有限个点上不确定时，我们 
也可以谈到积分 / a b f ( x ) dx . 同时可以在这些点给我们的函数加上完全任意的值而考 
虑在整个区间上用这样的方法所确定的函数.如我们已经见到过的，无论是这个积 
分的存在，或是它的值都不依赖于在函数没有确定的那些点上所加上的函数值. 


300. 例题及补充 作为练习我们再举一些把297 目中 的判别法应用到具体函数上的一些 

例子. 


1) 回到在70, 8) 中所考虑的 函数： 如果 z 是既约真分数^则 f ( x ) = 如果: r 是区间 

0 , 1 ] 的其他的点，则/(岣= 0 . q q 

设区间 [0,1] 分成长度△% < A 的若干部分.取任意自然数 iV , 把所有的部分区间分成两类: 

( a ) 把包含分母 Q < 7 V 的数 E 的那些区间列人第 一类： 因为这些数只有有限数 k = k N 个， 

Q 


所以第一类区间的个数就不大于 2 A :， 而它们长度的总和不超出 2 kX . 

(6) 把不包含上述数字的那些区间列入第 二类; 对于它们，振幅咕显然小于 
如果根据这点把和分成两个并分别估计每个的值，就得到结果 






〉： LOj^Xj < 2 /catA + 



N ' 


先取 TV > l 然后取 A 〈 + = 5,即有这就证明了函数的可积性. 

这个例子是有趣的，因为1里的函数 有无穷 多个间断点，但仍然是可积的.[不过，这类的例子 
可以在定理 III 的基础上建立起来 .] 

2) 现在重新考虑 狄利克雷函数 [46;70,7)] 


X (^) = 1 如果 o : 是有理数，及 
X ( x ) = 0,如果： r 是无理数. 


因为在区间 [0,1] 的任何部分区间上这个函数的振幅 cj =1, 所以 E = 1,于是函数显然 
不是可积的. 

3) 在297目中所得出的定积分存在的判别法，可以表示成下面的 形式： 

定积分存在 41 ) 的必要与充分条件，是对给定的数 e > 0与 <T > 0,可以找到如此的6 > 0，使 
当所有的 J 时，对应于振幅 




的那些区间长度的总和 

必要性由不等式 


Ax^ < a 42 \ 



^ e Ax 




看出是显然的，如果靠着 J 的选择，使第一个和比 m 小的话. 


指有界函数的定积分. 

42 )由黎曼（约于 1854 年）建立的这个命题是历史上最早的函数可积性判别法之一. 
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充分性 由下面的估计 推出： 

i 


LOj /， NXi" 


< 




+ e 


E Ax 


// 


< W 十 e{b — a ). 


[这里 D 像通常那样，表示函数在整个所考虑的区间上的 振幅； 用记号 i " 指出的那些部分区间上 
的振幅叫〃 < 

4) 把这个新形式的判别法用来证明下面的 命题： 

如果函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上是可积的，并且它的值不越出区间 [ c , d ] 的范围、在区间 [ c ，4 
上函数 cp ( y ) 是连续的、则复合函数 < p (/(: r )) 在 [ a , b ] 上也是可积的. 

任取数 e > 0与 a > 0. 对于数 e ， 由于函数 ip { y ) 的连续性，可找到如此的77 >0,使得在长 
度 < V 的 y 值的任何一个区间上，函数#的振幅< & ^ 

由于函数/的可积性，对于数 v 与 J 现在可找到如此的数 Ju 使当区间分成长度 △& < (5 
的若干部分区间时，它们中函数/的振幅:吟[/] > 7/的那些区间长度的总和小于 <参 
看 3)1. 对于其他的区间，有叫〃 [/] < 77,所以，按照数7?的选择 AV 如 (/)] <二这样，对于复合 
函数振幅只在第一群区间中的某些区间上可能> e ， 这些区间长度的总和显然< a ，把 
3) 的判别法应用到复合函数上，我们就可断定它的可积性. 

5) 如果对于函数#只假定可积性，则复合函数就可能是不可积的 43) . 例如： 

取上面在 1) 中已经研究过的那个函数作为函数 /(: r ) ; 它在区间[0, 1] 上是可积的，并且它的 
值也不越出这个区间的范围.其次，设 


< p ( y ) = 1 对于0 < y < 1 


及 


</?(0) — 0. 


函数在[0, 1] 上也是可积的. 

可是，容易看出，复合函数与狄利克雷函数相同[参看 2)]: 所以它在[0, 1] 不是可积 
的. 


301. 看作极限的下积分与上积分 最后我们回到在 296 目中被定义作达布和 s 与5的 
确界的下积分与上积分.我们现在 要证： 它们同时就是所说和的极限. 

达布定理 对于无论怎样的有界函数 f ( x ), 恒有 

I * = lim 5, I * = lim 

入 —0 A— >0 


例如，对于上和加以证明 ： 

首先，对预先给定的£： > 0,取如此的区间 [ a ,6] 的分划，使得对应于它的上和#有 

+ (9) 

这是可能的，因为 r 是上和集合的下确界.设这个再分划包含 m ' 个（内部的）分点 

现在令 

r = ^ 

2m’^l ， 

43 )甚至函数/是连续的. 
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其中 Q 表示函数 /( rr ) 在整个区间 [ a , 6] 上的振幅，并考虑所有 △: Ti < 6的任意区间分划，设对 
应于它的和是 S . 

为要估计 s 与 r 间的差，我们再把前面两个分划的分点加以合并，而引出给定区间的第三 
个分划.如果对应于它的上和是则依达布和第一个性质 [296], 5 /; < 于是更有[参看⑼] 


s " < r + 言 


( 10 ) 


另一方面，依 296 目中的附注 ， I S - S " 不超过 n 与第二个分划中那些含有第一个分划之分点 
的区间的长度 Aa 的总和之乘积.但这些区间的数目不大于 rri /， 而它们每一个的长度小于\于 
是 


由此，由于(10)， 


S-S n <mQS= 

2, 

W 

S < r + e. 


另 一 方面，因为 S > 所以只要 △☆ < 5,即有 


o^s~r < £) 

于是，的确 s ^ r . 

从已经证明过的定理直接推出，总有 

lim (S — s ) = /* — /*• 

入 —o 

这个关系式使我们能把积分存在的判别法叙述成下面的形式[比较 297]: 

定积分存在的必要与充分条件，是使达布下积分与上积分彼碎立目等 

h 二 I* ‘ 

(当条件满足时，显然它们的公共值就给出定积分的数值 .） 

条件的新形式比起以前的形式具有某些优点.为要证实两个达布积分相等，只要建立对任意 
e 只要有一对 和满足不等式 

S ~ S <^. £ 

就够了.实际上，由（5)，这时也有 

0 ^ — /* < 

由此，由于 e 的任意性，就得到所求的等式. 

容易了解，据此可以使前目[参看 3)] 所说的可积条件，变得简便一些. 


§2. 定积分的一些性质 

302. 沿定向区间的积分 到现在为止，当说到“在由 a 到6的区间上的定积 
分”时，我们总是了解为 a < b . 现在要除去这一令人不便的限制. 




. 86 • 


第九章定积分 


[ 302 ] 


为了这目的，我们首先建立有向或定向区间的概念.我们将把定 向区间 & 州其 

中可以 a <6, 也可以 a > b ) 了解为分别满足不等式 

或 a ^ x ^ b 

并且顺序由 a 到 6 的 I 值的集合， 即是,如果 a < 6,就是递增顺序，或者如果 a > 6, 
就是递减顺序.这样，我们可区别区间 [ a ，6] 与[6, a ] : 它们在组成成分（作为数值的 
集合来说）方面是一样的，但 在方向上有所 不同. 

在 295 目中所给的那个积分定义,就属于定向区间 [ a ， 6] 的情形，但只是对于当 
a < b 时的情形来说的. 

现在来讲在假定 a > 6时，在定向区间 [ a ，6] 上的积分的定义.对这种情形可以 
用由 a 到6的方向插入分点： 

xq — a > xi > X2 > ^ > Xi > Xi+i > … > x n = b 

的方法重复普通分割区间的步骤.在每个部分区间 [ x i5 ^ +1 ] 上选出一个点于是 

作积分和 

n— 1 

^ = [/(&)△〜 

i=0 

其中- 在这次―所有△而= — A < 0. 最后.当 A = max lAxil — 0曰寸， 

这个和的极限就把我们引到积分 



= lim a 

A -^0 



的概念. 

如果对区间 6] 与[6, a ] (其中 a ^ b ) 取同样的分点与同样的点&，则对应于它 
们的积分和将只相差一个符号.由此，取极限，就得到这样的 定理： 

1。 如果 f ( x ) 在区间 [6, a ] 上是可积的，则它在区间 [ a , b ] 上也是可积的 5 并且 



而且在假定积分 / b a 存在时，这个等式正好可以釆取作为 a > 6时积分 f 的定 


义 44). 

还要指出，作为定义，设 



44) 这样的定义现在最为通行. 
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303. 可用等式表示的一些性质 现在列举可用等式表示的定积分的更进一步 
的一些性质①. 

2°设 f ( x ) 在区间 >，礼 [ a ， c ] 与 [ c , 中最大的一个上是可积的②于是它在其 
他两个区间上是可积的，并且不管点 a 、 b 与 c 的相互位置是怎样的，等式 

pb rC nb 

/ f { x)dx = / f ( x)dx + / f ( x)dx 

J a J a J c 

成立. 

证明 首先令 a < c < b 并且函数在区间 [ a ，6] 上是可积的. 

函数在区间 [ a 、 c ] 与 [ c ，6] 上是可积的这一事实，由299目 III 推知. 

考虑把区间 h 6] 分成若干部分，并认定点 c 是这些分点中的一个.作积分和 ， SP 
有（其中记号的意义是明显的） 

b c b 

a a c 

当 A — 0 时取极限，我们就得到所求的等式. 

点 a ，6， c 其他位置的情形可化成这个等式，例如设 b < a < c 且函数 / Or ) 在区 
间 [ c ，6] 上——或者由于1。，同样在上——是可积的.在这情形下，依已经证 
过的，即有 

pc pa pc 

/ f ( x ) dx = f ( x ) dx + f ( x ) dx ， 

h h j a 

由此，把第一与第二个积分由等式的一端移到另一端并改换积分限（根据性质 1°), 
我们又得到前面的关系式. 

3。 如果 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上是可积、的，则 kf ( x ) (其中 A ; =常数)在这区间上 
也是可积的，并且 

广6 广6 

/ kf ( x)dx = k f ( x ) dx • 

J a J a 

4。 如果 /㈤ 与 g ( x ) 在区间 [ a , b ] 上都是可积的，则 f ( x ) ± g ( x ) 在这区间上 
也是可积的，并且 

rb fb pb 

/ [ f ( x ) ± g ( x)]dx = / f ( x ) dx ± / g ( x ) dx . 

J a J a J a 

由积分和出发并取极限，对两种情形可以类似地作出证明，例如，对最后的断言 
加以证明. 

①在这里以及在以后，如果讲到积分我们认为两种情形 ， a < b 与 a 〉 b 都是可能的（在没有 
特别附加说明时). " 

© 可以不这样假定而 假定： 函数/(岣在两个较小区间中的每一个上是可积的，于是它在最大的 
区间上也就会是可积的. 
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任意分割区间 [ a ，6] 成若干部分，并对所有三个积分作积分和.同时在每个部分 
区间上任意选取&点，但对于所有和则是相 同的； 于是即有 

E[/ ⑹ ±g{^i)]Axi = E /(&)△% ± ⑹ 

现设 A ^ 0；因为对于等式右端两个和的极限都存在，所以左端和的极限也存 

在，由此建立了函数 /( x ) 士 〆 : c ) 的可积性.在上面等式中取极限，就得到所求的关 
系式. 


附注 注意在后面两个断言的证明时，不必须依靠299目中的定理 I 与 II :函 
数 V㈦ 与 f ( x )± g ( x ) 的可积性可由取极限直接建立起来. 


304. 可用不等式表示的一些性质 到现在为止我们已考虑过可用等式表示的 
积分的一些 性质； 现在来讲可用不等式表示的这样一些 性质： 

5。 如果在区间 [ a ，6] 上可积函数 f ( x ) 是非负的，并且 a < 6, 则 



f ( x)dx > 0. 


证明是显然的. 

较难证明的是下面这更精确的 结果： 

如果在区间 [ a , b ] 上可积函数 f ( x ) 是正的，且 a < 6, 贝 1 J 



用反证法 证明. 假如 



于是当 A — 0 时，达布上和 S 也趋于零 [297 ⑺]. 取任意 q > 0 后，可使这个和比 
£ i ( b ~ a ) 此时上界从中至少有一个比 q 小，换句话说，在 [ a ，6] 上可以找到如 
此的部分区间在它的范围内所有 / Or ) 的值< 

又因为 

广 6i 

/ /(X)dx = 0 ①， 

J ai 

①实际上，按照2。： 


所以 





，并且因为 
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所以类似地，由 [ aub ,] 可分出部分区间 [ a 2 ,6 2 ], 在它的范围内/(4 < Q ，其中^ 
是任何一个正数< q ， 如此下去. 

取正数序列 q — 0后，可以定出一个套着一个（并且-—如果愿意的话— 
在长度上递减到0的）的这样一串区间扣心]，使得 


0 < / ( x ) < 如果 ak ^ x bk (k ~ 1, 2, ■ • ■) 

于是依38目引理,存在着所有这些区间的公共点 c ; 对于它应当有 

0 < /( c ) < q 当 k ~ 1,2, ■•-, 


因为4 — 0,这是不可能的.定理证毕. 

由此（并由 4°) 有简单的 推论： 

6。如果函数/ ㈤ 与 〆 x ) 在区间 [ a ，6] 上都是可积的，并恒有/ ㈤ 彡[或 
f { x ) < g ( x )], 则在假定 a <b 



b 

f { x)dx 彡 



只需把上面的性质应用到差 g ( X )- f ( x ) ±. 同样容易 得到： 

7° 设函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上是可积的，并且 a <6; 就有不等式 





后面这个积分的存在由2&9目 I 推知.然后把性质6。应用到函数上. 


- 1/⑷ I < /⑷ < 1/⑷ I 

可是从积分和 

出发并取极限，所求不等式容易直接得出. 

8° 如果 /(x) 在 [a ， 6] 上是可积的，其中 a < 6, 并且在整个这个区间上不等式 


m ^ f ( x ) < M 

成立，则 

m(b - a ) ^ f { x 、 dx ( M(b — a ). 

J a 

可以把性质 6 ° 应用到函数 m , f ( x ) 与 M 上，但更简单的是直接利用显然的不 

等式 

/ ⑹△而① 



①因为 a < 6,故所有的 △& > 0. 
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并取极限. 

可以赋予所证明的关系式以更方便的等式形式，同时可以取消 a < 6 的限制. 

9°中值定理设 /( x ) 在 [a,b] 上是可积的 （a $从并设在整个这个区间 

上，爪彡那么 

/ f{x)dx = fi(b - a), 

J a 

其中 m ^ /x ^ M. 

证明如果 acb, 则依性质8°即有 

m(b — a) ^ [ f(x)dx ^ M(b — a), 



即得所求的等式. 

对于 a > 时的情形，我们对/ 6 °进行同样的考虑，然后，改换积分限，我们得到 
上面的公式 . _ - 

刚才所证明的等式当函数连续时取特别简单的形状.实际上，如果认定 m 
与 M 是依85目中魏尔斯特拉斯定理而存在着的最小与最大的函数值，则依82目 
中柯西定理，函数/(…应在区间 h 6] 上某一点 c 取中间值/ X ，这样一来， 

f(x)dx = (b-a)f(c), 



其中 c 包含在 [ a , H 内. 

最后的公式的几何意义是明显的.设> 0. 
考虑在曲线 y = /&) 下的曲线图形 ABCD (S 5). 
此时曲线图形的面积（定积分所表示的)，等于有同一 
底边及某一中间纵坐标 LM 作为高度的矩形的面积. 

10。推广中值定理设 1) / ㈤ 与 g(x) 在区间 
[ a , b] 上是可积的； 2) m 彡 f(x) ^ M ; 3) g{x) 在整个 
区间上不改变符号： g(x) > 0 [il g(x) < 0]. 在这些条 
件下，有 




b 


b 


f(x)g(x)dx 






g(x)d 



5 


a 


a 
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其中 m < g < M ①. 

证明 首先设 〆 : c )>0 且 a < b ; 此时有 

mg ( x ) ^ j ( x ) g ( x ) ^ Mg ( x ). 

由这个不等式，根据性质 6° 与 3 。， 得到 

nb rb rb 

m / g ( x)dx ^ / f ( x ) g ( x)dx ( M g ( x ) dx . 

J a ^ a ^ ci 


由于对函数 g ㈤ 的假定，依 5 。， 有 



g ( x)dx > 0. 


如果这个积分等于零，则由上面的不等式，显然同时也有 



定理的断言就成为显然的了 • 如果积分于零，则以它除上面所得到的两重不等式 


的所有部分后，令 





就得到所求的结果. 

由 a < 6的情形容易得到 a > b 的情形，同样，由假设夕 ㈤ > 0的情形容易得到 
假设 〆 x ) < 0的情形：因为改换积分限或变更 〆 工）的符号并不破坏等式 - 

如果 /(: r ) 是连续的，则这个公式可以写成下面的形式： 



其中 c 包含在 [ a , H 内. 

305. 定积分看作积分上限的函数 如果函数 /( x ) 在区间 [ a ,6]( a ^6) 上是可 
积的，则由 [299,111] 它在区间 [ a , x ] 上也是可积的，其中 x 是卜，中任何一个值 ■ 
用变量 cr 替换定积分的积分限6后，得到表达式 


① 乘积 f ( x ) g ( x ) 的积分存在本身由287目 II 推知.但是可以不用函数/⑷的可积性，而直接 
假定乘积/(4 . Wo ：) 本身的可积性 

② 我们把这里的积分变量用 t 来表示，为的是不把它与积分上限工混淆 起来； 当然，改变积分变 
量的记号是不影响到积分的值的. 
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它显然是 Z 的函数.这个函数具有下列的 性质： 

11。如果函数 /( a ；) 在 [ a ，6] 上是可积的，则 $( x ) 在这个区间上是 x 的连续函 
数. 

证明加给 x 以任意增量 Ao ; = 只要使 x + h 不越出所考虑区间的范围就可 
以）后，得到函数 （1) 的新的值 

屯 (X -h h) = 

[参看2°]，于是 

^(x + h ) ~ <^( x ) = 

把中值定理9°应用到这个积分上 

+ /i) — ^(x) = \ih\ (2) 

这里 A 被包含在区间 [ x,x + h ] 上函数 /( X )的确界 与之间，因此，就更是包 
含在基本区间 [ a y b ] 上它的（常数）界 m 与 M 之间 

如果现在使 / z 趋于零，则显然 

$(0： + / i )- 伞 ㈤ 一 ^ 0或 + — $ ⑷， 

这就证明了函数 伞 ㈤ 屬连续性. 

12°如果假定函数/⑷在点 t = x 是连续的，则在这点函数 < l >( x ) 有导数，等 
于 /㈤ 





证明实际上，由⑶，有 

^(x + h ) — ^( x ) _t4. r , , 

-- - ———其中 m ! ‘0( M \ 

但是，由于函数/⑴在 f = a : 时的连续性，对任何一个£>0,可以找到如此的5 > 0, 
使当 |/ i | < 5时，对在区间 [ X) x + h ] 上所有的值亡 

f ( x ) - £ < f ( t ) < f ( x )+ e . 

在这样的情形下，不等式 

f { x ) - 彡 f ( x ) + £ 

①提醒 一下： 凡可积函数都是有界的 [295]. 
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就成立，于是 



f ( x ) ^ e 


现在显然 


作) 


lim 

h —^0 


^(x + h ) 


^( x ) 


h 


lim u 

h — ►O 


/ox 


这就是所要证明的. 

我们已经得到具有巨大原则性和实用意义的结论.如果假定函数/(4在整个区 
间 [ a ，6] 上是连续的，则它是可积的 [298,1], 并且上面的断言可被应用到这个区间的 


任何 一 点： r 上:积分 
的值 fix ). 


对变动的积分上限的导数处处等于被积函数在这积分限上 


另 


廢 

说法，对于在区间 [ a , 6] 上连续的函数/⑻恒有肩函数 存在； 有变动的积分 


上限的定积分 （1) 就是它的一个例子. 

这样，最后我们建立了早在264目中提到过的那个命题. 

特别地，我们现在可以把勒让德函数 F 与 E [293] 写成定积分的形状 




F(k ， cp) 


dO 




0 


V 1 


按照刚才所证明的，这分别是函数 


k 2 sin 2 



E ( k ,< p ) 


VI 


k 2 sin 2 OdO 


o 


\/l ~ k 2 si 


sm 2 ip 




k 2 sin 2 cp 


的原函数> 并且当 




0 




附注在本目中所证明过的那些断言，容易推广到有变动的积分下限的积分的 

情形上去，因为（1。） 

... : ■ 

/ /⑴汾= - / f { t ) dt . 

J X Jb • 

由此，积分对: r 的导数显然等于 -/ ㈤ (如果点2是/⑴在那儿连续的点的话). 

第二中值定理最后再建立一个关于两个函数乘积的积分 



的定理. 

本们把它表示成各种各样的形式.我们从证明下面的命题 开始： 

/13'、 如果在区间 [ a ) b](a < b ) 上 f ( x ) 单调递减（即使是广义的也可以）并且是 
非负的，而 g ( x ) 是可积的，则 
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其中《是所述区间中的某一值. 

任意用分点而 (i = 0,1 ，…， n ) 把 [ a ，6] 分成若干部分，把积分 J 表示成下面的 

形状 


n—1 




Xi + l 


n—1 


f(x)g(x)dx 


5Z /( 而) 


工 i+1 


g (x) dx 


i=0 


Xt 


i=0 


Xi 


n ~ 1 




i + l 


[/(>) - f{xi)]g(x)dx = a + p. 


2=0 Jx i 


如果用 L 表示函数 |^( x )| 的上界，而用叫(像通常那样）表示长度为的第 i 个 
区间 [ x ^ Xi ^] 上函数 /(>) 的振幅，则显然 

V 

pXi+i n —1 

\f( x ) - f(xi)\\g(x)\dx ^ LS^ ouiAxi. 

i=Q』 Xi i=0 

由此，由于函数 / ⑷的可积性 [298,111], 显然当 A 二 max — 0时 p — 0,于是 



现在引进函数 


并利用它把和数 a 写成这样: 


= lim a . 

入 —o 


G ㈤ 



n — 1 


G 


X ^/( A )[ G <> m )- G ( xi )] 


i~0 


或者，最后，除去括号并按另一种方式集项 


n — 1 


G 


^2 - f(xi)] + G(b)f(x 


n—1 


i=l 



x 在区间 [a ， 6] 上变化时，连续函数 G ㈤ [305 ， 11。] 有最小值 m 与最大值 M 


[85]. 因为所有的因式 


f ( xi - i ) - / ㈤ （ 当 i = 1，2, ■ ■.，n — 1时）与 f ( x n ^ i ) 

由于对函数/ ㈤ 所作的假定，都是非负的，所以，分别用 m 与 M 替换 G 的值,我 
们得到两 个数： 

m / ⑷与 M /( a )， 

数^包含在它们之间.作为这个和极限的积分/，显然也包含在同样两数之间，或者 
换一种方式 

I = /i/(a ), 其中 m < /i ^ M 
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但是，根据函数 G ㈤ 的连续性,在区间 [ a ，6] 上可以找到如此的值 使得 p = G (0 
[82]. 在这情形下 

/ = /⑷ G ⑹， 

这就等于公式 （3). 

类似地 ，如果函数 f { x ) 仍然是非负的，并且单调递增，则公式 

rb fb 

j f(x)g(x)dx = f(b) j g(x)dx 

成立 ， 其中 a ^ ^ ^ b , 这些公式通常叫做波内 (0. Bonnet ) 公式.最后， 

14。 如果只保留 f ( x ) 单调性的假£，而不要求它的 非&性 ，则可以 断定： 

^ - — - I 

，厂 6 厂豸 nb 、 

/ f ( x ) g ( x)dx = f ( a ) / g [ x)dx + f ( b ) g ( x ) dx . (4) 

^ a J a J ^ ) 

( a ^ b ) n 

▼ 

实际上，例如设函数/ ㈤ 单调递减；此时，显然差 /㈤ - /⑻ > 0,于是，只要 
把公式 （3) 应用到这个函数上，经过容易的变换后就得到 （4). 

所证明的定理就叫做第二中值定理[比较 304,10°]. 

下面的简单说明可使我们能够赋给它以稍微更一般的形式.如果函数 /( x ) 在 a 
与 6 两点的值 /(a) 与 /(6 )， 用满足条件 


/(> 


丁 




与 




fib 




(如果 


> U/(a + 0) 与 B >/(6-0)( 如果 / 递增) 


的任何两个数 A 与 B 来代替，则不仅积分/的值不变，而且麗 | 寺函 H ㈤ 的单1 


性，于是按照 （4) 的样式，可以 断定: 



特别地, 




f ( x ) g ( x ) dx 




在这里，也像上面一样，彳表示区间 [ a ，6] 中某一数值，但一般说来，它依赖于数 

- -— --- - -- 

A 与 S 的选取. 
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307. 借助于积分和的计算 现在引进计算定积分的一些例子，在计算中把定积 
分直接按照定义当作积分和的极限来看.预先知道了连续函数的积分存在，为了计 
算这个积分，我们可以专从方便着眼来选取区间的分划与（点. 


.96 . 


第九章定积分 


[307] 



= 乃是任意实数，而 A : 是自然数). 

(X 〆 


a 


首先计算积分/ x k dx ( a ^0)^ 把区间 [0 5 a ] 分成 n 个 相等的 部分，而在每个部分区间上， 


0 


如果 a > 0,就对区间的右端点计算函数 W ， 而当 a < 0时，则对左端点计算函数于是积分 
和是 


n 


(7 


n 




k 


a 


n 


a 


fc+i 


k 


+ 2 k + 


4 4 0 


+ n 


k 


n 


k+l 


i 


并且，如果考虑到 33 目例题 14), 


a 


x k dx = lim a a 


fc + 1 


n 


0 


n 


k -\- 1 


由此已经不难得到一般的公式 


b 


b 


a 


x k dx 


a 


0 


0 


b k+1 - a k+1 

^ k + 


2 ) 



6 


a 


x ^ dx(b > a >0, fi 是任意实数). 


在这次我们把区间 [ a . b ] 分成不相等的若干部分，就是在 a 与6间插人 n - 1个几何中项 


换句话说，令 


Q 


Qn 



a 


考虑下列这一串数 


d ) clq^ • ♦ • ， cicf 、 dq n 


我们指出，当 n — oo 时公比 q = q n — 1, 所有差 aq l+1 - aq 1 都小于量 6 (g - 1) 

对左端点计算函数，有 


0 


n— 1 


n— 1 


(7 


n 


^2(aqY(aq 


i + 1 


i\ 

- ag ) 


a^ +1 (q-l)^2(q 


( x + 1 \ i 


i =0 


i = 0 


现在假定 m -1; 于是 


a 


71 


a 


jLt + l 


( q - i ) 



1 


(6 M+1 - a 


qi^+i — 1 


M + l 


Q 


gM+l - 1 


并且，利用已经知道的极限 [rr, 例 5)，( b )]， 我们得到 


b 


x^dx 


lim a 


n 



M+l 

_ Cl 


lim 


Q 


a 


n 


Q 


— ¥ 


1 ^fM+1 — 1 


6 M+1 - a M+1 
M + 


在 M = -1 的情形有 


( Tji —- 一 1) ^ 





并根据另一已知的结果[同上，⑹] 


6 


a 


dx 


x 


lim a 


n 


lim n 


n 


n 



l 


In 6 — In a 


a 
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b . 


a sinxdx . 把区间 [ a , 6] 分割成 n 个相等部分，令 /i 
函数 sin a ;， 而当 a > 6时，则对左端点计算 sim 于是 


b 


a 


n 


5如果 a < b 、 对右端点计算 


n 


(7 


n 


h sin(a 十 i / i ) 


% 


我们要找出等式右端和的简明的表达式，以 2 sin # 乘并除等式右端的和,然后把所有的项表 
示成余弦差的形状，容易得到 


n 


n 


sin (a + ih ) 


1 


这样一来, 


sin ^ 


2 sin(a + ih ) sin ^ 


2 


n 


. h 

sm - z 



COS ( {X + ( 2 — — COS f(2 + f 2 + — I /l 



h 


a 


n 


sin^ 


COS \ d ^ -— 



— cos [ b -jr '― h 


⑴ 


因为当 n 



时 /2 


a 所以 


b 


sin x dx 


a 


h 

lim — 

h — ► 0 4 h 

sm — 


cos I a - h 


/ 


— COS 


[b-^-h 


cos a — cos b . 


类似地，由初等公式 ® 


n 


cos(a + ih ) 


sm I a + 1 n + 2/ y _ Sin l a+ 


l 


2 sin 


h 

2 


出发，容易建立 


b 


cos xdx 


sin b 


sm a 


a 


4) 为要给出一个稍难的例子，考虑通常所谓的泊松 ( S . D . Poisson ) 积分 


⑺ 


7T 


ln(l — 2 r cos x + r 2 )dx 


o 


因为 


( 1 - 


r 


) 2 ^ 1 — 2 r cos x + r 2 , 


①它可以从 （1) 以 a + 兰代替 a 而 得到. 

△ 
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所以，当假定 |r| # 1 时，我们看出，被积函数是连续的，而积分就存在 


把区间 [0,7 r ] 分割成 n 个相等部分，即有 


n 


G 


n 


TT 


n 


ln(l — 2r cos k— + r 2 ) 

k= 1 


7T 


n 


In 


n 


(l +，) 


2 



7T o 

1 — 2r cos k —— h r 

n 


k 


其中是乘积符号.另一方面，从代数学知道分解式® 


n— 3 


z 2n -l 


(z 2 — 1) PJ f 1 — 2z cos 


klT 


n 



z 


2 


/c=l 


当 z = r 时利用这个恒等式，把表示成下面的形状 


(7 


n 


n lr — 


1 



现在设 |r < 1，于是 r 


2n 


0,因而 


7T 


ln(l — 2r cosx + r 2 )dx = lim a 


n 


o . 


0 


n 


如果 


r 


> 1，则把改写成 


7r 1 I r + 1 r 2n — 1 

^ - 111 l r _ ! r 2n 



27T In 


r 


后，我们得到 


2 

ln(l — 2r cos x + r )dx = 2^r In 


r 


o 


读者看到，按和的极限来计算定积分的直接方法，甚至在简单的情形下也需要 
重大的 努力； 因而很少利用它们.在下节中所述的方法是最实用的方法. 


308. 积分学的基本公式在305目中我们见过，对于在区间 h 6] 上连续的函 


数 /( 工)，积分 


X 


<^( x ) 




a 


是原函数.如果 F ( x ) 是函数 f { x ) 的任 何一个原函数 (例如，用上章§1 〜 §4的方法 
所求得的)，则 [263 




F ( x ) + C . 


①在计算1的 2 n 次根的值时，我们有把 2 2n 


分解成线性因式的这样一个分解式 


n—1 


z 2n - 



2 ： — COS 


krr 


n 


i sm 


kix 


n 


k= —n 


这儿 z 是虚数单位.把所有共轭因式收集在一起，我们就得到 - 1等于 


n—1 


卜 2 - 丄 ) n 


Z — cos 


kiv 


n 


ism 


hit 


n 



z — cos 


kir 


n 



ism 


kir 


n 


(之 


2 


n—1 




1 — 2z cos 


krr 


n 


十之 


2 
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容易把常数 C 定出，在这里令: c = a ，因为 ^( a ) = 0,即有 

0 = ^>( a ) = F ( a ) + C , 由此 C 二 — F ( a ). 

最后 

= F ( x ) — F ( a ). 

特别地，当: r = 6时得到 

- [ f ( x)dx = F ( b ) - F ( a ). ( A ) 

J a 

这就是积 分学的基本公式①. 

所以，定积 分的值可表示成任何一个原函数在 X = 6与 x = a 时的二值的差. 

如果把中值定理 [304,9°] 应用到积分上，并记起/ ㈤ = F f { x ), 就得到 


F ( b ) - F ( a ) = f ( c ) • (6 - a) = F ’[ c ) ■ (b ~ a ) (a ^ c ^ b ); 

读者认识这是函数 F ( x ) 的拉格朗日公式 [112]. 可见，借助于基本公式 （ A ) 可建立 
微分中值定理与积分中值定理之间的联系. 

公式 （ A ) 给出计算连续函数 /( z ) 的定积分的一个有效而简单的方法.须知对 
于这些函数的许多简单种类，我们能通过初等函数把原函数表示成有限形状.在这 

些情形下，定积分可按照基本公式直接计算 • 但需注意，右端的差数通常写成符号 

双重替换从 a 到6”)，而公式写成如下的形状. 



例如，我们一下子 得出: 





— COSX 


b 

= cos a — cos &， 

a 



cos xdx = sin a ; = sin & — sin a , 

a 

-这些结果，正是我们在上目中费了很大力气才得到的结果[比较例题 1),2),3)]®. 

① 这里的讨论与我们在 264 目中计算函数尸 (4 与面积 P 时所利用的那些事实完全相似.公式 
( A ) 本身可以由比较況4目与294目的那些结果而容易地得到. 

② 上目中例题 4 )就不能这样简单地解决，因为对应的不定积分不能在有限形状中表示 出来. 
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309. 例题 我们再举一些利用公式 （ A ) 的例子 


4) 


7T 


⑷ 


sin mx sin nxdx 


7T 


sin(m — n)x sin(m + n)x 


m 


n 


m + n 


7T 



(n 7 ^ m 


一 7T 


7T 


⑹ 


sin 2 mxdx 


2 


7T 


X 


sin 2mx 
2m 


7T 


7T. 


参看255, 17)，18).] 


— 7T 


类似地 


7T 


( B ) 


smmx cos nxdx = 0, 


— 7T 


7T 


( r ) 


cos m:r cosnrrda: = 0 或 7T ， 看是否 ？ i 一 m 或 n = m 而定 


7T 


5) 求下列积分的值 （ m ， n 是自然数): 


7T 


( a ) 


T sin(2m — l)x 


dx 


0 


sin x 


⑹ 


7T 

2 


0 


smnx 


sm x 


2 


dx [费耶 ( L . Fejer )] 


提示 （ a ) 在公式⑵中令 a 




0,h 




2 a ; 及 n = m — 1，可以导出 


m — 1 


-+ cos 2ix 


sin(2m 


l)x 


2 sin x 


% 


由此，因为所有单个的项容易按照公式 （ A ) 积分，立即可得到 


7T 

2 \ 


0 


sin(2m — l)x , tt 

- d "= 2 


sin a; 


(6) 从公式 （1)， 令 a = —x、h = 2x 、 求出 


n 


sin (2 m — l)x 


1 — cos 2nx 


smx 


sin 2 nx 


smx 


由此，如果利用上述结果 


6) 计算积分 


其中0 < a y f 3 < 1. 

如果在公式 [283(6*)] 


7T 

~2 


0 


sm nx 
sinx 


2 


dx 


7T 

n 2 


l 


dx 


—a \/l — + a 2 ^1 - 2/3x + (3 2 ， 


dx 


V ax 2 + + c 


\/a 


In 


ax + - + Vcb \/ dx 2 十 + c 


+ C 
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中使 


ax 2 + + c = (1 — 2 ax + o; 2 )(l — 2/3 x + 〆 )， 


那么，微分后，得出 

ax + - = —a(l — 2(3 x + /3 2 ) — (3{\ — 2 ax + a 2 ). 
由此容易推出，当 a ： = 1时，在对数符号下的表达式得到值 


- q( 1 - /3) 2 - /3(1 - Of)。 + 2*y^ Ot(5{\ - Ol)(1 - /5) 

— [y/a(l — P) — — Ct)] 2 = —(\/S — + \J Q；") 2 , 


而当 : r = -1 时，得到值 

这样一来，最后对于所求积分就得到只依赖于乘积 ce /3 的简单的表达式® 


1 I 。 1 + \/ Oi (3 

\/otp n 1 — \/aP 


我们指出，在推导出基本公式时，事实上王必辜 求函弊 jx ) 是 f { x ) 在闭区间 [ a , 6] 上的原 

函数，根据131目的推论，假定 F ( rr ) 是 f ( x ) 在开区间 ( a ， b ) 卫的原函数，而在它的端点上了灵¥ 

〜 __ 

函数 F ( x ) 保持连缭性慈弟 JL 

/画 ■ 1 ■ ■ — ■— _ _ 丨 ■ 


因此，例如，我们有权利写 [268]: 


7) f 二 \ Ja 2 — x 2 dx 


- x \/ a 2 — x 2 


a 


2 



. x 
arcsm — 

a 


a 


7ra 

~2 


2 


虽然在 a ; = ± a 时所求得的原函数的导数的问题还待研究. 


a 


在计算下面的积分时我们会碰到某些 困难: 

i 

TT^ dx (0 <r < 1 )， 



— r 


cos 


因为在 288,13) 中所求得的原函数 


在 x 


: 2 arctg 

土 7 T 时没有意义.可是，极限 



lim F ( x ) = 一 7 r ， 

X — 7T + 0 


lim F { x ) — 7 r 

x 一►冗 一 0 


显然存在，并且如果补充规定 F (- 7 T ) 与 F ( tt ) 恰好等于这些极限，则函数 F ( x ) 在区间的端点上 
不仅是确定的，而且是连续的.因此仍然有 




1 — 2 r cos x -\- r 2 


dx 


F ( x ) = F ( tt ) — F (— tc ) = 2 tt . 

— 7T 


9) 类似地也可计算积分 



dx 

A cos 2 x + 2 B cosx sin x + C sin 2 x 


( AC - B 2 > 0). 



①我们的计算只在时是没有错误的，但容易看出，这结果在 a = /?时也是对的, 
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我们已经有了 [288,10)] 原函数的表达式 




VAC 


B 2 


axctg 


Ctgx + B 


^/AC 




对 — 5 < 工 < 3 是适合的.由此 



dx 

A cos 2 x + 2 B cos xsmx -f C sin 2 x 




号 -o 

- f +0 


7 T 

Vac - b 2 


其中记号 -1 + 0, ^ - 0 象征着取函数 F ( x ) 的对应的极限值的必要性. 

10) 如果在计算积分 



时从形式上计算出来的原函数 


3 x ( x 2 — 1) 
x 4 — 4 x 2 + 1 


3 


arctg 


出发并在这儿以 Z = 0 与 X = 1 替入，则对于积分就可以得到离奇的值 0( 正函数 的积分不可能 
有零值!） _ ■ 

错误在于这个表达式当 z = \/2 - \/3 = xo 时经历一个跳跃点.如果- 地分别从0到 xo 

与从卻到1来计算积分，就可得到正确的结果 




XQ—0 



11) 借助于原函数，容易计算积分 




怎0+0 




0 = arctgx 

+ X 2 


1 

0 


7T 

4 


如果回想一下对应的积分和数趋向于它们，就可以得到，例如，这样一些极限的关 系式: 


lim 

n—^oo 

lim 

n—^oo 


+ + … + =ln2 , 
l l l \ 

+ r ^ T 2^ + '*' + 2 ^y ' n 


7T 

4 


310. 基本公式 的另一 导出法现在把基本公式 （ A ) 在更一般的假定下建立起 
来.设函数 /( W 在区间 [ a ，6] 上是可积的，而在 [ a ，6] 上连续的函数 P ( x ) 在 ( a , b ) 上_ 
处处有导数 /( x ) 

F \ x ) = f ( x ) (3) 

或者甚至只在除有限个点外处处有导数 f ( x ). 

用任意方法把区间 [ a ，6] 用点 


xq = a < xi < X2 < - < Xi < Xi^\ 〈… < x n = b 
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分成若干部分[只需照顾到把所 有那些不满足关系式 （3) 的点都包括到它们中间就 
够，如果有这样的一些点的话]，显然即有 


n — 1 

F(b)-F(a) = Y,[F(^i)~F(x 1 )l 

i=0 

把有限增量的公式应用到记号 E 后面差中的每一个差上去 一 - 对于这个公式 
的应用，所有的条件都是满足的.于是得到 



其中&是某一确定的（虽然对我们来说是未知的） 在而 与\+1之间的 X 值.因为 
对于这个值沪⑹=/⑹，所以我们可以写 


m 


Ha) 


n — 1 




i=0 


在右端得到了函数 / ㈤ 的积分和 a . 我们已假定对于和 a 当 A — 0时，不依赖 
于数&的选取，存在着确定的极限.因此，特别地，保持着（在所指出的这些数的选 
取之下）常数值的这一和也趋于这积分，由此就推出 

F ( b ) — F ( a ) = f f ( x ) dx . 

J a 

在上目中我们曾借助于基本公式计算过定积分.但它也可以被利用在另一方面. 
在基本公式中以 r 代替6,而以 F \ x ) 代替/(4后，可以把它写成下面的形状 





这样，借助于极限步骤（因为定积分是极限)，对给定的导 f (函数 F f ( x ), 原函数 F ( x ) 

就可以“还原，，出来.立仏山4彳 … 





可是，这是假定导数函数不仅直盘，而且依黎曼定义瓦&但这#不是永远都能 


实现的. 









: 


C 




311. 递推公式我们见过,基本公式在适当的条件下， 


下子就给岀定积分的 


值.另一方面，利用它的帮助，不定积分理论中的各种递推公式就可改造成为定积分 
中的类似的公式，而把某一个定积分的计算化成另一个（一般说来较为简单的）定积 
分的计算. 

我们首先指的是分部积分公式 
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与它的推广[ 27 0, （3) 与（ 5 )]，以及局部地建立在它上面的另外 
(6)； 280; 287]. 它们的一般形式是这 样的： 


些递推公式 [271, 


f (X) dx 


W ㈤ 


g { x ) dx . 


⑷ 


如果这一种公式的应用范围是区间 [ a , 6], 则在定积分中的对应公式为 


b 


f ( x)dx 


咖) 


a 


b 


b 


g ( x)dx 


a 


a 


在这里假定函数 /， p 是连续的. 


为了证明起见，把公式（ 4 )中最后一个积分用来表示.于是 


6 


f ( x)dx 


:咖) 


伞( X ): 


a 


p ( x ) 


a 


b 




a 


b 


a 


同时，因为 


b 


g ( x)dx = ^( x ) 


a 


b 


5 


a 


所以我们就得到要证明的公式. 


特别地，分部积分公式现在取如下的形状 


b 


udv 


uv 


a 


b 


b 


vdu . 


a 


a 


而推广公式则变成 这样: 


b 


uv ^ 71 ^ 1 ^ dx 


uv 


(n) 


VLV 


n—1) 


+ 


■ ■參 


+ (-i)V n ) 


V 


a 


b 


+(—l) 


⑸ 


⑹ 


n+1 


a 




a 


在这里函数％〃与所有出现的它们的各级导数仍然都假定是连续的. 

确定出数字之间的关系的公式⑸，原则上比函数参加在内的公式⑷更简 单些; 
如果双重替换等于零，它就会是特別方便的. 


312. 例题 

1) 计算积分 


Jm 


7V 


sin m xdx 、 


fm 


0 


(当 m 为自然数时). 
分部积分，我们得到 


7T 

2 


cos m xdx 


0 


m ■ 

T 


Jrn 


sm 


1 xd (— cos x ) 


m— 1 

sm x cosx 


0 


7T 

2" 


双重替换变为零.以 


sin 2 a : 代替 cos 2 x , 得到 



0 


(m- 1) 


丌 


sm 


~ 2 x cos 2 xdx 


0 


Jra — — 1) Jm — 2 — {jTl — l ) Jm 
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由此得到递推 公式: 


4 = 


依这公式，积分 Jm 依次地化成 Jo 或 Ji . 即当 m = 2 n 时有 


7T 

2 


J 2 


n 


sin 2n xdx 


o 


(2 ?t / 一 l ) (2 ?t / 一 3) ■ • • 3 • 1 
2 n ■ (2 n — 2) ■ • 4 « 2 


7T 


2 5 


如果 m = 2 n + 1，则 


J 2n+1 


7T 

2 


sm 


2n+l 


xdx 


0 


2 n * (2 n — 2) • — 4 ■ 2 
(2 n + l )(2 n - 1) … 3 • 1 


! 


对于也恰好得到同样的一些结果. 

为了把所得到的表达式写得更简明些，可以利用符号 m !!®. 于是可以写 


(m — 1)!! 7r 


7T 


7T 

2 


sin m xdx 


m 1 

cos xdx 


m\\ 


2 


当 m 是偶数时， 


o 


0 


(m 


1 )!! 


V 


m\\ 


当 m 是奇数时. 


⑻ 


2) 证明公式 


(a) 


7T 

2 


cos x cosfm 



2 、 xdx 


) 


0 


⑼ 


77 

2" 


cos m x sin (m 十 2) xdx 


o 


m 



1， 


( B ) 


TT 

2 


sin m x cos(m + 2、 xdx 


. rmr 

sm - 

2 


0 


m 



i ， 


( r ) 


21 

2" 


COS 


• m - 

sm xsm 


m + 2) xdx 


mn 

~Y 


o 


m 



(其中 m 是任何一个整数) 

考虑积分 


7T 

2" 


COS 


m+2 


xcos(m + 2)xdx 


o 


并对它作两次分部积分: 


7T 

2 


COS 


m+2 


x cos(m + 2)xdx 


0 


m 



2 


cos 


m+2 


x sin(m + 2)x — cos 


771+1 


x sin rr cos(m + 2)x] 


7T 

2 


0 


7T 

2" 


+ 


m 



2 


—(m + 1) cos m rr sin 2 x + cos m+2 x 


cos(m + 2) xdx 


o 


® 注意， m !! 表 7 K 不超过 m 而又与 m 有相同的奇偶性的那些自然数的乘积. 
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双重替换变为 0. 在这里就用1 - cos 2 Z 来代替 sin 2 %得到等式 



COS 


m+2 


xcos(m + 2)xdx 



cos m x cos(m + 2)xdx + 



cos 


m+2 


xcosim 



2)xdx^ 


由此就推出 （ a ). 

类似地可建立其余的等式. 

3) 计算（当 n 为自然数时）积分 


7T 

2 


K n 




cos n x sin nxdx，L 


cos n x cos nxdx 


n 


0 


0 


分部积分，即有 


7T 

2 


K n 


cos n ~ 1 x sin x cos nxdx 


n 


o 


如果在等式两端各加以 K n , 那么 5 把右端积分符号下的表达式变形后，容易得到 


2Kn= n + Kn 


或者 

f - Kn-l 

2 \n 

按照这个递推公式就容易得到 



类似地 
4) 求积分 

其中 /c > 0,而 m 为自然数. 

分部积分[比较 271,5)] 




引出递推公式 


Hk,m 


m 

k + 1 


丑 /c,m— 1 ， 


由此就可得到 

这个例子的特殊性在于：在点 z = 0处，两个被积函数与替换符号下的函数的值都是作为当 

2 4+0时的极限值而确定出来. 

- -- - - - ---- 
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5) 按照280目公式（ III )有（认定 p 及 g 是自然数) 


(1 — x) p x q dx 


(1 — x) p x q+1 

p + q + 1 



P 


p + q + 1 


(1 -x) 




x dx y 


当在从 0 到 1 的区间上取定积分时，它给出 


1 


(1 — x) p x q dx 


P 


0 


P + 9 + U 0 


(1 — x) p ^ 1 x q dx. 




逐次应用这个公式，我们得到 


1 


(1 — x) p x q dx 


p(p — 1) …1 


1 


0 


0 + g + i)(p + 分 ) 




(9 + 2 ) 


x q dx 


o 


最后 


1 


(1 — x) p x q dx 


p ! g ! 


o 


(p + g + 1)! 


6) 如果在 2 87目公式（ IV )中，当 m 及^是自然数时取定积分，那么，利用例题 1) 的结果， 
可得到更普遍的公式 



TT 


2 


smx u cos M xdx 



{y — l)!!(/x — 1)!! 7r 

+ 2 

(iy — 1 )!!(// — 1 )!! 

{y + m )- 


(当 M 及 p 是偶数时)， 
(在所有其他情形). 


313. 定积分的换元公式同一基本公式 （ A ) 使我们能够建立定积分符号下的 
换元法则. 

设要求计算积分 J ^ f ( x ) dx ) 其中/ ㈤ 是区间 [ a , 6] 上的_续理数.令 r 二 p ⑴， 
使函数 W ⑴合于条件： 

1) < p { t ) 在某一区间 [ a ^] 上确定且连续，并且当〖在 [^(3} 上变化时^⑷的值 

不越出区间 h 6] 的范围①； — 

2) ( p ( a ) = = b ; 

3 ) 在 [ a ^ p ] 上连_导数存在. 

在这些条件下，公式 ' 



⑼ 


成立. 

由于假定被积函数皆是连续的，于是不仅是这些定积分而且对应于它们的不定 
积分就都存在，那么在公式 （9) 的两侧就都可以利用基本公式.但如果 F ( x ) 是第一 

①可能发生这样的 事情： 函数 /(oO 在比 [ a ,6] 更大的区间 [ A , B ] 上确定且连续，于是只需要求 
< f ( t ) 的值不越出区间 [ AB ] 的范围就够了. 


.108 . 


第九章定积分 


[314] 


个微分 f ( x ) dx 的一个原函数，则函数伞⑷= F (補， 如我们所知道的，就是第二个 
微分/0⑴) 〆 ⑴改的一个原函数[参看 268]. 因此同时有 

[ f ( x、dx = F ( b ) - F ( a ) 

J a 

与 

/ f {^{ t ))( p \ t)dt — 少 (/?) - 少 (a) = F (( p ( P )) - F (( p ( a ) Y = F ( b ) - F ( a ), 

J Ct 

由此就推出要证明的等式. ’ 

附注我们指出公式 （9) 的一个重要的特性.在利用换元法计算不定积分的那 

个时候，我们得到了用变量 t 表示出来的所求函数以后，应当变回到旧有的变量: r ; 

这儿却不需要这样•如果（ 9 )中的第二个积分计算出来了，这乃是一个数目，那么第 
一个积分自然也就计算岀来了. 
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或 


7T 


xsmx 


7T 


0 


+ cos 2 X 


dx 


sin t 


7T 


7T 


0 


1 + cos 2 1 


dt — 


t smt 


o 


+ cos 2 


dt 


把最后一个积分（在此积分中仍用 $ 代换^移至等号左边，得到 



a : sin x 
1 十 cos 2 x 


doc —■ 



sin t 

1 + cos 2 1 


dt = 一 


7T 


— arctg(cos t ) 

JLi 


7T 


0 


7T 


2 


4 


丨参看后面的 11)， 在那里，这个例子得到了推广」 

5) 计算积分 J = I 1 ‘ 

1 十 f 

替换 : c = tgp €其中 (P 从 0 变到把积分变成// ln ( l 十 tgcp)dcp. 但 


1 + tg(p = 



COS if 



于是 



TT 、 八 

— In 2 




In sin 



In cos < pd < p . 


因为两个积分相等（例如，用替换# = $ - 也并且功从 
一个积分)，所以最后 

J = ^ln2. 

8 


J 变到0,就可以把第二个积分化成第 

TC 


我们指出，积分 
6) 现在建立 


也有相同的值 5 这容易用分部积分法证明. 

0 1 十 



arctgx 

x 


dx 



提示 作替换 

7) 把一个积分变形成另一个积分 



—1 cos ( p ) n d<p 



_ d 9 _ 

(x — \/ x 2 — 1 cos ^) n+1 


认定 2 >1 并且 n 是自然数. 

这可按公式 

(x + \ J X 2 — \ cos ( p)(x — \/ x 2 — 1 cos 6) = i 

用变换变量的方法来作到.由此 


COSif 


— \/ x 2 — 1 + X cos 0 

X — yjx 2 — I COS 6 


其中右端表达式的绝对值不超过1，而且对于区间 [0,7T] 上的每一个0都在同一区间上有某一个 
( p 与它单值地相对应.当0 = 0或 7 T 时也有 P = 0或 7 T . 我们有 

,_ sin OdO 

sm (facp = -——:- — , 

(x — \/x 2 — lcos 沒) 2 
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而因为 


sirup 


sm 



x 


— yx^ 


1 cos 0 




所以 


dip 


dO 


x — yx 2 ~ 1 cosO 


于是最后得到 


(x + \/ x 2 — 1 cos (p) n d<p 


dO 


由此就推出所要求的等式. 


(x — \/x 2 ~ 1 cos 6) n ~^ 1 


[我们指出，两个积分（只相差一因子 7 T ) 都表示第 n 个勒让德多项式 X n ( rr ),118,6).] 
8 )对于任何在区间 [0, a ]( a >0) 上连续的函数 f ( x ), 永远有 


a 


a 


f (x) dx 


f(a — t)dt 


0 


0 


(作替换 
有 


X 


0). 特别地，因为 cosrr = sin ^- x ), 所以对任何连续函数 F ( u ), 


7T 

2 


F { smx)dx 




F ( cosx)dx 


0 


0 


9) 设 /( o ;) 在对称区间 [-a,a](a > 0) 上连续 • 此时在 偶函数 的情形 [99,25) 


a 


a 


f (X) dx 




2 


f(x)dx, 


a 


0 


而在奇函数的情形 


a 


f(x)dx 




0. 


a 


在两种情形中积分 /! a 都可表示成两个积分的和 f °_ a +/;的形状，并且应用替换$二一 


于它们中的第一个. 

10) 设有周期为 w 的连续周期函数 f(x )， 于是对任何 
周期 a ; 的任何一个区间上，这个函数的积分有同样的值 


/(rr + a ;) = f(x). 此时在长度等于 




UJ 


f(x)dx 


f(x)dx 


a 


0 


为要证明，我们分解 







U) 






UJ 


，并且把替换 X = t CJ 应用到右端第三个积 


分上，可看出，它与第一个积分只相差一个符号. 


11) 证明 


7T 


xf(smx)dx 


0 


7 T 

2 


7T 


f(sin^)dx } 


0 


其中 /( U ) 是任何一个在区间[0, 1] 上的连续函数. 


提示 利用替换 : C 
12) 证明 


TT — 


2n 


(p(a cos 0 + b sin 0)d0 




2 


o 


cp(\/a 2 + b 2 cos X)d\ } 


o 


其中是任何一个对于 | ii | < Va 2 + b 2 连续的函数. 
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由关系式 


a 


cos a 


y a 2 + b 2 


,smo ； 


b 


\! o ? + b 2 


定出 a 后，我们有 


a cos 0 + 6 sin 汐 = y a 2 + 6 2 cos (沒 一 o ；) 


由于 10) 可以写 


27T 


a+7r 


ip(a cos 0 + bsin 0) d 0 




( p ( ya 2 + b 2 cos (0 — a )) d 0 


o 


a 


或者，如果令 = A 并且用 9)， 


丌 


TT 


( p (\/ a 2 + b 2 cos \) d \ 


2 


^(\A 


2 



6 2 cos \) d \ 


— 7T 


0 


13) 证明 


m m 
2 


■ g ( sin 2 ii ) cos udu 


r ■ 
2 


g ( cos 2 v ) cosvdv , 


0 


0 


其中 〆 Z ) 是 2： 在区间 [0, 1] 上的任何一个连续函数. 

把第一个积分表示成两个积分的和的形状 




的第二个也引到区间 


0, 


丌 

4 J 


f !， 



7T 



-- U 把它们中 


上，就得到 


夕 (sin 2 ii)(cos u + sin u ) du . 


0 


在这里我们从关系式 


sin 2 u 


cos 2 v 


出发来作 换元； 廳从；减少到0与以从0增加到5樹应■取微分 


cos 2 u du = — sin 衫 cos w dv \ 


考虑到 


cos 2 u 


\/1 — sin 2 2 u = \/1 — cos 4 v = sin v\J 1 + cos 2 


v 


及 


+ cos 2 v = 1 + 2 si 


smu cosu 


sin^u + cos u ) 2 ^ 


最后得出: 


sin it + cos u)du = — cos vdv . 


现在已经不难得到所要求的结果了 

14) 最后我们回到泊松积分 


7Z 


J ( r ) 


ln(l — 2 r cosx + r 2 )dx 




0 


比较 307,4)]. 我们已经知道，当 | r | ¥ 1 时被积函数连续且积分存在.我们现在利用一个巧妙方 
法重新把它计算一下，在这方法中换元起着重要的作用. 
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预先指出，由显然的不等式 


(1 — |r|) 2 < 1 — 2r cos x + r 2 < (1 + 


r 


2 


取对数，然后从0到 7 T 积分，得到（当 


r 


< 1时) 


2tt ln(l — |r |) 彡 /(r*) < 27T ln(l + |r|) 


由此显见，当 r — 0 时也有 /( r ) 


0. 


现在考虑积分 


7T 


/(— r 


ln(l + 2r cos x + r 2 )dx 


o 


如果在这个积分中令 rc = 7 T _ 并且 t 从 7 T 变到0,那么就出现 


0 


7T 


1(—r 


ln(l + 2r cos ( 丌 —t) + r 2 )d(7r — t) 


ln(l — 2r cost + r 2 )dt Hr) 


7T 


0 


在这种情形中 


rr 


21 (r) = I(r) + 1(—r 


ln[(l — 2r cos x + r 2 )(l + 2r cos x + r z )]dx 


2 


0 


或者 


7T 


2 J ( r ) 二 


ln(l — 2r 2 cos 2x + r^)dx 


0 


令 z i (其中 t 从 0 变到 2 7 T ), 得到 


2tt 


7T 


2tt 


2 J ( r ) 


2 


2 j ln(l -2r"cos t + r 4 )dt = ^ I +- 

0 ^ 0 ^ 7T 


所得到的积分中的最后一个积分用替换 


27 T - U 可（其中 U 从 7 T 变到 0) 化成第一个积 


分，于是我们得到 


2/(r) 




由此 


Hr ) 


I(r 


2 


在这里以 r 2 代替 r *， 如此下去，容易得出普遍公式 


J(r) 


2 n 


JO 2 


n 


(n = 1 ， 2, • • •）. 


现在设 
以应当恒有 


r 


< 1,于是当 n — oo 时 r 2 " — 0;同时因为（按照开始时的说明 ) J ( r 2 


n 


0,所 


Hr ) 




0当 


r 


< 1时‘ 


现在当 


r 


> 1时容易计算这个积分.实际上 


1 


2r cos x + r 


2 


r 2 f 1 — 2 — cosx + -1 


r 


r 


2 


因而 


ln(l — 2r cos x + r 


2 


2 In 


T 


+ In [ 1 — 2 ■ - cos rr 

r 


r 


2 
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于是，从0到 7T 积分，即有 


Hr ) 




2 tt In \r\ + I 



但是，按照上述 J 



= 0;因而当 r > 1时有 


J ( r ) 




2 tt In 


r 


我们在 307 目中也得到同样的结果. 


315. 高斯公式、蓝登变换 还是作为换元法的一个例子，我们考虑高斯 ( C . F . Gauss ) 为了 


变换积分 


7T 

T 


G 


dip 


0 


a 2 cos 2 ip 十 b 2 sin 2 ip 


a > b > 0) 


的形状所建立的著名的公式 

这里令 


sin (p 


2a sin 



(a + 6 ) + (a — 6 ) sin 2 0 5 


7T 


容易看出，当 0 从 0 变到4时#也在同一范围内增加.取微分 

--— W - 1 -- 


cos ( pd(p 


2a 


(<x + 6 ) _ ( o / _ b) sin 
[(a + 6 ) + (a — 6 ) sin " 


2 




2 


cos Od0 


但是 


COS Lp = 


〜 b ) 2 — (a — 6) 2 sin 2 0 
(a + 6) + (a — 6) sin 2 6 


COS 


于是 


2 


d (^> 


2a 


(a 6) 一 (cl 一 6) sin 

2 


de 


(a + 6 ) + (a — b) sin 6 y/( a + b) 2 — (a — b) 2 sin 


2 





另一方面 


\Ja 2 cos 2 (p + b 2 sin 2 cp = a ( a + ^) ( a _ 


因而最后 


dip 


(a + 6 ) + (a — b) sin 

de 


2 


2 




o? cos 2 <p b 2 sin 2 99 



a -\- b 
2 


2 


cos 2 0 + ab sin 


2 



如果令 


CL + 


5 


61 


\/^， 则 


7T 

2 


G 


d(f 


7T 


dB 


0 


a / a 2 cos 2 (p b 2 sin 2 p Jo Wa\ cos 2 6 - sin 2 0 


这就是局斯 公式. 

反复应用这个变换，我们得到 


7T 

2 


G 


d(f 


0 


\Jan cos 2 (/? + 6n sin 2 


(n 


1，2,3, 


* 蠢 


)， 


其中整序变量 a n 、 b n 由递推关系式 


a 


^n — 1 b n 


n 


2 


bn 




\T a 


n —1 


bn — 
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定出.我们已经知道 [35,3)], 这两个整序变量趋于某一公共极限// 
与 6 的“算术几何中值”.从易于得到的不等式 


我们把它叫做数 a 


7T ^ TT 

~— 〈 G 〈 ~, 

2t)r5. 




n 


n 


取极限，现在得到 


7 T 


丌 


c = 由此 m ( ^ 6)== 2 g 


这样 一来， 数 G 与 M 中的每一个都可以用另一个直接表出.例如 ， 要计算积分 


w ^ 

T 


G 


de 


1 + cos 2 


7T 

2 



dO 


I 

2 cos 2 9 + sin 



这里 a 


y /2, 


，前述的整序变量 a n 与 6n 很快地趋于 M 


CL4 


与 



1.198 140, M 可以令其等于这个数.于是我们近似得到 


G 


7 T 

2/i 


■二 1.311 028 8 


反之，积分 G 可归结到第一类全 ® 椭圆积分: 




2 


a 



a 


d(p 


- b 2 


K 


62 


a 


a 


a 


sm cp 


且可以容易地按照椭圆积分表计算.现在考虑第一类全椭圆积分 


K ㈦ 




dip 


k 2 sin 2 cp 


在模的任何值下它可从 G 当 a 
全椭圆积分上，我们首先计算 


1及 b 


k 2 


k ! 时得出.想把高斯公式应用到第一类 


辽1 


1 + 


k 2 







2 


h 


a 


1 


ai 



2 

k f 


M 




ai 


1 + fci ， 


于是 






o \/l — k 2 sin 2 


(1 + k±) 




do 


9 


\ — k \ sin 2 6 


或者 


K ㈦ 




(1 十 


这个与高斯公式相当的 公式， 实际上在高斯以前就得到了，而且是所谓的蓝登 ( Landen ) 变换 


的特殊情形. 


7T 


①勒让德积分 F ( fc ， w ) 与 E ( A :， w ) [293,305] 当 W 3 时叫做全积分：在这情形时，在它们的记 
号中通常没有第二个自变量，因而简单写作 K ( fc )， E ( fc ). 对于全积分有一些特别的积分值表. 
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逐次应用这个公式，我们得到 


K ㈦ 




(l + fc 1 )(l + /c 2 )---(l + fc n )K(/c n ) 


其中数列^由 


kn 






1 + v 1 




归纳地定出，于是0 < fc n < 1及 A: n < kl _ u 这就可保证当 


n 



时迅速地趋于 0. 同时 


0 < K ( k n ) - 


7 T 

2 


T 


d<p 


0 


\/l — si 


sin 2 (p 


7 T 

2 


号 1 - 0 — 蛣 si 


0 


\/l — fcn si 




sm 2 (p 


2 


V\-kl 


由此当 n — oo 时， K ( k n ) 


7 T 


> 


2 


，因而，最后， 


K ㈦ 


7 T 

2 


lim (1 + ki)(l + fe ) … （1 + k n ). 


n 


积分 K ( k ) 的近似计算就以此为根据，当 n 充分大时，简直认为它是 等于: 


7 T 


K(fc) = 5(1 + A ； i)(l + 如 ）… （1 + /c n )‘ 


316. 换元公式 的另一 导出法 现在我们把假定条件改变一下而给出公式 (9) 的 
另一导出法. 

首先（而这是最重要的）我们不假定函数/(4是连续的，而只假定但 
从函数 w ⑴那里我们补充 要求： 当 i 从 a 变到时它从值 a 到值 


b 







为明确起见;设 a < 6及 a < A 于是函数 w ⑴单调递增 
借助于点 


cy = to < t \ < < …< ti < < • • _ < t n = 0 

任意分区间 [ a ，6] 成若干部分；如果令 a = = 0,1,2,…， n )， 则同时就有 

a = xq < xi < X2 < - < < x^i < - • < x n = 6. 

如果长度 = h +1 - k 中最大的一个（用 A 表示它）趋于零，那么，由于函数 

工= W ⑷的（一致）连续性，长度 △& = 而 +1 —Xi = - ( p ( U ) 中最大的一个同 

样也趋于零[参看 87]. 

现在在每一个区间 [ t u t i+l ] 上任取一数并作 （9) 中第二个积分的积分和 
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令& = ^(^),于是 Xi d < X i+1 . 如果在区间 [ti,t i+1 ] 上把有限增量公式应用 
到函数 W ⑴上去，就得到 

△ 工 i = 工 i+1 — = ) — 二 if) {t 

其中也有 U <Ti < ^+1，但 A (对我们来说是未知的）通常与随意所取的值％是不 
同的.同时对于 （9) 中第一个积分的积分和 

z 

现在可赋予下面的形状 

^ L /0( 八 ))〆 ㈤ △“• 

j 

I 

当 A — 0时，显然这个和的极限就是积分 / a b f ( x)dx . 为要证明和 a 也趋于这极 
限，只要证明差 <7-万 趋于零就够了. 

给定任意数 e > 0,由于函数 〆 ⑴的（一致）连续性，可以找到如此的 J > 0,使 
得当 A < 6时，不等式 

^\n) ~(f / (r l )\ < e 

成立[参看87目推论].于是 

—司彡 Y 1 1/(^(^))11^(^) - < L ((3 - a ) e , 

如果用 L 表示 \ f ( x )\ 的上界而用 (3 — a 代替和乙的话. 

现在很清楚，当 A — 0时和 a 趋于极限 ! h J { x ) dx , 而这就是说，积分 
f _ (/⑴也存在并且公式 （9) 成立.证明已完 全了. 

附注我们特别 强调： 根据所证明的结果，在314目内例题 8),9),10) 中所建立 
的那些简单而常常有用的公式，现可推广到任何可积函数 /( z ) 的情形上去了. 


§4. 定积分的一些应用 


317. 沃利斯公式从 312 目中 的公式 （ S ) 容易推出著名的 沃利斯 （ J . Wallis ) 公式 


假定0 < a ; < 



2 


即有不等式 


sin 2n+1 x < sin 2n x < sin 2n_1 x. 


在从 0 到兰的区间上积分这些不等式 



sin 


2n+l 


xdx < 



sin 2n xdx < 



[ 318 ] 


. 定积分的 一 些应用 


117 


由此，由于（8)，得出 


2 n !! ^ (2 n - l )!!7 r ^ (2 n - 2)!! 

(2 n + l )!! < —2^!! —2〈 (2 n - 1)!! 


或 


2 n !! 


2 n !! I 2 1 ^ 7 T ^ T 2 n \\ ] 2 1 

(2 n - 1)!!J 2 n + 1 < 2 < [(2n - 1)!!J 2^ 


因为在两极端表达式之间的差 


1 r 2 n \\ 
2 n (2 n + 1) [(2 n - l )\\ 


1 7T 

< a 


7T 


显然当 n ^ oo 时趋于零，所以|是它们的公共极限.因此 


7 T 

2 


lim 


n 


2 n !! 


(2n-l)H 


+ 1 


或 


IT 

2 


lim 


2 * 2 * 4 * 4 * 2,71 * 2,71 


n—>oo 1 • 3 • 3 _ 5 • • • (2 n — 1) • (2 n 



1 ) 


这就是沃利斯公式.作为第一个把数 7 T 表示成容易计算的有理数列的极限的形状，它有着历 
史上的兴趣.在理论上的研究中现在也利用它[例如，参看 406]. 对于数 7 T 近似值的计算，现在 
有快得多的方法来达到目的 [410]. 


318. 带余项的泰勒公式 45) 在推广分部积分公式 (7) [311] 中，令 v 




(6 - x ) n . 此时 


V 


f = ~ n{b — x ) 


n—1 // 




V 


(n) 


- 1 ) 


n 


n 


( n - 1) 


n(n — 1)(6 — x ) 

.= o ; 


Tb 一 2 


当 a ; : 
/ 〃⑷ 


b 时所有函数 …， v 
• • ;改写 （7) 成下面的形状 


71 — 


1) 都变成零. 对％ 


// 


利用函数记号 


n \ 


0 :( — 1 广 [ n !/(6) - n \ f ( a ) - n \ f ( a ){ b - a )- ^ f \ a ){ b - a ) 2 - f ㈤ ⑷ ( b - a ) 


n 


+(— i ) 


n 十 1 



^ n +1 \ x)(b — x) n dx 


由此得到带定积分形状的佘项的泰勒公式 


m 


/⑷ 



/’⑷ 


1 ! 


(6 — a ) + 


r ⑷ 

2 ! 


(b — a ) 2 + 



严)⑷ 


n ! 


( b - a) n -h 


n \ 



{ n + l \ x )( b - x) n dx 


仍用 124 


r^j 


126 目的记号，在这儿用 a ; 代替 b ， xo 代替 a : 


f ( x ) 




fM 


(n) 




； (^ o ) 

1 ! 


(x - Xo) 




// 


㈣ 


2 ! 


X - Xo) 





(rro) 


n ! 


(: r — xo) n H -: 

nn l 



(n+l) (t)(x~t) n dt 


怎 0 


45 ) 在本目中遇到的所有函数都假定是连续的, 
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与124及126目中研究过的余项表达式 不同， 这个新的余项表达式中并不包含任何的未知数. 

从这个表达式,我们还可以导出我们已经熟悉的余项公式.例如，利用被积函数的因式 (x~t) n 
不改变符号，可以把 [304,10°] 推广中值定理应用到最后的积分上去 

^ 厂/ ㈣ )⑷ 士广 +1 ) ( c ) f X ( x - trdt =^^-( x - xo ) n+ \ 

■ J XQ • ^ XQ 、 ) • 

其中 c 包含在区间 [ xo , a :] \ H . 这样我们重新得到了拉格朗日余项公式. 


319 .数 e 的超越性第 311目的公式⑺还可以作为证明一个对于数 e 极著名的 埃尔米 
特定 理的出发点. 

所有的实数（一般地复数也是）可以分成两类——代数数与超越数. 一 个数，如果它是一个 
带有有理系数的（显然，不减普遍性，可以把这些系数认为是整数 .） 代数方程的根,就 叫做代 数数; 
在相反的情形下的数 叫做超越数. 

11 

任何一个有理数，或者用有理数开根号来表示的无理数，可以作为代数数的例子：数是 

方程 17 a : + 11 = 0的根，而数 \/l + \/2 是方程 a; 6 — 3 a： 4 + 3 rr 2 — 3 = 0 的根，等等. 

埃尔米特确定了 e 是超越数 ®. 我们就来证明这个定理. 

假定 e 是方程 

co + cie + C2e 2 H - 4 - Cme 171 = 0 (1) 


的根，其中所有系数都是整数. 

在311目公式⑺中设 u = f(x ) 是任意 n 次多项式，而= (- l ) n +1 e _ x ; 此时，如果取 

a = 0 ,因为 /^ +1 )( rr )=0 , 这个公式就取形状： 


为简便起见，令 



由此有 

广 b I 

e 6 F (0) = F ( b ) + e b f(x)e~ x dx. ‘ 

Jo 

在这里依次取 & = 0，1,2, •…， m ; 以 c 0 ， c ； i , ♦…， Cm 分别乘所得的等式并相加起来，由于⑴， 
得到最后的等式 


0 = coF(O) + ciF(l) + …+ CmF(m) + ^ de % / f(x)e~ x dx ) (2) 

1=0 J Q 

注意这个等式对任何多项式 f ( x ) 应当成立.现在我们要证,这个多项式可以如此选取，使得等式 
(2) 成为不 可能； 以此证明定理. 

为了这个目的，令 



①随后 林德曼 ( F . Lindemarm ) 证明了数冗的超越性，由此首先确立了自古以来著名的化圆为方 
问题的不可解性. 
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其中 p 是大于 m 与 | c 0 | 的素数.这个多项式的 p 阶及 p 阶以上的导数有整系数并且这些系数被 
V 整除；这可由 P 个连贯的自然数的乘积被 p ! 整除直接推 出①. 因此在 z 的任何整数值下所有这 
些导数的值都是整数，而且是 p 的倍数.因为当 o : = 1 ， 2 , . …， m 时多项式 f ( x ) 与它的前 p - 1 
阶导数变为零，所以 F ( l ), 尸( 2 ), ... ， F ( m ) 是一个整数的 p 倍. 

F ( 0 ) 却是另外一种情形.当 z = 0 时多项式 f ( x ) 只有 p -2 个导数变为零，于是 

no) = /( p — ” ⑼+ /㈤ (0) 十 … 


所有从第二项开始的那些项，如我们所知，都是 p 的整数 倍数； 但 户 4(0) = [(- l ) m m!] p ,而 

F ⑼ 就随着它而不被 p 所整除，又因在对 p 所作的假定下 c 0 不能被 p 所整除，所以得到 结论: 
在等式 （ 2 ) 右端的前一个和数是不被 p 所整除的整数，因此显然不等于零. 

现在来讨论等式 （ 2 ) 中的第二个和数，在区间 [ 0 ， m ] 上，显然 


1/㈤ I < 


0 


1 )! 


m p ~ 1 m p m p 


m 


mp 十 1 


( p - i ) ! 


因此 


f ( x ) e— x dx 


0 


< 


m 


mp+p—l 


0 - 1 )! 


e~ x dx < 


m 


rnp+p — l 


0 


( p - l )! ， 


并且，如果用 C 表亦和数 I Co 



Cl 



C 2 + 




5 



Cie 


f [ x)e 一 X dx 


i = 0 


0 


<Ce 


m 


mp+p — 1 


(p- 1)! 


Ce 


m 


(m 


m + 1 \p —1 


( p - 1 )! 


但我们知道 [35.1)]. 最后的因式当 p 



时趋于零，于是在 （ 2 ) 中的第二个和当 p 充分大时②， 


绝对值将比第一个和 为小. 在这样的情形下，它们的和不可能等于零，我们就得到了矛盾. 


320. 勒让德多项式现在提出一个问题——找这样一个 n 次多项式 X n ( x ), 使得 对任何 
次数低于 n 、 的多项式 Q ( x ), 等式 



X n ( x ) Q ( x)dx = 0 


( 3 ) 


被满足，其中 a 与 6 是随意的，但是固定的数. 

每一个 n 次多项式 X n { x ) 可以看作某一个 2n 次的多项式 R ( x ) 的第 n 阶导数，而 R ( x ) 可 

从 X n ( a :) 继续作 n 次积分得到.如果在每个积分下这样选取随意常数，使得当 x = a 时积分变 
成零 5 则多项式 R ( x ) 还满足条件 


R ( a ) = 0, ( a ) = 0,…， ( a ) = 0. 


⑷ 


‘所以，我们的问题就归结为寻求这样的一个 2n 次多项式 R ( x ), 使得对于任何次数低于 n 的 
多项式 Q ( x ) 

/ R ^ n \ x ) Q ( x)dx = 0 ( 5 ) 

J a 

①译 者注： 注意 ri{n-l){n-2)^{n- V + l) = ^ 

⑦译者注：我们有任意大的素因为如若不然的话，则素数只能有有限个 :P1 ， P2 ，...， Pfc; 除此 
而外，别无素数.但是 P1P2 … Pk + 1 显然是一个异于 Pl ， P2 , …， P / c 的素数，乃生矛盾. 
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并且除此之外，等式 （4) 被满足.但依311目公式 （7), 如果在其中以 n - 1代替 n , 


b 


R ( " n \x)Q{x)dx— [Q(x)J?^ n_1 ^(x) — Q f (x)R^ n ~~ 2 \x) + … 


a 


土 Q 


(n_i) 


(x)R(x)[ 


b 


b 




Q( n ) (x)R(x)dx ) 


a 


a 


如果注意 （4)， 及 Q^\x)=0, 则条件⑸化为下面的形状 


Q(b)R (n 一 ”(b) - Q / (6)^ (n_2) (6) + • •♦土 Q (n ~ 1} (b)R(b) 


0 . 


⑹ 


由于 n - 1 次多项式 Q(x) 的完全随意性，这个多项式以及它的逐次导数当 rr = &时的值 


鳴 


，Q 


(n-l) 


(b) 可以看作是随意的数 ， 此时条件 （ 6 ) 就与下列条件 等价: 


m 


0 ,^( 6 ) = 0 ,… } R (n - l) (b) 


0 . 


⑺ 


从（ 4 )与（ 7 )看出，多项式 R ( x ) 应当以 a 与 6 为 n 重根，而因此，只可能与乘积 
(x- a) n (x-b) n 相差一个常数因子.这样，最后 


X n (x) 


d n 


Cn 


dx n 


■_(x-anx-bn 


特别地，如果取 a = - 1 与 6 = + 1 ，就得到我们已经熟知的勒让德多项式 


d n (x 2 -l) 


X n (x) 


Cn 


n 


dx 


n 


在前面我们约定丨 118,6 儿用 P n ( x ) 表示勒让德多项式，如果常数 Cn 这样 选择 : C 


1 


n 


1 


2 n nl 


(2n)!! 


则 P n (l) = l , P n (- l ) = (_ l ) n 通常还令 Po(x) = L 多项式 P n (x) 所有的项的指数都 


与 n 有相同的奇偶性.最高次项的系数显然是 


2n(2n — 1) 


4 A 


n+l) 


2n\\ 


(2n — 1)!! 
n! 


按照勒让德多项式定义 5 永远有 


1 


Pn(x)Q(x)dx 



⑻ 


不管 Q(x) 是次数低于 n 的怎样的多项式.特别地，如果 n 与 m 是两个不相等的非负整数，则 


1 


P n (x)Pm(x)dx 


0 


⑼ 


— 1 


我们要找出积分 Pn ( x ) dx 的值；它与积分 


<T{x 2 - l) n d n (x z - 1) 


m2 


71 


dx 


n 


dx n 


dx 所不同的只是 


因子 c 


2 

n 


(2n!!) 


2 


• 如果重新把 311 目的公式 （7) 应用到后面这个积分上，以 n - 1代替 n 并令 


U 


d n (x 


2 


1 ) 


n 


dx 


V 


n 



2 


1 广， 
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则它可化为积分 



(所有积分外的项都消失了，因为函数 z ; 与它的所有前 n - 1阶导数当 x = 士1时变成 0 ). 在这 
儿令 ;r = sinM 参看 314,2)], 得到 



2 n \\ 

(2 n + 1)!! 


十 1 


((2 n )!!) 2 , 


于是最后 



2 

1 



末了，利用勒让德多项式的特性，导出联系着三个相连贯的勒让德多项式的递推关系式. 

预先指出，乘幂，可以表示成带常数系数的 , Pn 的线性齐次函数的 形状； 于是 
对于任何 n 次多项式同样是对的.所以 


xP n = ao*Pn + l + CLl Pn 4- 1 + O^P n —2 + • • • ， 

■ 

其中 a 0 , ai , a 2 ,-- - 是常数系数.容易确定 a 3 = a 4 = • ■ ■ = 0. 例如，为要定出 a 3 , 我们以 P n _ 2 
乘这个等式两端并从 -1 到十1积分 




P n ^r\Pn-2dx + ai y* P n P n - 2 dx 



1 户 n —2^( 工 + <13 




由于 （8) 与 （9)， 所有的积分，除一个外，都是零，我们就得到 

az J Pn-2dx = 0,由此 a 3 = 0. 


系数 ai 也等于零，因为等式左端完全不包含带 X "的项.为了确定知，我们使等式两端的 x" +1 


的系数相等 


(2 n - 1)!! 
n ! 


ClQ 


(2 n + l )!! 
n + 1)! ’ 


由此 


n 


CLQ 



2n + 1 


最后，为要找出 a2 , 使等式两端当 x — I 时相等: 


do + a 2 , 于是 


CL 2 


1 - ao 


n 


2 n + 1 


把所求得的系数的值代人原式，最后得到 


(Tl + l )_ P n +i — （271 + l ) xP n + ThP n 一 1 


0 . 


( 11 ) 


这就是所要求的递推关系式，它使我们能够从凡=1与巧= x 出发依次找出勒让德多项式 


3 x 2 — x 

~~2^ 


P 2 


，幵 


5 x 


3 


3 x 


2 


，朽 


35 a : 


30 x 2 + 3 


8 
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321. 积分不等式 在133目与144目曾讲过一系列有关和式的不等式，现在指出，对于 
积分可以建立类似的不等式，此处所考虑的函数都将假定是可积的.① 

1) 在133目，我们有不等式 （4), 它可改写为： 


6 



In 


Pi 




^2piai 
E 朽 


考虑在区间 M ] 内的正函数 p ⑷与 ip ( x ), 用点 



a = xo < xi < - • < Xi < Xi + i 〈… < x n = b 

把区间 [ a , 6] 分成具有长度 △仏二 x i+1 - x , 的一些部分，现在在所写出的不等式中令= 
p ( xi ) - Axi.ai = ( p ( xi ); 得到 

p(a^)-ln ip^x^'Axi 

p ^ Pi ( 工 _ <1^ i)(p(xi)Axi 

、 X ： p(^)Ax, - 

在这里所有的和都具有 积分和 的形式并且当 — 0 时趋于相应的积分，这样一来，在取极限后, 
我便得到不等式 （12) 的“积分类似 物”： 


e 



p{x) In <p(x)dx 



p(x)dx 



特别地，当 p ( rr ) 三 1 时> 将有: 



表达式右边称为函数 ip ( x ) 在区间 [ a , 6] 内的值的算术中项，而表达式左边——是其几何中项. 

2) 现在我们来导出柯 西-赫尔德不等式与闵可夫斯基不等式 的积分类似物 [133,(5) 与 （7)]: 




a 




( E^l 


k 


(13) 


及 


I y ^ y ( ai + 


1 


/cl 




7c 



k ^ i 


(14) 



k , k ; > 


1； k + 


k 


/ 


i 



设在区间 [ a , 6] 内给定正函数与 0( x ); 如同前面那样 用点心 对这个区间作分划，在 （13) 中 
令 

1 丄 

CH = ip(Xi) • Axf , bi = 少 (Xi) • △ W ， 


而在 (14) 中令 

丄 1 

ai — (p(xi) * Ax t k 、 bi = ijj(Xi) • Axf. 

©从这个假设已可推出其他在后面所遇到的函数的可 积性: 为了说明这 一点， 只需引月 299 目 
II 及 300 目的 4), 


[ 322 ] 


§ 5 . 积分的近似计算 


■ 123 * 


于是有 


^2<p(x i )^(x i )Ax l ^ {^( 咖)广 • Axi}^ - \^2(7p( Xi )) k， * Axi 




及 


{^(<^(xi)+^(^i)) fc ■Ax l y ^ {^(<^( 


1 




• Axi 



+ 


\y^^(xj)) k - Ax 



令 △& -> 0 取极限，最后得 


b 


ip • Tpdx ^ 


a 



b 


( f k dx 




b 


/ 



j 


dx 


(13*) 


a 


及 


b 


N 


1 


((f + 'ip^dx 



a 






b 


l 



b 


ip k dx 



^ p k dx 



1 



a 


j 


(14*) 


注意当 A / 


k 


2 



b 


if ， Tpdx ^ 


a 



b 


( p 2 d 



a 



b 


ip 2 dx 


(130 


a 


及 



6 


[(p + ^] 2 dx ^ 


a 



b 


( p 2 dx + 


a 



b 


^ dx . 


(14，) 


a 


此二式中的第一个属于布尼亚科夫斯基，第二个经二次方后很容易归结到第一式 
3) 最后转而研究詹森不等式 [144,(12*)1: 



^2PiXj 




Pif ( Xi ) 





(15) 


在这里假设函数 f ( x ) 在某个区间1内是凸函数， 仏是 Y 内 的点; Pi 是正数.设在某个区间 [ a , 6] 
内给定函数 if ( x ) y 其值含于； t . 内，且函数 p ( x ) 是正的.现在令: Ti 表示区间 [ a ，6] 的分点；先前 

在 （15) 中的: Ei 用 ( p ( xi ) 代替，而巧用 pi ( x ) Axi 代替 • 如同上面那样从积分和变到积分，便得 
到 詹森积分不 等式： 




6 


p ( x )( p ( x)d 




b 


a 


p ( x)d 





b 


a 


p ( x ) f (( p ( x))dx 




b 


a 


p ( x)d 



§5. 积分的近似计算 


322. 问题的提出、矩形及梯形公式 设要求计算定积分 J ； 6 f ( x)dx , 其中 f ( x ) 是某一给定 

在区间 [ a ，6] 上的连续函数.在§3我们有过许多计算这一种 积士的 例题，或是借助于原函数（如 
果积分可表示成有限形状的话)，或是—— 


不经过原函数 


借助于各种各样的，大部是技巧 


性的方法来计算.但是必须指出，用这些办法只能解决很_的一_类®^在它的范围外通常采用 

各种近似计算的方法. 

- - - ■ - • — — 

在苯节_们要熟习这些方法中最简单的几种，在这几种方法中，积分的近似公式乃是按照一 
列（常是等距的）自变量的值而计算出来的一列被积函数的值所组成的. 
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7个 



图 6 


属于这儿的最初几个最简单的公式，可从几何的考虑 

得到.把定积分 J b a f ( x ) dx 解释为被曲线 2 / = /(岣所界 

定的图形的面积 [294], 我们就提出了关于定出这个面积 
的问题. 

首先，再一次利用引出定积分概念的那一想法，可以 
把整个图形（图 6 ) 分成若干小条，比方说，有同一宽度 

的小条，然后，用矩形近似地代替每一个小 
条， 而取# 的某一个纵坐标作为矩形的高.这使我们得到 
公式 




If ( Co ) + /(6) + * •• + /(^n-l)], 


其中 Xi $ K = 0 , 1 , •■- , n - l ). 这儿所求曲边图形的面积就被某一个由矩形组成的阶 

梯状图形面积所代替（或者可说 — 如果乐意的话—定积分被积分和所代替).这个近似公 
式就叫做 矩形公式. 

在实用上通常取 6 = 而 \ Xi+1 = ^ 1 ；如果对应的中间纵坐标/⑹=/ 用 y ^ 

表示，则公式可改写为 2 2 ^ ^ 







3 7 


以后，当说到矩形公式时，我们所指的就是这个公式. 

几何的考虑很自然地也引岀另一个常常应用的近似公 
式，将给定曲线用内接于它的，顶点为 ( x l)yi ) 的折线来代 
替，其中队= f(Xih 0 ； = 0 , 1， ■.. ， n - !_)• 于是我们的曲边 
图形就被由一列梯形组成的图形所代替（图 7). 如预先认定， 
区间 [ a ， 6 ] 分成相等的若干部分，则这些梯形的面积是 

b - gyp -\-yi b — a yi -\- y 2 .. b ~ a y-n-\ + y n 
n 2 > n 2 5 1 n 2 


把它们加起来，我们得到新的近似公式 



(yo+yn 
\ ^2 


+ 2/1 + 2/2 H - Vy n -l 


( 2 ) 


这就是所 谓梯形公式. 

- • 一 _ — 

可以证明，当 n 无限增加时，矩形公式与梯形公式的误差都无限地减小.这样，当 n 充分大 
时，这两个公式都以任意程度的精确性表达出所求的积分值. 

作为例题取我们已经知道的积分 



I = °* 785 398 ■- 


而把两个近似公式应用到它上面去，取 n = 10 并计算到四位小数. 


@ 我们保留394目的记号. 
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按照矩形公式有 



Xl/2 

= 0.05 

2/1/2 = 

= 0.997 5 

$3/2 

= 0.15 

ys/2 : 

= 0.978 0 

x 5/2 

— 0.25 

2/5/2 = 

= 0.941 2 

x 7/2 

= 0.35 

2/7/2 = 

= 0.890 9 

工 9/2 

= 0.45 

卽 2 = 

= 0.831 6 

工 11/2 

= 0.55 

yn/2 = 

= 0.767 8 

x l3/2 

= 0.65 

2/13/2 = 

= 0.703 0 

$15/2 

= 0.75 

2/15/2 = 

= 0.640 0 

x l7/2 

= 0.85 

2/17/2 = 

= 0,580 6 

x l9/2 

= 0.95 

2/19/2 = 

= 0.525 6 



和 

7.856 2 



而按照梯形公式 


x \ = 0.1 yi = 0.990 1 

X2 — 0.2 y2 = 0.961 5 

x 3 = 0.3 y 3 二 0.917 4 
X4 = 0.4 2/4 0.862 1 

= 0.5 t/5 = 0.800 0 

x 6 = 0.6 y 6 = 0.735 3 

=0.7 yr = 0.671 1 

xs — 0.8 2/8 = 0.609 8 

xq = 0.9 t/9 = 0.552 5 

和 7.099 8 

所得到的两个近似结果具有大约同样的精确度_它们与真值（在比真值稍大一方面与比 
真值稍小一方面）相差小于 0.000 5. 

读者当然了解，我们在这儿能够估计误差，只因为预先已经知道积分的正确值.为了使我们的 
公式对近似计算是真正合适的，必须有 一 个关于误差的方便的表达式，它使我们不仅能够在给定 
n 时估计误差，而且能够挑选保证所要求的精确度的 n . 我们将在325目中讲述这个问题. 

323. 抛物线型插值法 对于积分 j b a f ( x ) dx 的近似计算 ； 可以试一试用与 /( rr ) “逼近，，的 
多项式 

V = Pk{x) = a 0 x k + a\x k ~ l + . … + a k -ix + ( 3 ) 

来代替函数 / Or ), 并令 

/ b rb 

f ( x)dx = / P k ( r ) dx . 

J a 

可以换一种说法,在这儿—在计算面积时——给定“曲线、= f ( x ) 可用级抛物线” 
来代替，因此这一步骤得 到抛物线型插值法的 名称. 

插值多项式 P k ( x ) 本身的选取多半用下面的方法来进行.在区间 [ a , b ] 上取自变量 rr 的 / c+1 

个值… • ， 6 并且这样挑选多项式乃 cOr ), 使得在所取的 z 值下它的值与函数 / Or ) 的值一 


xo = 0.0 yo — 1.000 0 

iio = 1.0 yio — 0.500 0 

和 1.500 0 

^ d 。 ° + 7.099 8) = 0.784 98 
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致.多项式 Pk { x ) 就被这些条件唯一地确定，而它的表达式可用（代数学中已知的）拉格朗日插值 

公式 

> 

p / x (x - ^l)(x - ^2) - ^ (x - ^k) (x ~ ^o){x - C2) - ^ {x - ^k) f( ^ , 

Pfc ( x )= ⑹ -6)(。-6) …⑹⑸ + (6 -嫌「 6) … (6-6 〆 ⑸ + … 

, (工一 &)($ _ 6) … (工一 ^ C _ l ) X 

Hk — fo)(6c - 6)... ((fc - 6c-i) k 


给岀. 

在积分时得到关于值/(&)，■••, /(6c) 的线性表达式，它的系数已经不依赖于这些值.一次算 
出这些系数后，就永远可以对在给定区间 [ a , 6] 上的任何函数利用它们. 

在当 A : = 0的最简单情形中，函数 f ( x ) 简直就以常数/(心）来代替，其中心是在区间 [ a ，6] 

中的任何一点，比方说，中点：& = 此时近似地 



在几何上——曲边图形的面积在这儿被高度等于它的中点纵坐标的矩形面积代替了.当 
k = l 时函数 f ( x ) 被线性函数 Pi ( x ) 代替，这个线性函数在 z = &与 z = &时与它有同样的 
值.如果取《0 = a，《i = h 贝1| 



⑸ 


并且，容易算出 

这样，我们在这儿近似地令 


a 



f ( x ) dx = (b — a ) 


/ ⑷ + /w 

2 


( 6 ) 


在这次，曲边图形的面积可用不取曲线而取连接曲线两端的弦所成的梯形面积所代替. 

取 A : = 2,得到较不显然的结果.如果令《0 = = 6,则插值多项式 P 2 ( x ) 将 

有下面的形状 



借助于容易的计算，建立 



2 


(x — b ) 3 (b — a ) (x — b ) 2 

~~ 3 ~ ^ 2 2 ~~ 



⑺ 


(6 - a ) 2 


a 


6 
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而类似地 


这样，得到近似公式 




/⑷ + 4/( 宇）+/⑻ 


⑻ 


在这儿给定曲线下图形的面积被通过曲线两个端点与中点的普通拋物线（带铅垂方向的轴) 


所界出的图形面积代替. 


增加插值多项式的次数 A :， 也就是，把拋物线 （3) 通过给定曲线的更多数目的点，可以计算到 

极大的精确度.但更为实用的是另外一个基于把拋物线型插值法的概念与分割区间的概念结合起 
来的方法. 


324. 积分区间的分割 在计算积分 f ( x)dx 时可以这样来进行.首先把区间 [ a , b ] 分成 

n 个相等的区间 江 

[^0, Xi], [xi,X2]y … ， [‘T n — 1 ， x n ] (x 0 = a, Xn = b), 

由此所求的积分可表示成和的形状 


f(x)dx + 


f (X) dx -\ - h 


f (x) dx • 


⑼ 





现在把拋物线型插值法应用到这些区间的每一个上去，即是，依照近似公式（4)，（6)，⑻，…中的 
一个公式来着手计算 （9) 的积分. 

容易想到，从公式⑷或 （6) 出发，用这些方法我们重新得出我们已知的矩形与梯形公式 (1) 
与⑶. 

现在把公式 （8) 应用到 （9) 的积分 上去； 同时为简便起见，与上面一样，令 


我们得到 







〜 +i. 



b — a 
6n 


Vo + 4yi + 2/i 





Vi + + ?/2 
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最后，把这些等式按项相加，得刻公式 


b 


f { x)dx 


b 一 CL 

6n 



yo + Vn) + 2 (yi +^2 H - h yn-i) + 4 (yi + 2/3 + 




+ 2/n- 


• ( 10 ) 


它 叫做辛卜森 ( Thompson ) 公式; 对于积分的近似计算，这个公式比矩形及梯形公式更经常 用到， 


因为它 




在耗费同样劳动下 




通常给出更精确的结果. 


作为比较，依辛卜森公式重新计算积分 f。 1 


dx 

1 -\- X 2 


[参看 322]. 我们取 n 




2 ,于是在这次所 


利用的纵坐标甚至比以前要少.我们有（计算到五位小数) 


Xo 


0 


XI 

2 


4 > 


Xl 


2 > 


4 


3 

4 


X 2 


yo 


1; 4 沒 


3.764 71; 2 yx 


1-6; 4 ya = 2.56; y 2 

!2 


0.5. 


12 


(1 + 3.764 71 + 1.6 + 2.56 + 0.5) 




0-785 39… 


所有五 位小数都是正确的！ 

当然，对于公式（10)，在322目末了所作的说明同样适用.我们现在来讲近似公式误差的估 


if . 


325. 矩形公式的余项 


从公式 （4) 开始. 假定在区间 [ a . b ] 上函数 f ( x ) 有前两阶连续导 


数. 在这情形下，依照二项式 o : 


d b 


止，对于所有在 [ a . b ] 中的 o ; 值即有 


2 


的幂次展开 /( 岣[按泰勒公式，126, (13)] 至其二次幂为 


/㈤ 



a -\- b \ ( a J rb \ f ( a -\- b \ 1 


a 



x — 


2 


/"⑹， 


其中 f 包含在 r 与^之间且依赖于 0 ： 46 ). 

如果在从 ( 2 到 6 的区间上积分这个等式，那么右端第二项就消失了，因为 



X-^)dx 

2 / 


0 


( 11 ) 


这样，我们得到 


厂 f ( x)dx = ( b - a)f ^ / /'(O - dx ^ 

a ^ d 


于是恢复公式 （4) 的准确度的余项，有如下的形状 


P 


2 


/"(0 


a 


x 



dx 


46 ) f 对 o ; 的依赖性可能相当 复杂; 并且 Or 的）函数 


2 ! 


no 


cl + 


X — 


( A ) 


显然是连续的，因为它与函数 


伽- /( 宁) -卜 -宁) /' (宁 


相同.特别，对函数 （ A ) 取积分是允许的. 
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用 m 与 M 分别表示连续函数 /" ⑷在区间 [ a ，6] 上的最小的与最大的值[85]，并利用被积 
表达式中第二个因式不改变符号这一事实，依推广中值定理 [304,10°], 可以写出 



其中 M 包含在 m 与 M 之间.依照已知的连续函数的性质 [82 1，在 [a,b] 上可以找到点使 

得 m 二 /〃( n ， 因而最后 


P 


ip-af 

24 



// 


(n 


( 12 ) 


附注 想在按 x - 


CL + 6 


的幂次展开函数 /&) 时，展开式在这个二项式的一次幂就已经截 


断，即应用公式 


f( x ) 



cl -\- b 
2 



x — 


a + 6 


)/ (0 


是自然的.这导致积分后得到等式 


b 


f{x)dx= (b - a)f 


a 


a + 6 
2 


h 



m 


X 


d b 


dx, 


a 


于是余项被表成积分 



它仅仅含有一阶导数 r (0• 但此处的被积函数的第二个因子在区间 [ a , 6] 内改变符号，从而为了 
简化 p 的表达，发现要想应用推广的积分中值定理是不可能的.在泰勒展开中再加上与等式 （11) 
有关的一项就保证了我们的成功. 


如果把区间 [a,b] 分成 n 个相等的部分，则对吁每个部分区间 [ x i 5 ^ + i ] 即有准确的公式 






f(x)dx 


b 


a 


XA 


n 






2 



(b - a ) 3 

24 n 3 



// 


(a (仏彡€彡而 


把这些等式（当 i = 0, 1 ，•…， n _ 1 时）按项相加起来，在通常的缩写记号下得到 


b 


f(x)dx 


b 


a 


a 


n 


yi 十2/晏 H —十 y 


n _l J + Rn 


) 


其中表达式 


(a-b) 3 r(Co) 


Rn 



na ) 


— 4 — ■ * * 


+ /"R 


木 

n — l 


24 n 2 


n 


就是矩形公式 （ l ) 的 余项. 因为表达式 


r (Co) + 





它也就表示着函数的值中的一个. 


n 


也包含在 m 与 M 之间，所以 


因此最后有 


Rn 


24 n 2 


3 


/"(O 


( 13 ) 


当 n 增加时这个余项大致像 ^ 那样减小®. 


①我们说大致,是因为 （ 也可以随 n 而变化.这应当在以后记住. 
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作为例子，回头来计算在322目中已经作过的积分/ 0 


dx 


有 /"( 


2 


3尤 


2 



X 


2 


对于被积函数 /( 


I -h X 


2 


(1 + X 2 ) 3 


这个导数在区间 


上改变符号，但绝对值保持 


由此，按公式 


(13)，|拓 0 | < 0.85 x 10我们计算纵坐标到四位小数精确到 0.000 05;不难看出，纵坐标的近似 
误差可以被包含在上述的估计以内真正的误差，实际上，小于这个界限. 


326. 梯形公式的余项 现在对于函数 /( oO , 在先前的假定下来研究公式 （6) 
应用带有余项的拉格朗日插值公式 [129,(7)], 我们可以写出1参看 


f ⑻ = Pi(x) + - a)(x - b) (a <rj <b) 


从 a 到 6 积分公式 （12), 我们得到 


a 


f (X 、 dx = ( b - a ) ’⑷ ^ ’⑻ + 备 / f 〃( Jf )( x _ a)(x — b ) dx ， 


a 


于是公式⑹的余项将是 


b 


P 


f" — a)(x — b)dx 


a 


像上面那样推理，并利用 被积函数中第二个因式在这儿也不改变符 号这一事实.找出 


b 


P 


2 


/"(〆) 


(x — a) (x - b)dx 


a 


( b ~ a ) 

12 


3 



// /幸 


(V ) (a < if ( b) 


最后对于分割区间成为 n 个相等部分的情形 


Rn 


(b~a) 3 

12n 2 



// 


( v ) ( a ^ rjKb ) 



这就是梯形公式 （2 ) 的余项.当 n 增加时它也大致像;^ —样减小.我们看出，应用梯形公 
式与应用矩形公式所引起的误差是同级的. 八 


327. 辛卜森公式的余项 最后回到公式 （8). 可以与刚刚所作的相类似，仍旧应用带有余 
项的拉格朗日插值公式 [129,(7)], 并令[参看⑺] 

f ( x ) — ^{ x ) + ( x ~ a ) - ( x ~ (a < ( < b ). (15) 

我们在这里遇到的仍旧是这样的情况：如同在325目一样[参看其附注].即，积分等式 （15) 后，我 
们不可能借助于中值定理把余项的积分的表达式简化，因为在 被积函数中的表达式 
(x - a ) ( x - (x - b ) 在区间 [ a , 6 ] 上已 经改变 符号.因此，我们用另一种办法来进行. 

不昝怎样的数表达式 


P 2 ( z )- hK ( z - a ) 



©译 者注： 因为实 际上& 


(a - b) 3 /"(g) + …+ f /f (Cn 


l^iol < 


18 


24n 2 


令 


n 



n 


(^) < o ，/"( a ) > 0,所以 


24 x 10 2 10 


< 0-8 x 10~ 3 
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在点2 


在 


a 


z 


a , ^^6取与函数 f ( z ) 相同的值.现在容易这样选择数尺，使得这个表达式的导数 

+土处与 f f ’ a + b 


2 


于简单结点 a ， 



2 

重结点 


致.这样一来，对于这个 K 值，上述表达式不是别的，而是相应 


d + 6 


的埃尔米特插值多项式 [130]. 假定函数 f ( x ) 存在直到四阶 


导数，利用带余项的埃尔米特公式[130,(11)]，我们 得到: 


f { x ) = P2 ( x ) + K(x - a ) lx 



/ ⑷ ( f ) 


4! 


x 一 d ) 


x 


(2 + 6 
" 2 

<1 + 6 
2 


x — b ) 


2 


- b ) (a <( < b ) 


现在从 a 到 6 积分这个等式，我们得到 


6 


f ( x)dx 


a 


b — a 
6 


/ ⑷ + 4/ 


d 6 
2 



m 


b 



24 



(4) ( C)(x - a ) [ x - (x - b)dx 


2 


a 


因为 


b 


(X _ (2) 


X 


ci + 6\ 


2 


a 


j (x — b)dx 



x 


d + 
~2 


x — 


+ 6 


2 


(“ ) 2 
4 


dx 


0 


若假设 / ⑷⑷ 连续，则与上面的情形相像,公式⑻的余项 


b 


P 


24 



(4) ( C )( x - a ) 


X 


(2 + 6 
2 


2 


(x — b ) dx ， 


a 


利 用被积表达式中第二个因式不改变符号这 一事实，可以表示成这样的形状 


P 


24 



⑷ 


(H 


(x — a ) (x — a (x — b)dx 


2 


a 


24 



⑷ 


(O 



x — 


£1 + 6 


2 


2 


x — 


d + 6 
2 


2 


(b-a ) 2 

4 


dx 


5 


(6 -辽） 

180 x 2 4 



( 4 ) (o ①. 


如果区间 [ a ,6] 被分成 n 个相等部分，那么 


对于辛卜森公式 （10) 


得到下面形状的 


余项 


Rn 


( b ~ a ) 


5 


180 x (2 n ) 4 



⑷ 


(0 


(16) 


当 n 增加时，这个表达式大致像$ —样 减小； 这样，辛卜森公式 实际上 比上述两个公式更 


好些 • 


重新回到积分 f 


dx 


+ x 


2 


的例子.为了要避免计算公式 （16) 中所有的四阶导数，我们指出， 


函数 f ( x ) 

照这个公式 


1 + X 2 


本身就是 2 / = arctgx 的导数，于是我们可以利用116,8)中已有的公式.按 



⑷ ^、_ ,.(5) 




V 


24 cos 5 沒 sin 5 (y 4- ^ ) = 24 cos 5 y cos 5 y ; 


® 如果是不超过三次的多项式，则显然变为零，这就是说，对于这样的多项式，公式 
(8) 将是 准确的 (这也容易直接证实). 
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这个表达式，按绝对值来说，不超过24,于是按照公式 (16)\R 2 \ <^20< 0-000 6. 真正的误差， 
如我们见过的，大大地小于这个界限. 

附注在这个例子上一望而知，依我们的公式所求出的误差的界限，是颇为粗略的.可惜的 
所导出的公式的实用上的缺点就在这上面——类似的情形时常会遇到. 

洹是就是借助乎这些公式，毕竟还是使我们能够预先估计误差，因而可以来实行定积分的近 
七算.现在来讲一些例子. 


328. 例题 

1) 利用矩形公式计算积分 J ； 2 夸 = ln 2 精确到 0.001. 

因为对于 f ( x ) =臺，有0 < f "{ x ) = ^ ‘ 2( 如果1 < 2), 所以按照公式 （11) 


0 < Rn < 


12 n 2 


如果取 n = 10,则我们的公式的余项是 H 10 < < 0.84 x 10~ 3 f 我们还必须加进由于 

在计算函数值时实行四舍五入所产生的 误差； 设法使这^新的误差的界限相差小于 0.16 x 10_ 3 . 
为了这个目的只要计算 i 的值到四位小数精确到 0.000 05就够了.我 们有： 


尤 1/2 = 

1.05 

2 / 1/2 — 

0.952 4 

工 3/2 = 

1.15 

2 / 3/2 = 

0.869 6 

^ 5/2 = 

1.25 

2 / 5/2 = 

Q .8 

^ 7/2 = 

1.35 

V 7/2 = 

0.740 7 

^ 9/2 = 

1.45 

" 9/2 — 

0.689 7 

工 11/2 = 

1.55 

Vll/2 = 

0.645 2 

$ 13/2 = 

1.65 

2 / 13/2 = 

0.606 1 

$ 15/2 二 

1.75 

2 / 15/2 = 

0.571 4 

工 17/2 = 

1.85 

2 / 17/2 = 

0.540 5 

工 19/2 = 

1.95 

2 / 19/2 = 

0.512 8 



和 

6.928 4 


6.928 4 
10 


二 0.692 84 


考虑到对于每一纵坐标（因而，也是对于它们的算术平均值）的修正数被包含在士 0.000 05 
之间，也注意到余项丑10的估值，我们得到， In 2被包含在界限 0.692 79 = 0.692 84 - 0.000 05 
与 0.693 73二 0.692 84 + 0.000 05 + 0.000 84之间，因而就更是包含在 0.692 与 0.694 之间.这 
样一来 ， In 2 = 0.693 ±0.001. 

2) 按照梯形公式作同样的计算. 

在这情形下，依公式 （13) 


Rn <0 
Ru < 




6 n 2 
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在这儿也试一试取 n = 10,虽然此时仅可以保证|^ 10 | < - < 1.7 x 10_ 3 . 纵坐标（计算到与 

上面同一的精确度）是 


X \ 

= l.i 

yi 

= 0.909 1 

X 2 

=1.2 

V2 

■ 

二 0.833 3 

X 3 

=1.3 

m 

= 0.769 2 

X4 

= 1.4 

V 4 

= 0.714 3 

X5 

=1.5 

ys 

= 0.666 7 

Xq 

= 1.6 

2/6 

= 0.625 0 

Xi 

=17 

V 7 

= 0.588 2 

Xg 

=1.8 

y& 

= 0.555 6 

Xq 

= 1.9 

V9 

= 0.526 3 


和 6.187 7 


xq — L 0 yo = 1.000 0 

xio = 2.0 yio — 0.500 0 

和 1.500 0 


1 

10 


(1.500 0 

V 2~~ 


+ 6.187 7 


= 0.693 77 


考虑到所有修正数之后，我们得到 ， In 2被包含在界限 0.692 02 = 0.693 77 - 0.000 05 - 
0.001 70与 0.693 82 = 0.693 77 + 0.000 05之间，即是，仍然在 0.692 与 0.694 之间，以下从略. 

3) 在同样纵坐标的数目下，借助于辛卜森公式可以得到更精确的结果.因为被积函数的第四 
阶导数是所以依公式 （16) 

^ Rn<0 



Rn. < 


24 _ 2 

180- (2 n ) 4 = 15 . (2 n ) 4 


当 n = 5 时(此时纵坐标的数目与上述情形是同样的）有 I 丑 5 | < 1.4 x 1 CT 5 . 实行计算到五 
位数字，精确到 0.000 005 


Xl 

= 1.2 

y != 

: 0.833 33 

X l/2 

l.i 

Vl /2 

= 0.909 09 

X 2 

=1.4 

V 2 - 

: 0.714 29 

x 3/2 — 

1.3 

" 3/2 

= 0.769 23 

X3 

= 1.6 

V3 = 

: 0.625 00 

工 5/2 = 

1.5 

2 / 5/2 

= 0.666 67 

X 4 . 

=1.8 

V4 = 

: 0.555 56 

x 7/2 

1.7 

V7/2 

= 0.588 24 



和 

2.728 18 x 2 

x 9/2 

1.9 

2 / 9/2 

= 0.526 32 


5.456 36 和 3.459 55 x 4 

13.838 20 

xo = L0 yo = 1 •000 00 

2:5 = 2.0 y 5 = 0.500 00 _(1.500 00 + 5.456 36 + 13.838 20) 二 0.693 152 

和 1.500 00 

由此 In 2被包含在界限 

0.693 133 = 0.693 152 - 0.000 005 - 0.000 014 


与 


0.693 157 = 0.693 152 + 0.000 005 


之间，于是，例如，可以令 In 2 - 0.693 15士 0 ._ 02 . 
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实际上 ln 2 = 0.693 147 18 * ■ • ,因而真正的误差就小于 0.000 005[参看上目末了的附注] • 
4) 现在提出按照辛卜森公式计算第二 类全椭圆积分 问题❸ 


E 


m « 
2 




0 



1 


sin 2 xdx 


精确到 0.00 L 


对于函数 f ( x ) 



1 -二 sin 2 x ， 当 x 从0变到？时，有|/( 4 )| < 12②，因此[参看 （16) 


2 


2 


\Rn\ < 


丌 

2 


5 


180 • (2 n ) 4 


2 1 ' 
x 12 < - x " 7 , 因为 



(2 n ) 


4 


取 


n 


3,于是|丑 3 < 0.000 52. 在这情形下 


7 T \ 5 

2^ <10 


Xo 


0 ( 0 °) 


7 T 


^ 1/2 = 


^1 


7 T 

6 


7 T 


(30。) 


工3/2 = T (45°) 


4 



X 2 



(60°) 


$5/2 


5 丌 

12 



工3 


(90°) 


yo 


1-000 0 


% i / 


2 


V 12 + x /12 = 3.932 4 


2 2/1 


V 14/2 


1.870 8 


4 ^ 3/2 


Vl 2 


3.464 1 


2^/2 


x/10/2 


L 581 1 


( 75 °) 4y 5 /2 = V12 - \/12 = 2.921 6 


2/3 


\/2/2 




0.707 1 


7 T 15.477 1 
~ x - 

18 


L 350 63 


和 15.477 1 


对于所得到的结果，除修正数丑 3 外，还应当加进由于对小数实行四舍五人所产生的（非负的）修 
正数， 这个修正数不超过 0,0 彳 3 .兀 < 0.000 03. 

这样一来， 

1.350 11 < E 



W 2 


< 1.351 18, 


并且可以断定 ， E (^) = l -351± o . ooi . 

(实际上在所得结果中所有的数字都是正确的 .) 


5) 依辛卜森公式计算积分 


精确到 0.000 1. 



① 参看 315 目脚注. 

② 显然 = /⑷> 微分恒等式 y 2 = 1- - sin 2 x ,容易依次得出导数 y ' yW 4 、 的绝 
对值的（比真值稍大的）估值. 
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直接算出被积函数的第四阶导数之后，可看出其绝对值不超过12;因此 


Rn\ < 


12 


180 ■ (2 n ) 


取 


n = 


5就够了，因为陶 < 0-7 x 10- 5 .我们有 


XQ 



0.0 

1.0 


X\ — 0.2 


X2 


0.4 


— 0.6 


X4 


0-8 


yo = 

1.000 00 

x l/2 

= 0-1 

Vl/2 - 

= 0.990 05 

2/5 = 

0.367 88 

工 3/2 

- 0.3 

2/3/2 = 

= 0.913 93 

和 

1.367 88 

工 5/2 

= 0.5 

2/5/2 = 

= 0.776 80 



x 7/2 

- 0.7 

• V 7/2 = 

= 0.612 63 

in = 

0.960 79 

■ 

x 9/2 

= 0.9 

1 J 9/2 二 

= 0.444 86 

V2 = 

0.852 14 



和 

3.740 27 x 4 

ys = 

0.697 68 




14.961 08 

V 4 = 

0.527 29 





和 

3.037 90 x 2 

1 / … 





6.075 80 


30 


(1.367 88 + 6.075 80 + 14.961 08) 


0.746 825 


0.746 S 13 <W < 0.746 837 


W 


0.746 8+0.000 05 


(在这儿所得结果中所有 六位数 字也都是正确的!) 
6) 依辛卜森公式求积分[比较 314,6)] 


G 


当 n 




5时，计算到五位 小数; 


arctgz 


dx, 



yo = 

:1 

2/1/2 = 

= 0.996 68 

供 = 

0.785 40 

2/3/2 = 

: 0.971 52 

和 

1.785 40 

2/5/2 = 

= 0.927 30 



1/7/2 - 

= 0.872 46 

yi = 

0.986 98 

2/9/2 = 

= 0.814 24 

1/2 = 

0.951 27 

和 

4.582 20 x 4 

y 3 = 

0.900 70 


18.328 80 

2/4 - 

0.843 43 



和 

3.682 38 x 2 




30 


7.364 76 

(1.785 40 + 7.364 76 + 18.328 80) 


0.915 965. 


在所得结果中所有数字都是正确的.按公式 （16) 估计误差的工作留给读者自己去作.值 G 有时 
叫做 卡塔兰 ( E . Catalan ) 常数 [参看 440,6)( a )]. 


附注最后三个例子在这方面是使人感到兴 趣的： 和应的原 缉数不 能被表示成有限形状，于 
是利用原函数来计算定积分就是不可能的. 
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相反地，如果这些原函数，表示成带变动的积分上限的定积分的形状，就可算出对应于一列积 
分上限值的这些积分的值.由此，从原则方面，阐明了对于只利用积分表达式而给出的函数，我们 
也可以作出如同读者对于初等函数所熟知的那样一些表. 

用这个方法也可以得到上述那些函数的近似表达式. 



第十章积分学在几何学、力学与物理学 

中的应用 


§1. 弧长 

329. 曲线长的计算设在平面上用参数方程 

x = = 轉 ) {t 0 T) (1) 

给定连续的简单曲线紐.在第一卷已经建立了曲线长的 概念： 它是作为内 接于曲 
线的折线的周长的上确界 S 而定义的： 

S = sup{p}. (2) 

假定函数 （1) 有连续导数，已证明[248]，曲线是可求 长的， 即曲线长是有限的.不仅 
如此，如果考虑不定弧 AM . 其中 M 是曲线上任意 一点， 这点相应于参数纟,那么有 
弧长 

AM = s — s(t) 

是的可微函数 ; 其导数可 表为： 

= vV ⑷] 2 + [# ⑷] 2 

或更简明些： 

s t = 7 x ? + v? ⑶ 

[248,(10]], 并且显然它也是连续的. 
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掌握了积分概念,我们现在能来计算曲线: S 的长.按照微积分基本公式 ; 立刻 

得到 

rp 

s(T) - s(t 0 ) = f s' t dt 

或者 t 

AB = S = f sjx t 2 ^ry t 2 dt = [ \/V ⑴] 2 + [i) f i ： t)] 2 dt. ⑷ 

j to ^ to 

前面所说的不定弧的长度，易于理解，可用公式 

〆 〜 ft _ 

AM ~ s ~ s(t) = \Jx t 2 4 - y?dt (5) 

Jt 0 

表示，可能会出现把任意内点 M 0 取为计算弧长的起始点的情况.如果化仍然即是 
确定此点（在这种情况下 b 已不是区间的端点，在端点 t 是变动的)，则显然公式 （5) 

给出 带有符 号的弧冗？ 的值 - 若 t > t 0 , 点 M 位于计算弧长起始点 Mo 的正侧 : 

则取正号；若 i < io, 点 M 位于计算弧长起始点 Mo 的反侧，则取负号. 

若曲线在直角坐标系中由显式方程给出： 


V = f(x) (x 0 ^ X), 

则取 o： 作为参数，作为特殊情况，由公 式⑷得 

nX _ rX _ 

S 二 \! 1 + y' x 2 dx = >/l + [f^x^dx. (4a) 

j Xq JXo 

最后，曲线是以极坐标的形式 


r = g(6) (do ^ 0 ^ G) 

给定的，如所知，同样可借助于一般变换公式归结为参数式： 

x — T cos8 = g{9) cos 6,y = r sin 0 = g(6) sin 0 ， 

这里 0 起着参数的作用，对这种情况 

S = f yjr 2 + r^d6 二 f \J[g{0)] 2 4 - [g\9]^d0. ( 46 ) 

j Qq j ❾ q 

对于这两种特殊情形，容易写出表示不定弧：®量值的表示式，若 M 对应于 
横坐标3：或极角0，则 


或，相应地 
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330. 定义曲线长度的概念及计算曲线长度的另一种途径 在定义简单连续曲 

线长度概念本身时，我们从等式（ 2 )出发.现在我们证明—— 在平印申缘 的情形 

——其长度 S 不仅是内接于曲线的折线长的集合 { p } 的上确界，而且在折线 （ p ) 所 
有边（或更确切地说，是这些边中长度最大者 A *) 趋于零的条件下，迳直就是 p 的极 . 

限： 


S = lim p. (6) 

a^o v 

同时，求出确定曲线上折线 o ) 的各端点位置的参数 z 的值： 

W …< k < t i+1 〈… < t n 二 T (7) 

并假定所有增量 = k +1 - k ( 或者更确切地，它们中的最大者 A 二 maxA ^) 趋于 
零更为方便 . 245目的两个引理保证了极限过程两个特性的等价性.这样，应当证明 
极限关系 


S = lim p (6*) 

a—o v ’ 

首先指出周长 P 的如下重要性质：若 P 对应于区间 KT ) 的某个分法，然后我 
们还增补一个新的分点& 

之 /c 〈 t > 

则周长 P 增加，但同时它的增加不超过 ( P ⑷与4⑴振幅的加倍和.事实上，添加新 
点 i ， 是把一项（边长） 

vV (4+ i )- 冰 fc )] 2 + hP(t k+ i) - ^(t k )} 2 (8) 

用两项（两边长度之和） 

\J[p{t) - ip(t k )] 2 + - i){tk )] 2 + \/[p{tk + i) - ^>{t )] 2 + [^(4+ i ) - ^{t )] 2 (9) 

来代替 .(9) 式在任何情况下都不小于 （8) 式. 

另一方面,任何和式 （9) 都不超过和 


w ⑺- ^(4)1 + \ i ){ t ) - i >( t k )\ + |^(4+ i ) - \ + |4(4+ i )- 刪|， 

因此周长 P 的增加更不会超过这个数值， P 的增加显然小于上面提到的振幅的加 
倍和. 

以下的讨论仅限于有限的 S 的情况.对任意小的数 e > 0,按上确界的定义，存 
在区间 [ t 0 , T ] 这样的 分法： 用点 


M =亡 0 < d < …< C = 了 


( 10 ) 
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把 [ t 0) T ] 分割成部分，使得相应的周长 〆 满足不等式 








由于函数⑷与0⑷的一致连续性,存在这样的小数5 > 0,使得只要〃- q 
就有 




£ 

8m 


用⑺式中的点把区间 [ t 0 , T ] 分割成部分，使得 A < 6( 即所有的 △& < 6)，组成相应 
的和 P . 

考虑把区间 [ t 0 , T] 分割成部分的第三种分法，在此分法中，分法 （ 7) 中所有的 
点々及分法 （ 10) 中所有的点 G 都是分点，设与此分法相应的周长是 po 因为这个 
分法是从 （ 10), 用增加新点得到的，由先前所说的， ’ 


Po > P*- 


( 12 ) 


另一方面这一分法也是从 （7) 用增加点 g 得到的，增加每个点 G . p 增长不超 


过相应于函数^⑷与4⑴振幅的加倍和.即小于 

于是 PQ 超过 P 小于要： 



2rn 


因为这个过程不超过 



次 



Po <P + 7：^ 


(13) 


由不等式(13)， (12), (11) 推出 




因此由此推出所要证明的断言（6*)，这意味着 （6) 式成立. 

因为由 （ 6) 式可反推出 （2) 式，于是等式 （ 6) 可看作与前述曲线长定义等价的 
定义. 


附注然而不难看出，在闭曲线的情形下，这样的 
定义却不能无条件地采用：须知即便符合了所指出的 
条件，也毫不能防止折线缩向一点，而其周长趋近于 
0( 图 8). 其中的要点就在于 :开曲 线的情形下，只要折 
线的每一段都递减以至于0,就已经保证了每一段 
与其对应的部分弧越来越靠得 紧密； 正是基于这一点, 
取其周长 P 的极限作为整个的弧长才是理之当然.而 
在闭曲线的情形就不是这样了. 

[我们指出，若代替要求折线各边趋于0,而是荽求对于相应各弧的直径趋于0, 
则新的定义可同样地既应用于非闭曲线，又可应用于闭曲线 .] 
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现在我们证明由定义 （6) 或 （6*) 可直接推出曲线长的表达式 （4). 我们将从折 
线长 p 的现成表达式出发[参看 248,(7)]： 

71 一 1 

i=0 

其中 n 、〒 i 是区间 [ U , k + i ] 中的某些值. 

如若在根号下的第二项中，把六 一 一换成7^，则改造成的表达式 


vV ㈤ ] 2 十 Win)] 2 AU 

i=0 

显然正是积分 （4) 的 积分和 .当 A 趋近于0时，这个和将以积分 （4) ①为极晖.为了 
要证明折线周长 p 也趋于此极限，只需表明差 p-a 趋近于0即可. ’ 

因此，我们对这个差进行估值： 



a 


<EivV(n )] 2 


: 分 ’㈤: 


2 


vV ( b ) 


2 



: 少 ㈤ ] 2 \At t . 


我们如果把基本不等式 


\/ a? + b 2 - \Ja 2 十的 I < |6 — 6i | ② 

分别应用到以上所写的和中的每 一项， 便得 \ 

\ 

[p - cr| < ^ W{^i) - ^{fi)\kti. 

I 

根据函数 f ⑴的/莲续性.对于任意给定的 e > 0,可找出这样的 J > 0,使得只 

要 - f | < 6，即有 I # ⑴— 〈已 假如取 A < J (即所有的 △& < J )， 则 h - 六 I 
更 < \ 于是 Win ) - < c . 并且 


p - <y\ < g Atj = e(T - t 0 ). 

I 

这就证明了公式 （4). 

331 .例 - 

1) 悬链线 y = ach = ( 图 9). 

a 

j 

® 它的存在毫无疑义，因为积分号下的函数是连续的 [m 298目， I ]. 

⑦这个不等式于 a = 0时是显 然的； 而若 a / 0,则可从恒等式 

'/a 2 + P - a 2 + 6?=- 办十卜 . —- (b _ M 

V v ^ T 6^+ 

直接推得，因为 (6-60 前的系数绝对值小于 1. 
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我们在 252,1 ) 中已有 


\/l + “ 2 — ch—. 

a 

于是根据公式 (5a), 如果取曲线顶点 4 作为弧的起算点，贝 0 



s = AM = 



x 


ash 王 
a 


我们 ® 想 tga — y f x = sh -， 故我们又有 s = atga ■这 
样一来，在 AM 尸 3( 图 9) 中資角邻边 MS 二 atga 恰与弧 
s 相等（就长度而论).我们便得出了测量悬链线弧长的简单 


图解法 . 

2) 抛物线 

取定顶点 0(3 ： = 0) 作为弧的起算点，对于横坐标为 z 的任意点 M ， 我们有 



V 


2 


ln(x + \J x 


2 


p 2 ) 



3) 星形线 x = a cos 3 t^y — a sin 3 t. 

利用已经计算得的 [ 第 224 目 4)]M 与％的值，我们有 


\J x t 2 + y' t 2 = 3a sin t cost ( 假设 0 < 尤 < 吾 ). 


根据公式 （ 4) ， 在点 A ⑷ 0) 与 8(0, a ) 之间的 四分之一星形级 



sin t cos tdt — 




于是整个曲线的长便是 6a. 

4) 旋轮线 x = a(t — sint),y = a(l — cost )， 
此处（当 0 < t 彡 2tt 时） 



— cos t) 2 + sin 2 t 


2a sin - 

2 



5) 圆的渐伸线 x = a(t sin t + cos t)^y = a(sin t — t cos t ). 

我们有（当 f > 0 时） 


x[ 2 + y{ 2 = a\J (tcost) 2 + (tsint) 2 = at. 
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于是从点 


0) 到任意点 M{t > 0) 的不定弧 AM 可表为 


AM = s = 


at 




2 


当 t < 0时，仅需在上式右端加一负号. 
6) 阿基米德螺线 r == aA 


根据公式 (56), 计算从极点 O 到任意点 M (对应于0角）的弧长，我们得出 


0 


OM 


a 


0 


八 1 + O^dO = ^ [O^/l + W + In ⑺ +04 - ^ 2 )]- 


有趣的是，此处代入彡=^后，我们得出的表达式形 
式上与撖物线弧长表达式类似丨参看2儿 


7) 对数螺线 


ae m0 (图 10). 


因为 


mr ， 所以 




m 


并且仍根据公式 


对于在坐标为 ( r o '0 o ) 与 ( r . 6 ) 的两点间的弧 


M 0 M , 我们有 


9 


m q m 


\J t 2 r'^dO 


0 



r f QdO — 


1 + 



m 


r - r 0 ) 


M 




N 



O 




M 0 


假如记起，对于对数螺线 t g 
改写成 这样： 



m 


，则所得结果可以 


M 0 M 



- r 0 


COSUJ 


将点 Mo 逼近于极点 a 亦即使 ro 趋向0、并 


T 


图10 


取此时所得的 M 0 M 弧长极限作为 OM 弧长，我们便得出比较更简单的结果 


OM 


r 


COSOJ 


借此公式之助，从 AMOIX 见图）中就不难看出，弧长 s 等于极坐标中的切线长尤 


OM 


TM ®. 


我们便得到 2 了对$螺线测长的最简单的图示法. 
8) 椭圆 ^ + 

a z b z 


不过较方便一些的是把椭圆方程取为参数型 x 


asint ) y 


boost . 易见， 


fo ■ t 

+ Vt 


a 2 cos 2 t + b 2 sin 


— ( a 2 — b 2 ) sin 


a 


e 2 sin 2 t , 


此处 




P 


€ 


a 


是椭圆离 心率. 


①对数螺线的这个性质，使得可以很容易地做出这样的 命题: 当这曲线毫无滑动地沿着直线 MT 
滚动时，极点 0( 假如认定它是始终和曲线连接着的）就描出了某一条直线.我们把证明留给读者 . 
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自短轴的顶点到第一象限中它的任一点，计算椭圆的弧长，我们得到 

s = a \ J \ — e 2 sin 2 t dt = aE { e ) t ). 

Jo 

这样一来，椭圆的弧长就被表成了椭圆积分的第二种类型[参看第 293 目及第 305 目]; 如曾指出 
的，此一事实正是“椭圆”积分这一名称的由来. 

特别是椭圆周的四分之一的长度可表成全椭圆积分® 

7T 

a ^/l — £ 2 sin 2 t dt = a ' E ( e ). 

J o 

而整个的周长便是 

S = AaE ( e ). 

有趣的是注意对于正弦曲线 y = csin ^(此处 c = y / a 2 - b 2 ) 的一个波的长，恰恰一丝不差 
地也得到这样的结果.这种几何上的契合，并不难解释.设想一个正圆柱，用一个和它的母线相介页 
斜的平面截一下，柱面的截口就是个椭圆.如果通过短轴的 一端， 顺着母线把柱面剖开，并展平， 
贝 J 椭圆周就变成了正弦曲线. 

类似的，双曲线的弧长计算也得出椭圆积分（两类). 

9} 蜗线 T — a cos 6 b . 

此处 =— asiri ^, 并且 


r 2 + Vq 


2 


a + 2 ab cos 0 + b 


2 


(<2 + 6 ) 


2 


sin 2 - 
a + b ) 2 2 


因此（当 fe # a 时)，对于从 ^ = 0 的点到任意的 0 < tt 的点的弧长，我们得出（第二种类型)椭圆 
积分形式的表 达式： 



2 (a + b ) 




Aab 


CL b) 


2 


sin 2 t dt 


2 (a + 6 )E 


2\/a6 0 
a + 6 ’ 2 


整个曲线的长就表成 / 全楠圆积分 




4 (a + 6 )E 


2 \/ab 

ci + 6 


然而在特种情形 


心脏线 (6 




a ), 问题就大大的简化了.此时 


r 2 + Tq 


4 a 2 cos 2 - 


2, 


所以 (0 < 0 ^ 7 r ) 


0 


S 


2 a 




o 


cos - d 6 = Aa sin 三 

2 


如果（图 11) 以 2 a 为半径，从极点 O 作弧义2,与向径 OM 的延长线相交，则易见 AL 弦即等 

于弧 


5 


AM . 


® 参看第315目的脚注. 
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整个心脏线的长就是 8a . 

10 ) 双纽线 r 2 = 2a 2 cos 2 沒 

我们来计算双纽线的弧长 ， P 


M 


L 





0 ) 到任意点 


W 


(极角 <9 < 


7T 




4 




我们有 


C 


rr 6 


— sin 2 ^,由此 


一 sin 2 i 0 


& 


A 


r 


N 


此时 


r 



f 2 


2a 


r 


a\/2 
cos 20 


y 


并且根据公式 (56) 


a 


V 2 


dO 


cos 20 


a 


V 2 


dO 


图 11 


2 sin 2 



我们就又一次得出了（第一种类型）椭圆积分.因为 sin 2 ^ 的因子 P 



于 1 时的积分表已经算 


出了，所以我们来做一个变量变换.命 2 sin 2 0 = sin 2 0 ( 因为 0 < ^，故 2 sin 2 6 > < 1 ,由此可见彡 
角确是可以定出 的)； 于是 


sin 6 ^ = — 7 = sin d , cos OdO 

V 2 


7! 


COS ( bd ( f ), 


dO 


cos 6 d 0 


7! 


2 sin 



COS (j) 


1- 产 0 


最后 


( t > 


a 


d ( t > 


1 — - sin 2 ( j > 




在极限情形①下，令 0 = ^ 而彡 


7T 

2 


，双纽线的四分之一的长度就表成了全椭圆积分 


w m 
2 


a 


d ( j ) 


aK 


K sin 2 0 


7! 


整个双纽线的长度便是 S 


4 aK 


75 A 


可注意 的是： 求曲线弧的长度的问题时常正巧得出椭圆积分. 

11) 最后，在建 立曲线渐伸线 [第 256 目]方面，我们引一个应用弧长公式的例子. 

我们来研究 悬链线 •若以$ r ; (与第 256 目表示法一致）表示它的点现在的坐标，以 a 表示它 
的弧长（从顶点起算)，则曲线方程可写成： 


T ) = ach -， 

a 


①我们不得不把这个情形，当作或时 s 的表达式取极限的情形来研究，因为 
0 =^ 时导数弋= 00,于是公式 （56) 就不能直接应用. 


7T 
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而弧长可表成公式[参看1川 

cr = ash^. 

a 

由此，^与 ry 可直接表成^的 函数： 

^ = a[ln((j + \/ cr 2 o?) — In a] ，77 = + a 2 . 


现在根据第 256 目公式 （17)， 注意到此处[参看 (18)] 


cos 0 


a 


V<J 2 + a 2 


， sin 


a 


V(T 2 + 


) 



就可写出任意渐伸线的参数方程 





[ln(cr + \/(7 2 + 



) 




In a 


(c-cr) 


a 


\/a 


2 





y 


V a 


+ a 



(c - ( J ) 


cr 


jo 


a 


我们来看对应 f 


0 的这一条渐伸线；它从 


悬链线的顶点起始、并且在这里有一歧点（图 12) 


消去 



,此曲线（称为曳物线)就表成了显方程 



土 





如果记起“切线长”的表达式为丨第230目 


⑷]: 


t 


y 


Vx 


\/1 + 如 



2 M /1 



, dx 、 
\dy) 


2 


5 


则由此易得 :t = a . 这表示出了曳物线的很值得注意的特性: 它的切线长为 一常量① 

从悬链线的性质中，也很容易推出这个结果[参看 1) 中悬链线的弧长的求法，图 


332. 平面曲线的内蕴方程以曲线上的点的（对于某一坐标系而说的）坐标之 
间的方程来表示曲线，撇开这种表示法的全部功用不论，毕竟是时常具有人为的性 
质，因为坐标并不是曲线的基本几何因素.反之，这种基本因素乃是曲线（从某一初 

始点依一确定方向起算的）弧长 s 及曲率半径(或者就是曲率 A : - [参看第 

250 目，第 251 目]. 

对于每一条曲线，都可以在这两个因素之间建立起 


F { s , R ) = 0 

①曳物线的名称正是和这个相关连着的(起源于拉丁文的动词 trahere -—弓|， 曳)： 如果一个在 
水平线上移动着的点 T ， 用线在它后面 曳引点 M ， 则点 M 就会恰好描出了曳物线. 
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形式的依从关系，此方程即称为曲线的内蕴方程①. 

我们证明:具 有同一内蕴方程的各曲线，只能在其平面上的位置上有所不同， 于 

是内蕴方程便完全唯一的确定了曲线的形状. 

设⑴与( II )两条曲线具有同一内蕴方程，这内蕴方程我们取成下列形式： 

^ = 9( s )^ (14) 

为了要证这两条曲线全等，首先我们将其中一条移动一下，使得两条曲线上的弧长 
起算点重合，然后再将这条曲线转动一^下，使得在这点上的切线正向重合. 

我们用指标 （1 与 2) 来标记对应于同一 s 值的两条曲线的各项 元素： 


动点的坐标:(〜的)与(町，於)， 

切线与 re 轴的 交角: 勿与^ 2 ， 

曲率半径：沁与尺 2 . 

由于 (14), 我们便对所有的 s 都有:| = |，亦即[第 2 50目（2)_ 

dot\ doL2 
ds ds 

不仅如此，依假定，当 s = 0时 



= ^ 2 ,yi = 2 / 2 , 

并且 



Oil = a 2- (17) 

根据第 1 3 1 目系理，从（ I 5 )推知％与 a 2 仅差一 常量; 但是我们已经看见，当 S = 0 
时这两个量相同，因之等式 （17) 总是成立的.此时对于所 有的。 值就有[第249 
目，⑽] 


dx\ 

ds 

dyi 

ds 


dX 2 

=COS 0^1 = COSO：2 =—— 

as 

. . dy 2 

=smo；i = sino；2 = 

ds 


由此以类似的方式我们便得出结论，即等式 （16) 也总是成立的，这就是说曲线重 
合了. 


现在我们来说明，如何根据曲线的内蕴方程 （14) 还原岀它的坐标表示法来.首 

先，从 （14) 中我们有字=心)，于是 

ds , . .——, 

| rs [ 

j a = / g ( s ) ds -\- a 0) \ (18) 

I Jo ^ 

①德文术语 natiirliche Gleichung 的译文；而法文术语 Equation intrinseque (即是“固有方程”）亦 

颇得要领. 
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此处 a G 为常量，然后从等式 


[332] 


出发，做积分，便得到 


dx = cos ctds、dy = sin ads 




cos ads + XQ，y = 



S 

sin ads + y 。， 



( 20 ) 


此处与是新的 f 量. 

不难了解，曲线的转动牵连常量吻的变化，而曲线的平移牵连常量 XQ ， y 0 的变 
化以 这些常量的等于0,显然就是意味着曲线的位置是这 样的： 起算弧长的初始点 
与坐标原点重合> 并且在这点上的切线的正向与^轴的正向重合. 

现在设方程 （ M ) 是 任意取定的 [我们只假定函数是连续的].则先用公式 

(1 S ) 确定了 ％再以方程（ 2 0)确定了 x 与 y ， 我们便得出某条曲线的参数表示法.微 
分（20)，就回到了（19)，从 （19) 我们首先看出 



S 13 


ds 2 = dx 2 + dy 2 ' 

于是心实际上就是这条曲线的弧微分，而 5 就是弧长 
(假如适当的选择起算的初始 点). 其次等式 （19) 还导岀 
结论，即 a 是这条曲线的切线与 re 轴的交角.最后，微分 
(18)，我们便得岀，曲率即等于 


da 

ds 



并且由此可见，方程 （14) 实际上就是我们曲线的内蕴方 

程. 因而每一个 （14) 型的方程（其中函数是连续 
的)，可以看成是某条曲线的内蕴方程. 


读者注意，由于曲线弧长起算的初始点与方向的选 
择，可能在曲线的内蕴方程中引起变化（虽然是非主要的). 

最后我们还需注意，两条位置对称的曲线②(图13)，它们的 （14) 型的内蕴方程 
仅在右端差一符号 

云=沒⑷与^ = 1⑷. (21) 


实际上，对称的选择两条曲线弧长的起算初始点与方向时，它们的曲率半径符号相 

反.反之，两条分别具有（ 2 1)中的方程的曲线，可借平面上的移动化成对称的位置. 
可以认为这样的两条曲线在形状上没有基本的不同. 

① 将这些断言稍加变通，不难得出前述定理的新的证明. 

② 在平面中 的移动是不可能把它们叠合的，这须得在 空间中 转动才成. 
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333• 例 1) 试求对应于内蕴方程 i? 2 = 2 似的曲线.我们有 


da 

ds 


y2as 





2s 


a 


① 




a o 
2 a 5 


于是心 =aada. 取 a 作为参数，然后我们便得到 


dx 


cos ads = aa cos ada、dy = sin ads = aa sin ada ) 


从而 


x = a(cosa + o；sin a) ) zy — a(sina — a cos a). 


曲线就成了圆的渐伸线 [ 第 225 目， 8)]. 


2 ) 同样的问题 


对于内蕴方程 R 2 + s 2 = 16a 2 


此处 


da 

ds 


1 


s 


\^16a 2 — s 1 




arcsm 


4a 




4a sin a ) ds = 4a cos ada 


于是 


2 


dx = cos ads = 4a cos ada^ dy = sin ads = 4a sin o ； cos ada, 


并且做积分，便得出 


x = 2a [ a - sin 2a ) = a(2a + sin 2a), 


y 


—a cos 2a = a — a(l + cos 2a). 


如果换成参数 t = 2a~n ) 则得出的曲线方程成为这样 


x 


Tra H- a(t — sin t ), y = a — a(l — cos t)' 


我们便得到了旋轮线 [ 第 22 5 目， 6)] ，仅仅与它的通常位置.比较起来是移动并翻转了 


3 ) 同样的问题对于内蕴方程丑 
显而易见 


ms. 


并且最后 


da 

ds 


ms 




In s 


m 


八 ^rnoc j ^ i 

y s = e 〜 ds = me da. 


dx = cos ol - me nCL dot ^ dy — sin a * me rrioc da ) 


m 


x 


1 



m 


2 


(m cos o ； + sin a)e 


ma 


m 


y 



m 


2 


(m sin a — cosa)e 


race 


我们化为极坐标.首先 


r 


\A 2 + " 2 


m 


\/l + m 2 


e 


ma 


® 因为我们只需求出一条曲线即可 , 所以诜择积分常数的时候 , 我们可以只考虑如存 [#_. 这个 
注对于下文也是适用的 . 
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然后，引人以条件所确定的常量角％備 


y m sin a — cos a 
x mcos a + sin a 


tga - 

— 二 tg(a - ⑴)， 

1 H - tga 

m 


于是可取极角 0 等于 a - o ;， 由此 a = + a 最后，得出的曲线极坐标方程就是 这样： 



m 

a/ 1 + m 2 


rauj m& 

e e 



此系对 数螺线 [226,3)]. e m 0 的系数的大小不起作用，极轴转动一下可祀它化为 1. 

4) 现在我们来从事另一类的问题:从给定的曲线出发，确立它的内蕴方程. 

( a ) 对于悬链线 ， y = ach - 已有[331， 1); 252, 1)] 

a 


s 


ash - 

a 




V 


2 


a 



从而 R = a -\ - • 

(6) 对于 星&线 x 二 acos 3 t，y = asin 3 t , 如果把它在第一象限的一支的中点，取作弧长起算 
的开始，便有渗看第331目， 3)] 


3 a . 2 
s — — sm 

2 



R = 3 a sin t cos t . 


Hitt ； 



9 a 2 


4 s 


2 



并且最后，星形线的内蕴方程可以写成 R 2 -^4 s 2 = ~ 的形状. 

(b) 在心脏线的情形下，我们已有 [331, 9); 252, 6)] 


S 


4 a sin R 

2 



4 

一 a cos - 

2 



易见，9丑 2 + s 2 = 16 a 2 . 

( r ) 上两个结果是下面的个别情形.对于圆外旋轮线与圆内旋轮线[225,7)] 5 内蕴 方程为 

(1 + 2 m ) 2 R 2 + 5 2 = 16 m 2 (1 4- m 2 ) a 2 . 


( a ) 不难重新得出自 1) 至 3) 中我们业已知道了的圆的渐伸线、旋轮线与对数螺线的内蕴方 
程‘ 

5) 根据曲线的内蕴方程可以确定它的渐屈线的内蕴方程，我们已有关系式 [255,15)] 


p = R 


dR 

ds 


( 22 ) 


假如这样来选择渐屈线上的弧长起算初始点，使得有丑= d 参看 255,2°], 则从这两个关系 
式与给定的曲线的内蕴方程中，消去只与&便得出 p 与^之间的依从关系，也就是得出 了渐屈 

线的内蕴方程. 
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( а ) 对于对 数螺线 i ? = ms ; 于是 p = mi ? = mcr . 我们便在符号上又回到了以前的 方程； 由此 
我们作出结论，渐屈线也是这样一根对数螺线，和原来的对数螺线仅在位置上不同[参看 254,5)]. 

(б) 对于圆的渐伸线 




(这是应该预料到的结果). 

(B) 假如曲线的内蕴方程形为开 2 + k 2 s 2 ^ c \ 则其渐屈线也是这样的曲线，但在长度上增加 


到“咅. 

实际上，我们有 


a = R = \/c 2 — k 2 s 2 y ks — \/c 2 — a 2 ) 

dR k 2 s k\/c 2 — cr 2 

ds \/c 2 — k 2 s 2 ^ 、 


并且 最后） 

k\/c 2 — cr 2 

p = —a • - 

a 

由此便推出了前述的断言. 



所得到的结果可应用到旋轮线丨参看 254,4)], 圆外旋轮线与圆内旋轮线，特别言之，可应用到 
心脏线与星形线[参看 254,3)]. 


附注在所有情形下，所指出的方法仅仅能够决定渐屈线的形状，而关于它的位置的问题，贝 IJ 
仍为悬案. 


334. 空间的曲线的弧长 对于空间的曲线 … 

^ W ⑷，= 轉 ), z = %⑷ 

(没有重点)，可用和对平面曲线同样的形式 [249 0,附注]，给出弧长的定义.此处也 
得到与 （4) 相类似的弧长公式 

〆 _^ 广 r _ 

S = AB 二 ^Jx t 2 +^ 2 + z^dt, 

Jto 

以及其他等等.在这个情形下，差不多可以毫无变化的把对于平面曲线所讲的种种 
都移植过来.在这个上面就毋庸冗言了，我们来看 例子. 

1) 螺旋线 :r - : a cos t,y = a sin t , z = ct . 

因为此处 _ _ 

\J X ? + Vt + = \ A 2 + C 2 , 

所以曲线从点 = 0) 到点 M ( t 为任意的）的弧长为 

s = AM = [ \/ a 2 -\- c 2 dt — a 2 + c 2 t . 
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如果想一下，当把圆柱面展平时，它上面的螺旋线就变成了斜的直线，那么这便是显然的结果了。 

2) 维维亚尼曲线 x — Rsm 2 t、y = R sin t cos t^z — R cos t . 

我们有 

\/ x t 2 4 - y ' t 2 + z t 2 — R \/1 + sin 2 t . 

此时曲线的全长可用第二种类型的全椭圆积分表达 



§2. 面积与体积 

335. 面积概念的定义、可加性介于一条或数条封闭折线之间的任意有限（还 
可能是不相连接的）平面图形，我们称之为多边的区域，或简称多边形.对于这种图 
形的面积概念，在中学的几何课程中已经充分研究过了，我们现在把它当作基础 47) . 

现在我们在平面上，取出代表一 个有界封闭区 域的任意图形 （ P ). 它的 界线或 


47) 因为平面图形面积的一般定义依赖于多边形面积的概念，我们来简短地讲一下这后一概念. 

首先明确多边形的定义.如果没有特殊的约定，那么所指的是这个术语的最宽泛可能的解释，这 
意味 着把多边形理解为平面上任何有界图形，它的边界点含于某个有限的一组线段中 (从而容许把 
自己相交的及退化的折线作为不同类型的边 界线; 此外空集同样可规定为多边形).我们揞出，原 
则上，边界点可以属于，也可以不属于多边形，或者部分地属于它（例如三角形可以是开的、闭的、 
包括其内部及一边或包括其内部及半条边,等等). 

在初等数学教程中证明（读者可以独立地进行) :平面 图形，当且仅当它可以表为有限多个三角形 
(可能有退化的）的并时是多边形 .这个命题是计算面积的“初等方法”的基础.由定义同样易于推 
出> 两个任意多边形的并、交及差仍是多边形.这一事实今后不止一次会用到. 

根据中学的几何教程 ，具有如下性质的非负数 SCP ) 称为多边形 CP ) 的 面积： 

1) 若多边形 （ P ) 被分割成（或分解成）两个多边形 （朽） 与 （ P 2 ) [这意味着，多边形 （ Pi ) 与 （ P 2 ) 
合成多边形 （_ P ) 并且没有共同的内点]，则= S ( Pi ) + 5(^)( 面积 的可加性). 

2 ) 若 （ P ) 是边长为的矩形，则 RP ) =吨若 （ P ) = 0( 空集)，则 S ( P ) = 0. 

3 ) /若多边形⑻包含于多边形（朽）与 （ p 2 ) 的并，则 s ( P ) ^ 若⑻包含于（巧)， 

则 (巧 )( 面积的 半可加性 与单调 性). 

4) / 相同的多边形面积相等. 

[此处性质 3 )与 4 )加了撇，因为它们可以从性质 1),2) 推出，所以它们不一定要加在定义中 

所述定义的 适定性 (换句话说，多边形面积的存在 性与唯一性) 可能要借 助于三角剖分 (任意多边 
形分割成三角形）来 建立; 类似的证明通常在（足够完备的）初等数学教程中进行. 

今后，所有谈及的有关多边形及其面积都在没有特殊约定的情形下加以应用. 
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周线( X )，我们总设想是（一条或数条)①封闭曲线 48) . 

我们先来研究所有可能的整个被包含在 （ p ) 里 
的多边形 （ a )， 与整个包含了 （ p ) 的多边形 （ b ) (图 
14). 若4与 B 分别代表它们的面积，则永远 
任意一个 B 都是数集合 { A } 的一个上界，故有一上 
确界及[第11目],并且只彡 R 同样的，由于数昃， 

数集合 { B } 有下界，故有一下确界 P * >尺.此二界 
数的第一个可称为图形 （ P ) 的内面积，第二个可称为 
图形 （ P ) 的外面积. 

假若两个界数八 = sup { A } 与 P * 二 inf { B } 相等，则其共同值 P 称 为图形 （ P ) 的 
面积.此时图形 （ P ) 称为可求积的. 

易见，若要面积存在，必要而且 只要： 对于任意的 e > 0可找出这样的两个多边 
形 ㈤ 与 ( B ), 使得 B ~ A < s . 

实际上，这个条件的必要性从确界的基本性质[第11目]便可 推知： 若面积 P 
存在，则可找得 | 与充分性则由不等式 



立即可以得到. 

现在设图形 （ P ) 分解成了两个图形（巧）与 ( P 2 )@ ；例如，可以想象这是借助于 

连接其周线上二点的一条曲线，或借助于整个含在 （ P ) 内的一条曲线而分成的（图 
15， a 与 6). 我们 证明： 



从这三个图形 ( P ), ( A ), (巧）中两个是可求积的，可以推知第三个也是可求积的， 
并且永远 


①在本节中，讲到曲线，我们总是指连续曲线，具有参数表示 ft 并且 S 有重点.如若尔当 
(C.Jordan) 所曾证明的，这样类型的封闭曲•线•永•远是把_面 •分为 两个区域， A 紬的与外部的，而 
此封闭曲线为它们的公共界线. 

© 它们可能在局部上有公共界线，但是彼 此不相 覆盖，也就是说没有公共内点. 

48) 当定义图形 （ P) 的面积时，其有界性的假定是本质 上的; 有关 （ P) 的闭合性及边界——周线 
{ K ) ——的形状的假定，仅仅是为了加强叙述的直观性. 
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p = p 1+ p 2 , 



就是说，面积有可加性. 


为了明确起见，假定图形（尸 i ) 与（尸 2) 有面积.我们来研究对应于它们的内含的 


与外包的多边形 （4),(^) 与 ( a 2 ),( b 2 ). 由彼此不相覆盖的多边形 ( a 1 ),( a 2 ) 组成 

多边的区域 （ A )， 面积为4 =応+ 乂 2 ,而且整个被含在区域 （ P ) 里.再由多边形 

(私）与 （执 )( 可能是彼此覆盖的）组成区域 （ S ) ，面积为 B < Bi + B 2 , 而且整个包 
含着区域 （ P ). 易见 


+ A2 = A ^ B B \ + ^2, 

因为其 中历与 A u B 2 ^ A 2: 可以相差任意少，所以 B 与^ 4也可以相差任意少，由 
此便推出了区域 （ P ) 是可求积的. 

另一方面，我们同时有 

-(- A .2 = A . ^ JP ^ S B \ -\- B2 


以及 


乂1 + 乂2 彡 尸1 + 巧 彡+ 万2, 

于是数 P 与 Pi + P 2 被包含在同一对而且是任意近的界数4 +烏与历+执之 
间，因此，这两个数是相等的.证完. 

336. 面积看作极限前目所述的可求积的条件可以改述 如次： 

1) 为了要使图形（尸）是可求积的，必要而且只要，存在这样的两个多边形序列 
{(4)} 与 {( Bn )}, 分别是被包含在 （ P ) 里的及包含着 （ P ) 的，其面积有共同的极限 

lim A n = lim B n — P . (2) 

这个极限，显而易见，就是图形 （0 的面积. 

有时不用多边形，而用另外一些已知 是可求积的图形 ，倒更有利 一些： 

m 一 —— ,-— ■ 

2) 如果对于图形 （ P ) 可以做出这样两 个可求 积图形的序列 {( Q n )} 与分 
别是被包含在 （ P ) 里的及包含着 （ P ) 的，其面积有共同的极限 

lim Q n = lim P n = P , (3) 

则图形 （ P ) 也是可求积的，并且上述的极限即是它的 面积. 

这从前一个命题中立即可以推出，如果把每一个图形 ( Q n ) 换成含于其内的多 
边形 ( An ), 而图形(瓜）换成包含着它的多边形（凡);(4)，(凡）与 （ Qn )，( D 在面 
积上是如此的相近，于是使得 （2) 亦即同时成立了. 

虽然在实际中，以上所讲的两个定则所提到的图形 （4)，0 Bn )，( Qn )，( i ^ n )， 选择 

起来并不困难，然而廓清关于这些选择的含糊之处还是有着原则性的兴趣的.为了 
这个目的，我们可以这样做，例如： 
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将所研究的图形 （尸） 放在某个边与坐标轴平行 
的矩形（初内，借助于与其边平行的线族，分割 （ p ) 

为若干部分.由整个含在区域 （尸） 内的诸矩形，我们 
组成了图形 （1)( 在图16中它是画了细线条的)，并由 
与 （ P ) 有公共内点{^可能部分的出了这个区域的诸 
矩形，组成了图形 （5). 此二图形显系在面积概念定 
义中谈到的那些多边形 ^4) 与 （召） 的一个特殊 情形； 

它们的面积 i 与互依赖于矩形 （ E ) 的分割方法.我 
们用 d 来表示诸部分矩形的对角线的最大长度. 

3 )若当 d — 0时，两个面积2与5趋于共同的极限而且也只有在这个时 
候， 区域 （尸）是可求积的.这个条件成立时，所说的极限 P 恰是图形 （ P ) 的 面积. 

读者不难将 此处岀 现的极限概念表成“ £ ， 6 的说法”或“序列的 t 说法 ”. • 

只需证明上述条件的 必要性 即可.我们假设面积 P 存在：跑欠我们建立 



lim A = lim B = P . (4) 

根据给定的 e > 0 可找到[第 335 目]这样的 多边形 f 与使得 B — A < q 

此时可以假定 它们的周线与图形 （尸） 的周线 （7 T ) 点 49 )我们以6表此二多 

边形周线上的点与曲线 （ K ) 上的点之间的距离的 最小者 今若取 d < S , 则显然 f 每 

一 个触及（哪怕只是在一个点上）曲线 （ K ) 的部分矩形皆在多边形 （4) 之外，在 
多边形 （ B ) 之内.由此推出 


P ^ B , 

于是 P 2 < 6并 5 -P < q 这就引出了 （4). 

十分清楚，可以在等式⑷上作出显然与前者等价的面积概念定义.这样的定义 
是最简单的与最自然的；然而缺点是它依赖于（当然是表面上）坐标轴的方向. 


①设在平面上我们有两条有限的连续 曲线； 比如说我们假定它们用参数给成 

(!) x = = 功⑷； (II) x = (f*(u),y = 

to ^ t uq 

此 处化也 每一个对于它自己的变量来说皆为连续函数.于是这两条曲线上任意二点间的距 
离 

⑴ - (f*(u )] 2 + [ 咕⑴ - ^*{u )] 2 

便是在封闭区域 [ t 0) T - u ^ U ] 上的 ( t , u ) 的连续函数，因而达到它的最小值[第173目].如果曲线 
不相交，则这个 最小距 离就不是零. 


49) 这个补充假定的适定性的正式验证可能要求读者费点力气. 
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337. 可求积的区域的种 类区域 （ P ) 的周线曲线（ X )，是这个区域的求积问题 
中的要点. 

如果是可求积的，则如我们在第犯 5 目所见，对于给定的 e > 0,曲线 （ K ) 可以 
被包在某一多边形区域 - A ) 之内，此区域是界于两个多边形 （ A ) 与 （ B ) 之间的 
(参看图14)，并其面积为 B - A < e . 

现在反过来，我们设周线 （ K ) 可以被包在具有面积 C < e (此处 e 是预先给定 
的正数）的多边形区域 （ C ) 之内.这时可以假定（并不减少一般性 )( C ) 没有整个盖 
住图形 （ P ). 于是区域 （ P ) 中不在 （ C ) 内的点组成了多边形区域04)，含于⑻之 
内； 如果将 （ C ) 与 ㈤ 合拢来，便得到多边形区域 （ B )， 包含了 （ P ) 因为差数 

召 — 4 = C < q 所以（根据第335目的准则）由此推知区域 （ P ) 是可求积的. 

为了叙述上的便利，我们规定称（闭的或开的）曲线⑻的面积为0,若是可以 
用 厘的多边的区域将它盖住 . 这时根据以上所论，便可叙出以下的可求积 

欲使图形 （ P ) 是可求积的，必要而且只要，其周线 （ K ) 面积为 0. 

以此之故，划出面积为0的曲线的广泛族类就有了重要性. 

首先，不难证明，每个表成显式方程 


y = /( 工）或 x = g(y) 

(a^x^b) (c^y^d) 


(5) 


( f 与 g 为连续函数）形式的连续曲线，都具备这个性质. 



例如假定来看第一个方程，对于给定的 e > 
0，可以将区间 [ a ，6] 分为部分区间 [ x,^, +1 ](z = 
0,1 ，…， n — 1)，使得在每一部分区间[:中，函 
数/的振幅叫< & [第 87 目].若照常以叫与 

M , 表示第 i 个区间数/的最小值与最大值 ; 则 
由多边形 


m 17 [xi,x i+1 ]mi,Mi] (< = 0 , 1 ， … .n-l) 

所组成的图形（参看图 17);,, 其总面积为 

> '人 M i 一 爪 — ~ 〉 、 LOi^Xi <C ~7 〉 ' = 6 ， 

丄一^ 0 — a ^ 

它盖住了我们整个的曲线。即表明所欲证的，就是说，曲线 （5) 的面积为 0. 由此 
推知： 

5(3 )容易验证（利用边界点的定义)，无论区域 ( A ) 的边界，还是区域⑻的边界都是区域 （ C ) 边 
界的 部分. 由此推出[因为 （ C ) 的边界包含于线段的有限并]，(乂）与⑼实际上都是多边形区域 

[参看335目中的脚注 47)] 
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如果图形 （ P ) 界于某几条连续曲线之间，而其中每一条都分别可表成显式方程 
(5)( 不论是哪一种)，则这个 a 形是可求积的. 

实际上，所述曲线既然每一条皆面积为 0. 所以整个周线显见也是面积为 0. 

从这个定则可以得出另一比较个别性的定则，然而在实际中它倒是更方便些. 

我们称参数方程 


^ = ( 6 ) 

(to^T) 

所给出的曲线为光滑的，若 1) 在整个参数变化区间 [ to , T ] 中，函数 p 与4有连续 

的导数，并且 2 )曲线上既没有可除的奇异点，也没有一般的奇异点.在封闭曲线的 
情形下，还要有等式 


/⑹= 〆 (”，作 0) = f ( T ). 

现在我们来 确定： 光滑曲线面积为 0. 

在曲线上取任意的参数值所确定的点 M . 因为此点非奇异点，所以像在第 
223目中看到过的 一样， 存在有这样的 区间： 

a = (t — 6, t-h 5), 

使得曲线上对应的一段可以表成显式方程. 

现在把博雷尔引理[第 88 目]应用到区间 [ t 0 , T ] 与覆盖着它的区间系统 S = 
W }\ 就从所有的区间中分出了有限个这样的区间，使得曲线断成有限部分，每一部 
分可表成显式方程（ 5 )(不论是哪一 种). 此时只需再引用以上所证者即可.于是 

如果图形 （ P ) 界于一条或几条光滑曲线之间，则它显然是可求积的. 

在这种场合下，即当曲线有有限个奇异点时，这个结论依然 有效： 将这些奇异点 
用任意小面积的邻域分出后，我们就是在论光滑曲线了. 

338. 面积的积分表达式现在我们来讨论利用积分以计算平面图形之面积. 
首先我们研究（这是第一次用严格的叙述）早已 
遇到过的关于曲边梯形 ABCD 18) 面积定 j 的 
问题.此图形上以曲线 DC 为界（曲线 J 9 C 的方4为 

V = /⑷， 

其中 /(: r ) 是区间 »] 上正的并连续的函 数)； 下以 x 
轴上的区间 AB 为界,两侧以纵坐标线 AD 与 BC (每 
一 条纵坐标线都可能退缩成一个点）为界.其实我们 
所研究的图形 ABCD 的面积的存在，由前目中所证 
者立即推得，所以只需来讲它的计算. 
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为了这个目的，我们和通常 一样， 在 a 与6之间插入点列 

a = xo < xi < X2 < \；^ < Xi < xi + \ 〈… < x n = b , 

将区间 [ a ，6] 分成若干段•以 与风 分别表示第 i 个区间=： 0，1，…， 
n - 1) 中函数 f ( x ) 的最小值与最大值，组成（达布）和 

s — ^ rrnAxi ： S — ^ MiAxi ， 

醪 參 

I % 

显而易见，它们分另 [ J 是内含的与外包的诸矩形所做成的阶梯形图形的面积（见图 18). 
因此 

s < P < S . 

■ 

但当差八而中的最大者趋向于零时，二个和皆以积分 j h a f ( x)dx 为极限①，因之，此 
积分即等于所求之面积 



假若曲边梯形 CDEF 下面与上面皆以曲线为界（图19)，曲线方程为 

Vi = /1($)与々2 = f 2( x ) ( a ^ x ^： b ), 

则把它当作两个图形 ABFE 与 ABDC 的差来研究，所述的四边形的面积便得出如 
下的形式 



S 19 图20 


今设给出了一个以曲线乂 b 及两个向径 oaos (其中每一向径皆可能退缩成 
一点）为界的扇形(图 20). 这时曲线是用极坐标方程 r = /⑹给出的，其 


①由于第 33 6目1)，这本身就证明了曲边梯形 ABCD 是可求 积的； 为了要得出那里所提到的 
图形序列，例如说可以将区间加以等分. 
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中 r ■二 /(<?) 为区间 [ a , (3] 上的正的连续函数.此处的问题也仅在于扇形面积 P 的计 
算，因为图形的周线的性质已确定了面积的存在 51 ). 

在 a 与/?之间插入以下的值（见图 2 0) 


a — do < Oi < % < … < 氏 < 6 i + \ <••‘<〜 = /?， 

做出与这些角相对应的向径.如果此处也引用函数/(0)在 [0 u 6 i+l \ 中的最小值与 
最大值 ：叫与 风，则用这些向径所画出的圆扇形，对于图形 AOB, 就分别是内含的 
与外包的.将内含的各扇形与外包的各扇形分别组成两个图形，其面积便是 



并且显而易见， 

(j < P < E . 

很容易看出，此二和 a 与 S 即为积分 \ f ^[ f (0)] 2 d 0 的达 布和； 当差△氏中最 
大者趋向于零时，它们均以此积分为极限以便有 



339. m 1) 试确定界于 悬链线 2 / = ach -, x 轴及对应于横标 0 与: r 的两条纵坐标线之间 
的面积 P (图 9). a 


我们有 



其中 s 为悬链线的 AM 弧长 [331,1)1- 这样一来，所要找的面积 AOPM 就和线段 P 5 与 5 M(S 


为 SM = AM ) 所做出的矩形面积相等了. 

2) 给 定椭圆 ~ ^ = 1及其上一点从(工，2/)(图 21). 试确定曲边梯形 BOKM 及扇形 

OMB 的面积 


从椭圆方程中，我们得到 y = 所以根据公式 （7) 

0 / 




a 


— x 2 dx 







ab . x 
— arcsm — h 
2 a 



ab 

Y 


arcsin — 

a 



因为最后一项是 AOKM 的面积，所以去掉它我们便得出扇形面积的表达式 

P2 = 面积 OMB = 士 arcsin — . 

2 a 


①此处也可以做出与第 158 页相类似的附注，但这次是根据 336,2). 

51) 事实上容易验证，曲边扇形边界的面积为 0( 类似于对曲边梯形边界所作的). 
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当 


X 


a 时，我们得出椭圆的四分之一的面积的值为 


对于圆 ， a 


r ， 便又得出我们熟知的公式 P 


= Trr 2 . 


Trab 

丁 


，于是整个椭圆面积就是 P 




nab . 


3) 设给定了双曲线= 1及其上一点 M ( x ， y ) (图 22 ).试确定曲边图形 A ^ M ，0 丄 W 


与 ( X 4 ML 的面积 


a 


b 2 



x 



X 


图21 


憑 22 


从双曲线方程中，我们有2/ = - Vx ^- a ^ 并且 

a 


根据公式 （7) 


X 


Pi 


面积 AKM = - \/ x 2 — a 2 dx 

江 J a 


a 




2 - a 2 


a 


2 


2 


ln(x + V $ 


2 


a 2 ) 


一 ab . a ; + ^ Jx 1 — a 1 

2^-y ln —a—— 


因为 


y / x 2 — a 2 y 


a 


t , 故此表达式可以表成较对称的形式 


Pl = ^ X y--abln[^ y T 


由此就很容易得到 


尸2 =面积 OAM -^ ln (- + |), 

Ps = 面积 OAML 二 - xy^^-abhi f - + . 

2 2 \a 6 / 

附注 所得到的结果可以使我们深人一些的了解三角函数（圆函数）与双曲线函数之间的相 
似性.我们来把单 位圆： / + y 2 = 1与等轴双 曲线： x 2 ~ y 2 = l 作一对照（图23, a 与 6). 此二 
曲线可以用参数表示成 这样： 

圆： OP = x = cos t , PM — y = sint , 

双曲线： OP = x = cht , PM — y — sht . 

然而在圆的情形下， t 的几何意义虽则很明显的就是这圆心角 AOM , 可是对于双曲线，就不 
可能这样的解释参数 f 了.不过对于圆可以给出参数 f 的另外一个解释，即 ： i 是扇形乂 OM 面初 
的二倍(或是扇形 M ， OM 的面积).原来，这个解释也可以运用到双曲线的情形中去. 
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a) 6) 


1 23 



确实，若点 M 坐标为 


x = cht = 


e f + 

~~ 2 """ 


= sht = 




则 x + y = W 并且 t 二 \ n(x + y ). 如果记起以上所求得的巧的公式并在其中设 a = 6 = 1，我 
们便得出： Z 等于扇形 AOM 面积的二倍 (恰与在圆的情形中一样). 

这样，在圆中，线段 PM 与 OP 表示“圆扇形 AOM 面积的二倍” 的圆正弦与圆余弦， 而对 
于双曲线、 此二线段就表示“双曲线扇形 AOM 面积的二倍”的 双曲线正弦与双曲线 余弦. 双曲 

线函数在对双曲线的关系上的地位和圆（三角）函数在对圆的关系上的地位完全相仿. 

反双曲函数的符号[参看第 49 目， 3) 与句] X 


Arsho;，Archer 等等 

即是与所指岀的双曲函数的自变量的解释（看成某一面积）相联系着的，其中字母 Ar 是拉丁字 
Area (表示面积之意）的字头. 

4) 试求界于坐标轴与拋物线 


y/x + y/y = \fa (a > 0) 


之间的图形的面积 R ^ 

答案 P = / Q a ydx = * a 2 •(让读者自己来作图) 

5) 试确定被封闭在两条全等的拋物线^ = 2 px 马 x 2 = 2 py ^ 
之间的图形面积（图 24). 易见，需利用公式（8)，设其中 






为了要确定积分的区间，我们将此二方程联立求解，便得出两 
条抛物线的交点 M (非原点）的 横标： 它等于 . 我们有 


a 24 





■ 162 • 


第十章积分学在几何学、力学与物理学中的应用 


[339] 


6) 试求以方程 


Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 = I (AC - S 2 > 0 5 C > 0) 


给出的椭圆的面积 

解从这个方程中， 


2/1 



V2 



-Bx+ y/B 2 x 2 - C{Ax 2 - 1) 

C 


并且仅对于满足不等式 

C ~ (AC - B 2 ) x 2 ^ 0 

的％亦即含于区间内(此处 a = \[ AC ^ B 2 ) 的 '及似 才有实值, 

于是所要求的面积便是 


P= [ ( 2/2 - yi)dx =~ f - (AC - B^)x 2 dx 

J —CX j — 0( 

= X 2 dx= AC — 

&最后，设以琿式 

ax 2 + 26 即十 cy 2 + 2dx + 2ey + / — 0 

绘出楠圆，欲求其面积 P . 

这问题可以简化成前面的问题. 

若将原点移至所确定的椭圆的心则如所周知，由方程 

/ 

af + ㈣ + d = 0 ， 岐 + cn + e = 0 ， 


原方程即成为如下 形状： 

ax 2 + 2bxy + cy 2 + /’ = 0, 

其中 炎 + er ? + / = /’• 


从等式 （11) 与 （12) 中消去 （,7], 便得 



0, 


由此 





△ 

ac — b 2 


，其中 △= 





( 12 ) 


①显而易见与 △ 皆为负（否则方程就不代表任何实曲线了). 
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若设 



则所得到的方程不难化成 6) 中所研究过的形状. 


于是椭圆面积就是 


P 


霄 1/’1 


yac — b 2 


7rA 

(ac — 6 2 ) 3 〆 2 


8) 如果曲边梯形的边界曲线是用参数或用 （6) 形的方程给出的，在这种情形下公式 （7) 仍可 
利用.在积分⑺中进行换元，便得（假定 t 时 o : 二 a 并 t 二 T 时 x = 6): 



例如，若是在椭圆面积的计算中，从它的参数表示法 


出发，并考虑到当 i 由 


x = a cost, y = bsint 


7 T 减至 0 时，: r 由— a 增至 a ， 于是得 




7T 


bsint - (—as\nt)dt = 2ab 


2 


sin tdt 


irab 


o 


此处我们计算了椭圆上面一半的面积并二倍之. 

9) 类似的，计算界于 旋轮线 x = a(t - s \ nt),y = a(l - cost ) 之下的图形的面积.根据公式 
(13). 我们有 


P 



(-t-2sint+-sin2t 



= 37ra 2 



由此可见，所求的面积原来等于母圆面积的 



留给读者来证明，界于相邻二环之间的图形的 


面积形成一等差级数，公差为 87 r 3 a 2 . 图25 

11) 试求蜗线 


t = a cos 0 + b 
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当 b > a 时的面积. 

根据公式（9)，我们有 


2tt 


P I (a cos 0 + b) 2 dO 

2 ’o 


2 


2 〜 w sin2 “ 2a6sin 沒 


2 


2tt 


0 


|( a 2 + 26 2 



特别言之，心脏线 (6 = a ) 的面积等于 


2 


12) 试求双纽线 


2 


cos 20 的面积 


只要把右边的一块的面积二倍起来就行了，这一块对应 于咖从 变到 


7T 

4 


P = 2 -2 2a 


2 


cos 20 d 0 


4 a 


2 


m ■ 

T 


cos 2 QdQ 


2 a 


2 


4 


0 


13) 试求笛卡儿叶形线 x 3 + y 


3 


3 axy 


C 的面积. 


化成极坐标.在方程中命 rc = rcosO , y = rsinO ) 约去 r 2 就得出以下的极坐标方程 


3 a sin 0 cos 



r 


sin 3 9 + 


cos 


3 



丌 


因为曲线的环对应于极角0从0变到故根据公式 （9) 


P 


9 a 2 f 2 sin 2 0 cos 2 0 


2 


0 ( sin 3 0 + cos 3 6) 


2 


dO 


以 tg ^ cos 0 代替 sinA 积分号下表达式就成为如下 形状: 


tg 2 0 dtg 0 


(1 



tg 3 汐 ) 2 ’ 


由此立刻就找到了原函数 


cos 


3 


3 1+ tg 3 汐 


3 sin 3 0 + cos 3 0 


由此可见， 


P 


3 a 


2 


COS 


3 



sin 3 6 cos 3 0 


7^ 

2 


3 a 2 


0 


14) 利用极坐标，重新来解问题 6). 

解引用极坐标，将椭圆的方程 （10) 表成如下形状 


r 


2 


1 


A cos 2 0 + 2 B cos 0 sin 0 + C sin 


2 



于是根据公式 （9) 立即得到 [ 309 , 9 )] 


7T 

2 


P 


2 — 


dO 


7T 


A cos 2 0 2 B cos 6 sin 0 -\- C sin 2 0 


一 I 


VAC 


B 2 


此处我们使整个楠圆面积等于它在第一与第四象限部分的面积的二倍.假若要利用第 288 目 
10) 的结果来直接计算整个椭圆的面积，那么就会遇到一些什么困难呢？ 
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15) 公式 （9) 可以使其适合于曲线在以形状 （6) 的参数方程给出时的情形.因为 




+ /， 



arctg 兰并％ 


^Vt - x’ t y 


x 



+ y 2 


所以 


2 r 2 d 6 = ^ (xyt - x [ y)dt 


如果极角0自&变到0对应于参数 t 自 to 变到 T ， 则 


T 


T 


p 


(工 y’t 


x t y)dt = - [ ip ( t )^\ t ) - 


(14) 




亡0 


这个公式由于比较对称的缘 


参数方程 




较为简便.例如，若是根据它来计算椭圆的面积，从椭圆 


r k 


to 



a cos t,y = 6 sin 1出发，我们就得到 


P 


2 tt 

v acos t - b cos t + asmt - b sin t)dt = -ab 
2 ! o 2 ^0 


2tt 


dt 


nab 


16) 我们再根据公式 （14) 来计算星形线 t = a cos 3 t,y = a sin 3 t 的面积.我们有 


2tt 


P =2 


a cos 


3 


2 2 3 

• 3 a sin t cos t 3 a cos t sin t - a sin t]dt 


o 


3 

-a 

2 


2tt 


sin 2 tcos tdt 


3 


o 


16 


a 


t 


sin At 
4 



o 


3 

-iva 

8 


340. 体积概念的定义及其特性 犹如我们在第335目中从多边形面积概念出 
发而建立了任意平面图形的面积概念一样 f 现在我们依靠多面体的体积来给出立体 
的体积定义 52) . 

那么设给定一任意形状的立体（V),也就是说三维空间的一个有界封闭区域.立 
体的边界设为一封闭面 ( ^或几个封闭面). 

我们来研究整个被含在这立体里面的多面体 P0 的体积X，以及包含着这个立 
体的多面体 （y) 的体积 r. 恒存在X的上确界 K 与 y 的下确界V、并且 K < V*. 
它们可以分别称之 为立体的内体积与外体积. 

如果两个界数 

K =sup{X }， 与 K = inf{r} 

相同，则其公共值1/称为立体 （ K ) 的 体积. 

在这里不难看出, 要体积存在，必须而且只需：对于任意的 £> 0 可找到这样两 
个多面体 （ x ) 与 ( y ), 使 r - x < & 

@我们所指的是连续面,有参数表示法，并且没有重点. 

52) 多面体体积的 概念，基本上类似于 多边形面积的 概念，但毕竟十分复杂. 由 于这一原因，所有 
与体积定义及计算体积一般公式有关的问题，在传统上比类似的面积理论叙述上要概略得多.与 
三维和多维空间中体积有关的一系列事实是在测度 论中更 为详细加以研究的. 
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更进一步： 

如果立体 （ y ) 分解成为两个立体 （ r ) 与 （ y 2 )， 则从这三个立体中的两个的体积 
存在，便推知第三个的体积也存在.此时 


这也就是说体积具有可加性. 

不难将第 33 6目中已对于面积证明过了的定理 1),2),3) 按其大意对于体积套用 

过來 

1) 为要立体 （ F ) 有体积，必须而且只需，分别存在有内含的与外包的多面体的 
两个序列 {( X n )} 与 {( Y n )}, 它们的体积有共同的极限 

lim X n = lim Y n = V . 

这个极限便是立体 （ K ) 的 体积. 

注意若将此定理中的多面体换成任意已知有体积的立体，则仍然成立. 

2) 若对于立体 （ y )， 能够分别建立这样的内含的与外包的两个立体的序列 
{(%)}与 {( f / n )}, 使得都有体积，并且这些体积趋于共同的极限. 

lim T n = lim U n = V ) 

则立体 （ F ) 亦有体积，并且就等于所说的这个极限. 

最后， 我们提出以“标准”方法择取趋近于要研究的立体的多面体的可能性.将 
这个立体装在某一界面与坐标面平行的平行六面体 （ W ) 内，再以一组平行于其界面 
@平面分割此六面体成为若干部分.我们将含于 （ K ) 内的小平行六面体组成立体 
( X )，然后加上那些局部突出（\/)的小平行六面体便得到立体（歹) . 这些立体乃是以 

前讲过的那些多面体（ X )与 （ y ) 的特殊情形.我们用 d 表示平行六面体 （ w ) 所分 
解成的小平行六面体对角线中之最大者. 

3 ) 若当 d — 0时，体积 X 与 P 皆趋于共同的极限\/，并且也仅仅是当这时候， 
立体 （ F ) 有 体积； 这个条件成立时，立体 （ y ) 的体积就是所说的极限 

所有这些定理的证明，我们寧单 肆考； 它们不难由模仿第 3 S 6 目中的论证而得 
岀. 1 

341. 有体积的立体的种类 正和在面积的情形中 一样， 立体 （ F ) 的体积存在 
与否完全依赖于这个立体的边界 （ S ) 的性质.不难[参看第338目]做出这样的准 
则:要立体（ V )的体积存在，必须而且只需，它的边界 （ S ) 的体积为0,也就是说此边 

界可以装在体积任意小的多面体内. 

首先，以下面三种形式 


Z = f (工， y )， y = g ( z ， x \ X = h ( y ， z ) 
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之一的显式方程表出的曲面，是体积为0的面，其中 f , g 、 h 为某有界区域中的二元 
连续函数. 

比如说，在含于矩形（丑）中的区域⑻上，给定第一种形式的方程，根据第174 
目定理，无论^ > 0是什么样的，总可将这矩形分成如此之小的一些矩形 ( R^i = 
l , V .., n )， 以使在区域 （ P ) 的含于（及）中的部分（只）上，函数/的振幅< | 若 
mi 与 M t 是函数/ 在⑺） 中的最小值与最大值，则我们的曲面可以整个装#由底 
面积为说，高为叫 ^ M z -mi 的长方体所组成的多面体之内.这个多面体的体积为 

证完. 

因此 ，如 果立体 （ V ) 界于某几个连续曲面之间，而每一个曲面均分别以（三种形 
式之一的）显方程表出，则此立体有体积. " 

为了要给出在实际中通常可用的特殊准则，我们建立牵增#面的概念. 

设曲面被表成参数方程 

x = ( p ( u , v),y = 4( u ， v)，z = x ( w )， 

其中函数 A 也 x 与其偏导数在⑽平面的某一有界封闭区域 （ Q ) 内是连续的.这个 
区域的边界 （ I ) 我们设想是 由光滑曲线组 成的.最后，假定这个曲面没有重点及其 
他奇异点.在所有这些条件成立时，此曲面即称为光 滑的. 

设丽是曲面上由参数值 U 二 u ， v 二 iJ 所确定的任意 一点； 因为它不是奇异点, 
故可[参看第 22 8目 P 把点 (以）在 UV 平面上用这样一个邻域 

a = ( u - S , u ^5; v -5, v -^5) 

环绕起来，使得在曲面上的对应区域被表成了显式方程.为要说明所研究的。光滑曲 
面可以分解成有限部分，每一部分皆以三种形式之一的显式方程表出，只需将博雷尔 
引理[第175目]应用到封闭区域 （ Q ) 及覆盖它的邻域系统 S = {0 即可.由此—— 
根据以上 推知， 光滑曲面体积为 0. 

现在显然可见 

界于一个或几个光滑曲面之间的立体定有体积. 

然而，也准许在立体的界面上存在有限个奇异点，这些可以用一些体积任意小 
的邻域分割出去. 

342. 体积的积分表达式 我们从几乎是显然的一点 开始: 高为开，底为可求积 
的平面图形 （ P ) 的直立柱体有体积，等于底面积与高的乘积 ：V == PH . 

① 如果点是在区域 （ Q ) 的边界 ( L ) 上，则对于它所指的应是第 262 目中所讲的. 
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我们这样来择取[第336目， 1)] 分别含于 （ P ) 内的与包含着 （ P ) 的多边形 ( A n ) 
及 { B n ). 使得它们的面积乂 n 与趋向于凡如果在这些多边形上建立起高为丹 
的直立棱柱体 （ Xn ) 与 （ K ) 来，则它们的体积 

x n = 人孖与 = B n H 

就趋向共同的极限 V =尸丑，由于第340目1)，这便是我们的柱体的体积. 

现在我们来研究含于平面 x = a 及 x = b 之间的某一个立体 F ), 并开始以垂 
直于： r 轴的一些平面来分割它（图 26). 假定所有这些截面 是可求积的， 并设对应于 
横坐标 x 的截面面积——以 P { x ) 表之—— ^ x ( a ^ x ^ b ) 的淳攀_舉. 



1 26 


如果（不歪不偏的）投影两个同类的截面到某一垂直$轴的平面上，则它们可能 
或是一个含在另一个里面（如图27, a ), 或是局部的一个在另一个之上或是彼此完全 
分开（参看图 27,6， b ). 



我们暂且先讨论这种 情形： 即两个截面被投射在垂直于 a : 轴的平面上，永远是一 

个含在另一个的里面. 

在这个假定下，可以断言，立体（ V )有体积，表如公式 

V = f P ( x ) dx . (15) 

J a 

为了证明，我们将: C 轴上的区间 h 6] 用点 

a = xq < x \ < •- < Xi < Xi ^ i 〈… < x n = b 
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分成若干部分，并用通过分点的平面 x = 将整个的立体分割成若干片.我们来研 
究含于平面 a ; = %与 ； r = Xi + i(i = 0,1 ，… ，n — 1) 之间的第 i 片.在区间 [ xi , Xi + \] 
中，函数 P { x ) 有最大值从与最小值如若将对应于此区间中不同的 x 值的截 
面放在一个平面上，比如说是 x 二而，则它们（在所作的假定下）就都被包含在面积 
为抓的最大的一个里，并且都包含着面积为的最小的一个.如果在这些最大的 
与最小的截面上，建立起高为= x , +1 - ^的直柱，则前者就包含了我们立体中 
所研究的这一片，而后者就被包含在这一片之内.根据开始时所讲的 一点， 这些柱体 
体积分别为与 rriiAxi . 

内含的各柱体组合成立体 （ T ), 外包的各柱体组合成立体 （[/); 它们的体积分别 

等于 

▲ » 

% % 

并且当 A = maxAxi 趋向于零时，有共同的极限 (15). 由第340目， 2), 这就是立体 

( V )的体积①. 

旋转 体是一个重要的特殊情形，此时以上所讲的关于截面相互间位置的假定显 
然成立.设想在 xy 平面上以方程 = f ( x)(a ^ x ^ b ) 给定一条曲线，此处 /($) 是 
连续的并且是非 负的； 我们开始将它所界出的曲边梯形环绕 z 轴而旋转（图28, a 与 
6). 显而易见、所得出的立体 （!/) 合于我们所研究的情形，因为它的截面投射到垂直 

于 x 轴的平面上就成了 [ p ]^ L n [1] ,此处 P ( x ) = iry 2 = vr [/(； r )] 2 , 所以 



a) 6) 


S 28 

①例如将区间分为等分> 便很容易的选出来了在所引用的定理中讲到的内含的与外包的立体的 
序列. 
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如果曲边梯形是下面用曲线奶二 / i ( x ), 上面用曲线於= f 2 (X) 所界出的，则显 
而易见 b b 

V = n f [ yl - yl\dx = ^ 广獅)] 2 — [綱 2 } 血， (17) 

J a J a 

虽然关于截面的假定在这里可能并不成立.一般来说，所证得的结果不难推广到所 
有由满足所述假定的立体的相加或相减而得的立体. 


在一般情形下只能 f 定: 如果立体 （ V ) 有体 积①， 则可表成公式 (15). 

事实上给定了任意的 e > 0 之后，我们可以在平面 a : = a 与 x = b 之间做这样 


两个由若干平行六面俺所组成的立体 ( X )与（巧，使得（无）含于（ V )里面，而（巧 


含着（ V )，并且还有 F - X < e . 因为对于（ X )与（歹)，我们的公式显然合用，所以 
用与 B { x ) 表示它们横截面的面积，便有 



另一方面，因为乂⑻彡 P ( x ) < B ( x ), 所以又有 


b 


b 



A ( x)dx < / P ( x)dx ^ 


a 


a 



因之体积 v 与积分 I b a P ( x ) dx 并皆含于同一界限 x 与 y 之间，而 x 与 y 相差小 


于二由此便推出我们所要的结论. 

343.例 1) 试计算底半径为 r 与髙为 h 的圆锥体的体积 

过锥体的轴作一截面，并取此轴作为 a : 轴，锥体的 



顶点算作 原点； 并引 y 轴垂直锥体的轴（图 29). 锥体 
的母线方程便是 


并且——根据公式 （16) ——我们得到 



S 29 

2) 设稀圆 g g = 1绕工轴旋转. 
因为 a 

2 

y = 

所以我们得出旋转椭球体的体积 


这个结果读者在中学课程便已熟知了. 




①例如，用一个或几个光滑曲面[第 341 目]所界出的立体便是这样的立体. 
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类似的我们得出绕 y 轴的旋转椭球体的体积表达式 ^7 ra 2 6. 在这公式中假定 a = 6 = r ，我 
们便得到半径为 r 的球体体积的熟知的值 ^ Trr 3 . 

o 

3) 试确定界于对应点0与; r 的截面之间的 悬链线 y = ach 王绕： r 轴旋转而得的立体的体积. 
我们有 a 






x + -sh 



丄 / X X 

= -7 ra ax + ach — - ash — 
2 V a a 


回忆[第 33 1 @ ! l )] ash ^ 是我们曲线的弧长 
4) 同样试求 旋轮线 拱 


s ， 最后我们便得到 V = 


2 


7 va(ax + sy ). 



x 


a(t — smt )^ = a ( 1 — cos t )(0 ^ t < 2 tc ) 


绕 X 轴旋转所得出的立体的体积. 

曲线的参数方程使得在公式 


2ira 


v 


TT 


y 2 dr 


o 


中很容易做一变换 : r = a(f — smt),dx = a(l — cost ). 即 


27T 


V = 


3 



(1 — cos t) 3 dt — 7 r <2 J [ -^t — A sin ^ ^ sin 2 t ^ sin 6 t 


3 



3 


0 


2tt 


5 n 2 a 3 


o 


2 


5) 同样.对于星形线 xt 
我们有 



2 


2 


2 


2 


y 


a 3 — 


f 


a 




2 


2 \ 3 


7T 


— x 15 


dx 


a 


32 

105 


7 ra 


3 


建议读者由星形线的参数方程出发，并用换元法（如上题)，重新计算一回. 


6) 试求 抛物面 2 az 


X 


2 






2/ 2 + 2 2 


3 a 2 的公共部分的体积 5 气 


解 这两个立体及它们的公共部分皆系旋绕 z 轴的旋 转体. 所说的这两个曲面的截口是在平 


面 z 


a 


上. 


垂直于 2 轴的平面截我们所研究的立体成 为圆； 当 z < a 时这些圆的半径平方等于 2 az ， 并 


只当 2 变得> a 时，才等于 3 a 2 - z 2 . 利用类似 （16) 的公式，便有 


a 


a\/3 




2 na 


zdz + TT 


(3 a 2 — z z )dz 


2 


賀 a 


3 


0 


a 



(6\/3 - 5) 


7) 试 求球面 x 2 ^ y 2 + z 2 = R 2 与圆锥面 a 2 


提示 此二曲面的截口系在平面 a 


R 


y 2 + z 2 (x ^ 0) 的公共部分的体积 53) 


V 2 


h . 我们有 


R 


v 


V 2 


R 


7T 


2 


X dx + 7T 


(R 


2 


0 



x 2 )dx = -^-(2 — V2) 

o 


53) 显然上述方程仅仅给出了所应求公共部分体积的区域的边界. 
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直到这里为止，我们研究的是特殊公式 （16) 的应用例子.现在我们来看一般的公式 （15) .因 
为在所有的场合下，体积 的存在 可以毫无困难的加以论证，例如可以根据第341目中的论证，因 
此我们就不来讲体积的存在，而只单 是计算 体积. 

8) 试确定 圆柱弓形体的体积.用通过底的直径的平面，从直圆柱上切下来的几何的立体，称 
作圆柱弓形体（图 30). 

假设，圆柱的底是半径为 a 的圆： 


2 , 2/2 
x H- 2/ < a 5 


截面通过直径并且与底面作 成角〜 我们来确定垂直于 x 轴并且与之交于点 M ( x ) 的截面 
面积.这个截面是 直角三角形； 显然 

P ( x ) — M 7 VP 的面积= . y 2 tga = ^( a 2 — rr 2 ) tga , 


于是根据公式 （15) 

y =臺 tga 

其中 /I = 是圆柱弓形体的高. 



3 


a 3 tgo : 


2 a % 




5 30 图 31 

有趣的是：注意若使2/轴来起 I 轴一向所起的作用，这就是说,用垂直？/轴的平面来截这个 
立体，也一样可以得出这体积（图 31). 通过纵坐标为 y 的点 M 所引出的这样的平面，截我们的 
立体 于矩形 SO , 其面积为 


P(y) = 2 xytga = 


2 tga • yy / a 2 - y 2 . 


因此,类似公式 (15), 



9) 试求以标准方程 
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1 32 


所给出的三维 椭球体 的体积（图 32), 

垂直于 z 轴并通过此轴上的 M ( x ) 点的平面，截椭球体成椭圆；在％平面上的（不偏斜的) 
投影方程是这 样的： 


V 


2 


Z 


2 


b 2 (l 


工2 



c 2 (1 


工2 、 




1 (x 




常量) 


由此显见其半轴分别为 



X 


2 


a 2 


与 cv 1 



X 


2 


a 


2 


而面积丨参看第339目，2)，8)，15)]就表成了 这样: 


P(x 


I 

tt6c 1 — 


X 


2 


71 be 


a 


a 


2 


a 2 — x 1 


因此，根据公式（15)，欲求之体积 




TTbc 


a 


( a 2 — x 2 )dx 


a 


2 


-Trabc 


a 



io ) 试求位于中心的 椭球体 


Ac 2 十 By 2 + Cz 2 + 2 Fyz + 2 Gzx + 2 Hxy 


的体积. 


解如果固定2,则对应的截口方程（或是 


更精确些 


它在叩平面上的投影）为 


ax 2 + 2 bxy + cy 2 十 2 dx + 2 ey 十 f 




0, 


其中设 


a 


A、b = H , c = B } d 




Gz , e 


FzJ 


2 




Cz^ - 1 


根据第 339 目 7)， 此截面的面积等于 


尸 ㈦ 


7rA 




{AB 


丑2)3/2, 
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A * 表示行列式 


其中 


A 

H 

Gz 




H 

B 

Fz 


— 

Az 2 

Gz 

Fz 

Cz 2 

—1 






A 

H 

G 



A - 

H 

B 

F 




G 

F 

C 


-( AB - H 2 ), 


替换之，便得 


尸 ㈤ = - 


7 T 


( AB - 則3/2 


[ Az 2 - ( AB - H 2 ) 


显而易见， z 只能在 


从 



AB - H 2 


A 


到+ 



AB ~ H 2 


A 


界限内 变化; 在这个界限内 积分， 最后便得 


V =^7 C 





z 



11) 我们来看两个半径为 r ， 其轴相交成直角的圆柱， 
并来确定它们所界定的立体的体积. 

图33上所绘出的立体 OABCD 是我们所注意的立 
体的八分之一.通过两个圆柱的轴的交点 （9, 引 a ; 轴垂 

直这两 个轴. 于是用距 O 为 X 、 垂直 z 轴的平面来截割 
立体 OA 5 CD ， 便得出正方形 i ^ TLMiV ， 它的边 MN = 


Vr 2 - 0 ： 2 ,所以 P ( x ) = r 2 - x 2 . 于是根据公式 （15) 


JC 


T 


v 



( r 2 — x z )dx 


2 


16 


r 


3 


0 


图33 


12) 最后，我们来解决这同一问题，但假定圆柱有不 
同的半径: r 与 R > r . 

和前者相比较，所不同者仅 在于： 以距0为 rr 的平 
面来截割我们所研究的立体时，得出的不是正方形，而是 


边长为 Vr 2 - x 2 与- o : 2 的长方形 . 这样一来，此时体积 V 就表成了橢圆积分 


r 




8 


\J ( R 2 — x 2 )(r 2 — x 2 )dx 


或是，若作代换 x = rsiiup 并命 


0 


r 

R 


V 


SRr 


2 


7T 


cos 2 <p - y/l ~ k 2 sin 2 ipdUp = SRr 2 ■ I 


0 


我们来把积分 / 化成两种形式的全椭圆积分.首先 


7 T 


I 


COS 2 ip 


0 


V 1 


dip — 


— # 2 o 

2 sin ip cos ip 




dip 


+ I2 
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但是 






另一方面，作分部积分，便有 




h 


sin 2 ( pd \/ 1 — k 2 sin 2 cp 


o 


- sin 
2 


2 




k 2 sin 2 (p 


7T 

2 


0 


2 


COS 


2^\A 


k 2 sin 2 ipckp 


o 




(1 — 2 cos 2 ( p ) \/1 — k 2 sin 2 Lpdxp = E (/ c ) — 21 


o 


由此 


这样一来，最后 



y = 



[(1 + k 2 ) E ( k ) - (1 — 


k 2 ) K ( k )]. 


344. 旋转曲面的面积假设在叩平面的上部（即在上半平面中）有某一条曲 
线(图34)，以形状如 （6) 的方程给出，其中是有连续导数的连续函 
数.假设曲线上没有奇异点与重点，我们可将从点 A ( to ) 起算的弧长 s 引为参数，并 
且换成表示法. 


x = #( s)，y = ^( s ). (18) 

如以 S 表示整个曲线 ZB 的长度，此处参数 s 的变化便是从0到 

假若曲线环绕 Z 轴而旋转，那么它就描出了某一个旋转面.让我们来研究这个 
问题——计算这曲面的面积. 

此处我们不谈在一般形式中建立“曲”(就是 说不是平的） 面面积概念的可 能性; 
这要等到第三卷中去作.现在我们特别对于旋转面来确定这一概念，并学会计算它 
的面积，而且我们将以早在中学课程中所给定的柱体、锥体、斜截锥体的侧面计算法 
则作为根据.以后我们会亲眼看到，我们所得岀的公式 是作为一个特殊情形而被包 

含在曲面面积的 一 般公式里的. 

在曲线儿 B 上依照从 A 到 B 的方向选取点列（见图） 


^4() = ^4, 乂1 ， 乂2，， • • _ ， An — 1， ~ B 


(19) 
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B 


0 ? 



JC 



并来研究内接于曲线的折线 AoA ^- An ^ B . 
我们起始用这条折线代替曲线，环绕2轴而旋 
转； 它就描出了某一个面，根据 姐等几何_ 
我们会确定它的面积 .我们规定将曲线所描 
成的曲面的面积，了解成当部分弧中最大者趋 
近于零时，折线所描成的曲面的面积 Q 的极限 
P . 这个旋转面的面积定义就给了我们它的计算 
法的钥匙. 


图34 


我们已经知道，可以根据插于0与 S 之伺 

的一串递增的 S 值 


0 = So < Si < 52 < ■ * ■ < < 5 乂 +1 < • • • < S n _i < S n = S、 

而得出点列 （19). 折线的每一段当环绕: r 轴而旋转时都描出圆台的侧面 ® 来.如以 
yi 与 y # i 分别表示点戌与^+1的纵坐标，而以~表示线段的长度，则第 


i 段所描出的曲面的面积为 



整个折线所描出的曲面的面积便是 


71—1 


Q 


2 兀 E 


2 = 0 


Vi + 队 +1 

2 



所得到的和可以分解成两个和，如以下 形状: 



Q 


27r EyJi + 兀 ( 队 +1 


Vi)l 


i =0 


i=0 



因为函数 y = 屯⑷ 是连续的，所以（根据一致连续的性质）可以假定我们的曲 
线分成了这样小的部分，以使所有的差 yi+i - %的绝对值皆不超出任意小的正数 e . 
于是 

n— 1 

- " Vi)h 

i=0 


n—l 


^ £7T li ( £7VS； 


i =0 


由此可见，这个和当 max ASi 0时趋近于零. 

至于和 

71—1 

2 tt ^ yik 

i=0 


® 特别来说，这个曲面可能退化成锥面或是 柱面; 然而，即使在这种情形下，它的面积仍可根据 
求圆台的侧面的一般公式来计算. 
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则可分之为两个和 


n—1 


n — 1 


2 丌 y^ Si ~ 27 t Y 1 队 (△& 



z=0 


i=0 


因为函数屯⑷是连续的，所以它是有界的，于是所有的 | 队< M ，其中 Af 是某一常 


数.用 


丁 


表不后一个和，我们有 



2 tt 


n — 1 


ym 崎 


k 


i =0 


n—1 


彡 2 ttM 5 - ^ 


i=0 


当曲线所分成的各个部分越来越小时，根据弧长是内接折线周长极限的定义⑦， 




n—1 


s ~ J 2 l 


i 


i=0 


应当趋近于零.然则 T 亦 

余下的和 



n —1 


(7 


2yr H Vi^ s i 


i=0 


是积分 


S 


2丌 


yds 


0 


的积分和.而此积分由于函数 w =屯⑷的连续性，是存在的，所以当 max A 5i 
时，和 a 趋向此积分. 

在所作的假定之下，最后我们 得出： 旋转面的面积存在并且 表如公式 


0 


s 


s 


P 


2 tt / yds = 2 tt ①⑻ ds . 


o 


0 


( 20 ) 


如果我们返回到我们的曲线的一般参数表示法 （6)， 则在以上积分中进行换元 
参看第 3 13目，(9)]，变之为以下 形式： 


T 


P 


2 tt 


亡 o 



T 


/ 


yy ^ 


2 



y?dt 


2 tt 


to 


刪⑴: 


2 



W { t )] 2 dt . 


( 21 ) 


特别 言之，如果曲线是用显式方程々= f ( x)(a ( x < b ) 给出的，于是 x 就相当于参 
数：我们便有 


b 


P 


2 tt 


b 


yv 1 + Vx dx 


2 tt 


f{^)y 



[f^x^dx 


( 22 ) 


a 


a 


①因为弧的直径显然不超过弧长，所以当 maxAsi 0时，部分弧直径的最大者也趋近于零. 
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345•例 1) 试求球带面的面积 ■ 设环绕原点以半径 r 作半$绕: r 轴 旋转. 从圆的方程中 
我们有 y = VH - x 2 ; 以及 - 



X 


\/r 2 — x 2 


)\/l + yi 2 


r 


yr 2 — 


X 


2 




r 


此时由端点具横坐标以与 a ：2 > h 的弧所描出的带面面积，根据公式（22)，为 



其中/ I 为带的高，这样 一来， 球带面的面积便等于最大圆的圆周与带的高的乘积. 

特别在 A =—。心= r 时，就是在^ 时，我们得到整个球面的面积 P = 47 rr 2 . 

2) 试求由端点横坐标为0与: r 的悬链线 y = ach ~ 的弧旋转所产生的曲面的面积. 

因为 \/1 + V - = ch -, 所以根据公式 （22) 

a v 7 



其中 F 为对应的旋转体的体积[参看第343目， 3)]., 

3) 同样的，对于星形线 x = a cos 3 t,y = a sin 3 t . 

只要把星形线在第一象限 I )的弧所描出的曲面的面积.加一倍即可.我们已有 
yjx [ 2 + y [ 2 — 3 a sin t cos t \ 此时根据公式 （21) 



asm 


3 


3 a sin t cos tdt 


12龍 


2 



7T 

2 


sin t cos tdt 




TTO 2 . 


4) 同样的，对于旋轮线 : r = a(t — sint ),y = a(l — cost ), 
因为 = 2 a sin 2 ^ds — 2 a sin 嘉成所以 


p 



2 dt 


167ra 


2 




5) 试求心脏线 r = a ( l + cos 0) 围绕极轴旋转所产生的曲面的面积, 
从基本公式 （21) 出发，变成极 坐标： 


S 


(3 


P 


2丌 


yds 


2丌 


0 


r sin O ^ Jr 2 + r e 2 dO 


a 


在我们的情形中 a = 0，/? = tt ， 并且 





y = r sin ^ = a(l + cos 6) smO = 4 a cos 3 - sin - y ds = 2 acos - dO ^ 

2i 2i 2 


因此 



(23) 
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6) 同样的，对于双纽线 r 2 = 2 a 2 cos 2(9. 

此处 y = a \/2 \/cos 29 sin 6, ds = 广 洲， 所以根据公式 （23) 

\/cos 20 



sin OdO = Sira 2 



= 7.361 a 2 . 


最后, 




7) 试确定旋转椭球体的表面积，不论是伸长的或是压缩的（扁球). 





假使椭圆 


X 


2 


a 


2 



V 


2 


b 2 


围绕: r 轴而旋转，并且 a > 6,则我们便依序有 



C 


然而 a 2 -b 2 = c 2 y 此处 c 是焦点至心的距离并且二等于椭圆的离心率&这样 一来， 

a 


2/V1 + 


y 


/2 


二 Vw — 

a 


£ 2 X 2 ) 


并且 


a 


a 


P 


2 tt — 
a 


a 2 — s 2 x 2 dx 


a 


4n- I a 1 — e 2 x 2 dx 
a 


o 


2 


47T • 


a 


\ 2 x ^ a2 ' £2x2 ^h 


arcsm 


ex 


a 


a 


0 


27T —(a\/ a 2 — e 2 a 2 4 -— 
a e 


但是 a 2 - e 2 a 2 


a 2 - c 2 


b \ 所以最后我们有 


arcsine); 


P = 2irb (b - arcsin e ) ■ 

假使椭圆环绕短轴旋转，则因利用已经做过的计算更为便捷，所以将0：轴作为短轴.于是在 


所得出的 y^l + y f2 的表达式中仅需把 a 与6的位置对调一下即可，那么现在 



此时 





b 2 . \/ b 2 + c 2 + c 
— m . =- 

2 c \/^ 2 + c 2 — c 



b 


-b 


•180 • 


第十章积分学在几何学、力学与物理学中的应用 


[346] 


然而 = a，c = ea , 所以最后 P 的表达式就是 这样: 


P = 27T(2 



b 2 


2 c 


In 


a + c 
a ~ c 



346. 柱面面积 我们再来研究一种特殊形式的曲面，对于它，我们也于此处（在 
那个以后才给出的一般定义之先）定义出面积概念.我们所指的是年 f . 

我们返回到在第 344 目中所讲到的 



m 35 


卿平面上報的曲线取它作为准线， 
设想母线平行于 z 轴的柱面（图 35) .在 
这个面上引曲线 CD , 交每一条母线于一 
点； 如果在方程组 （6) 中加上第三个方程 

Z (X>0 )， (24) 

这条曲线就确定了.问题是在于计算“这 
条曲线下”的柱面部分的面积 P . 

如同在第 344 目中 一样， 我们引弧 

长 s 作为 参数； 于是不仅是曲线的 
方程组 （6) 变成了方程组（18)，而且方程 
式 （24) 也化为 

z = X ( s ). 


在曲线 AB 上内接一条折线 AA ^- An ^ B , 并且与此对应的在曲线 CD 上作折线 

…见图35)，由梯形 ^^ +1 C , +1 C , 组成棱柱面，内接于我们所研究的柱 

面之中 .我们在此处就把这柱面的面积理解为所提的棱柱面的 g 积0的极限 P . 

设 A = 我们有（其余保持原符号） ^~ 

Q = E 

i=0 

依靠与第 344 目中同样的理由（读者可以自己把它们完全做出)，问题就化为计算和 

n—1 

〉: : 
i=0 

的极限，不难看出，这是一个积分和，最后 

rS f'S 

P = / zds = X ( s)ds ①. 

Jo ,0 

①如果设想柱面展成平面，则所研究的图形便化为“曲边梯形”，这个结果就变成完全直观 MX . 
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回到任意的参数《，不难得出一般的公式 


T 


P 


! 


Z 


x t 



y?dt 


T 


to 


x(t) 


圖] 



to 


W { t )] 2 dt . 


(25) 


最末，在曲线的显式给岀 2 / 


f { x)(a ^ x ^ b ) 的情形下，这个公式就变成 


这样: 


P 


z 


1 + y^dx 


xO ) 


1 + [ f f ( x )] 2 dx . 


(26) 


347 .例 


1) 设图 36 中的曲线克 B 是以 B 点为顶点的抛 物线， 它的方程（在 齒中 的标记 


之下）是 


V 


bx A 

a 2 


在它的上面建立起柱面，与方程为 


C 

Z = -X 


C 



的平面 OBC 相截.试求柱面的 ABC 部分的面积 P 

根据公式（ 2 6) 


P 



1 + y ,2 dx 


a 3 



a 4 + Ab 2 x 2 dx 


0 



X 


12 b 2 


( a 2 + 46 


3i 

_ a . 

■ 


B 


2) 假使曲线是四分之一圆周 2 / 


a 


x 2 (0 ^ 


X 彡 a )， 则公式 （26) 不能无条件地应用，因为当 z = a 
时导数 W 趋于 oo . 采用 参数表示法 


y 


1 36 


x = a cos t , y = asint [0 ^ t ^ 


我们根据一般公式 (25); 便有 




P 




t 2 + y? dt 


ac 


cos tdt 


ac 


2 ah ( 


如果返回到第 343 目 8) 所讲的圆柱弓形体，则其侧面由刚才得出的结果推知，原来等于 

c = h ). 


3) 最后假定曲线儿 B 是四分之 一椭圆 



a cosily 


bsint 


0 ^ t < 



[此处由于和以上同一的原因，不能利用显式方程]，我们来解决同样的问题. 


( a ) 首先设 



>6. 引入椭圆离心率 


a 


~ b 2 


a 


，根据公式 (25), 便得 


P 



■ ， 

2 


cos tv a 2 sin 2 1 + b 2 cos 2 tdt = ~ 



b 2 + e 2 u 2 du 
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(替换 u = asint ), 并且最后 


P 


2 1 2 e l-e 


(6) 在 a < 6 的情形下，离心率 e ~ ， 并互 


2" 


P 


be 


x/1 


e 2 sin 2 t cos tdt 


be 


o 


2 i \ J \ — e 1 + 二 arcsin e 


4) 我们来研究柱面 x 2 + y 2 = Rx 被球面 a ; 


2 


+沪+ 


Z 


2 


R 2 所界出的部分，在截口上得出 


的曲线[维维亚尼曲线，见第229目，1)]，我们知道可以用参数表成这样: 


• 2 • 

x = R sin = R sin t cos t , z = R cos t . 

如果是限制在第一卦限，则此处〖就应该从0变到!.显而易见，头两个方程相当于方程组 
而后一个方程相当于方程 (24). 

根据公式（25)，所提出的曲面的面积便是 

P = AR 2 / cos tdt = iR 2 . 

Jo 

5) 两个圆柱，半径为 r ， 轴相交成直角[参看第343目,11)]，试确定其公共部分的立体的表面 
面积‘我们引坐标系 > 如图 33. 

先限于一个圆柱面，在第一卦限我们便有 


x — r cost , y : 

而最后 

z = \J r 2 — x 2 = r sin 亡 

根据公式 (25), 二分之 一 的待求面积等于 


r sin t 



ip = gr 2 I sin tdt = 8 r 2 , 所以 P = 16 r 2 . 

2 Jo 

6) 同样的问题，但在圆柱具有不同的半径 r 与 R > r 的情形下丨参看第343 @ J 2)]. 
我们先来计算半径为 r 的柱面部分的面积，我们有 


X 

Z 


= r sin t,y = 
二 ^ R 2 - x 2 


r cost 

=\pk 



R\J 1 — A : 2 sin 2 t 


根据公式 （25) 


7T 


Pi 


SRr 




k 2 sin 2 tdt 


8_ftrE ⑻ 


o 


现在我们来看半径为丑的柱面，将 z 轴与^轴的地位对调.这一次 




x — jRsin t^z — Rcost ^ 


— R 2 sin 2 1 — r 






k 2 


sin 2 
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并且〖只能（如果和历来一样，限于第一卦限）从 0 变到 arcsin k. 于是根据与 （ 25 ) 相类似的公 
式，便得 


P2 




arcsin k 


arcsin k 


y 




z’ t 2 dt 




SRr 


k 2 


sin 2 tdt 


替换 


sin t 




k sirups dt 


k cos (pdcp 


l — k 2 sin 2 ip 


其中 w 由 0 变到^便给出 


arcsin 


1 — — sin 2 tdt 

K 


• ■ 

"2 


k 


cos 2 (fdip 


k 2 sin 2 ip 


最后一个积分我们在第 343 0,12) 就已经遇见 过了； 它等于 


1 - 莰 J 刚+ 砭剛 • 


这样一来， 


P 2 


SR 2 {E(k) - (1 - k 2 )K(k)} 


最后 


P = P l ^P 2 


SR(R + r){E(k) — (1 一 k)K(k)} 


定积分的最简单的几何应用且即止于此.在第三卷中我们还会碰到在更复杂而 
又更普遍的情形下的几何范围内的计算. 


§3. 力学与物理学的数量的计算 


348. 定积分应用的大意 


在进人到定积分于力学、物理学与机械学范畴中的 


应用以前，先将 在实用问题中通常遵循而导致定积分的途径 弄清楚,是有好处的.为 
了这个目的 5 我略述定积分应用的一般大意 T 今以已 经&究 过的几何问题的例子 


来说明它. 


让我们来设想，要求确定某 


个系子区间 [ aj 的（几何的或其他的）常量 Q .此 


时命每 


个含于 [ a ，6] 之内的子区间 [ a , p ] 对应于量 Q 的華二部分，使得区间 [ a ， 6 ] 


分解成若干子区间时便引起量 g 分解成对应的部分. 

更精确些讲 ， 此处指的是某一个具备“可加性”的“区间函数” 0( 卜，即， 即若区 
间 [ a , 0] 是由子区间 [ o ：，7] 与[7> P ] 组成的，那么便有 




QiWn]) + Q([7 ， /?D- 


句题就是要计算它的对应于整个区间 M ] 的值. 
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我们在平面上取曲线?/ = f ( x)(a ^ x ^ b ) 作为例子（图 37)®, 于是 1) 曲线的长度叉 2) 
它的曲边梯形 AA ! B'B 所界出的面积 P 以及 3) 这个四边形环绕; r 轴旋转所得到的立体的体积 
V ，这三个全属于前所指出的类型的量.不难了解，它们所产生的是怎样的“区间函 数”. 


yk 


A 



o 







我们来研究对应于“元素区间 ’’[Ax + Ax ] 的 
量 Q 的“元素” AQ . 根据问题的条件，想方法 
找一^个 AQ 的近似表达式，形如 q ( x ) Ax ) 对于 
Ax 是一次的，使得它与 AQ 只差一个较 Ax 高 
阶的无穷小，换句话说 ，从 季直^ hii (当 — 0 

时)“元素” AQ 中分离出分来. 那么很 
明显的，近似等式 / 


AQ = q(x)Ax ( 1 ) 


的相对误差便与 Ax 同趋 于零. 

例如说，在上例 1) 中，可以用切线线段 MK 来代 
替弧的元素 MAh , 因之从 AS 中便分出了一次的部分 


3 37 


\/l + y^Ax = ^/ T + [ f ; ( x )] 2 Ax . 


在例 2) 中，元素的狭条 AP 自然就以面积为 


yAx = f ( x)Ax 


的内含矩形来代替 • 最后，在例 3) 中，从元素的薄片中分出它的主要部分，就是体积为 

Try 2 Ax = 7 c [ f ( x )] 2 Ax 


的内含圆柱体. 

在所有这三种情形中不难证明，由于这样的替换所生的误差，是较 Arc 为高阶的无穷小.就 

是②情形 1) 中误差小于 KM 1 -= Ay - dy , 情形 2) 中小于而在情形 3) 中小于 7 r (2 y + 
Ay ) AxAy . 

只要作了这个，就可以断言，待 求的量 q 恰恰表如积分 

Q = f q { x ) dx . (2) 

J a 

为了要说明这个 54 )，我们将区间[化6]用点〜，化分成元素区间 

[ a ， 工1 ] ，[工 1，工2] ) ' * * ) P ^ i ) ， ■ ■ ■，工 n — 1，石] ■ 

® 函数假定为 连续的 ，并具有 连续的导数. 为了确切起见,我们假定这曲线永远向上走，并 
且是凹形的向上. 

© 在脚注①所作的假定之下. 

54 )对等式 （2) 更^^^5,读者可在本目末尾找到. 
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因为每一个区间 [ x 2 ， a ： i +1 ] 或 [ xi,Xi + Axi ] 对应于我们的量的元素部分，近似地等于 
q ( xi ) A Xl ) 所以整个的待求的量 Q 便近似的表成和 

Q = ^2q(xi)Axi. 

M 

I 

部分区间愈小，所得出的数值准确程度愈高，于是显而易见 Q 便是上述和的极限，这 

就是说，真正的表成了定积分 J ^ q ( x ) dx . 

这番话对所有我们研究过的三个例子都成立.至于以前我们用另外一些方法来求量 S , P,V 

的公式，那是因为我们当时的问题不仅在于计算它们，而且在于要按照先前所给的定义证明它们 
的存在. 

因此，所有的问题就归结到建立近似等式（1)，同时通常以咖和 dQ 代替△: c 与 
AQ . 写成形式 


dQ — q ( x ) dx . (3) 

其后只需对这些元素“求和”，而这就导引到公式 （2). 

我们着重指出，此处用积分以代替普通的和是极端重要的.和只能给出 Q 的近 
似表达式，因为个别的 （3) 型的等式的误差会影响 到它; 而极限过程(借助于此，从和 
得出了积分)却消灭了误差并导致完全正确的结果.总之，在开始时为了想要简单，在 
元素 dQ 的表达式中舍弃了高阶无穷小而分出了主要部分,但其后为了想要精确，便 
以积分来代替求和.而所得到的结果就纯粹成为精确的了. 

不过这问题可以用另一个观点来处理.我们用 Q ( x ) 来表示对应于区间 
的量 Q 的变动部分.而 Q { a ) 自然设其等于零.不难看出，以上所讨论的“区间函 
数 ” Q ([ a ..:?]). 应以什么方式，通过这个“点函数” Q ㈦ 而表示出来 


Q ([ a , p ])^ Q ( P )- Q ( a ). 

在我们的例子里：点函数就是 1) 不定弧 AM ,2) 可变四边形 AA ! M ! M 的面积，而最后 3) 该 
四边形所旋转出来的立体的体积. 


量 AQ 是函数 Q { x ) 的任意增量，而表示其主要部分的乘积 q ( x ) Ax 不是别的， 
正是这个函数的微分[第103目，第104目].这样 一来， 以微分符号写出的等式 （3), 
如果将 dQ 就了解作 dQ ( x ) , 事实上就并非是近似的，而是精确的了.由此也立刻得 
到了所要求的结果 

[ q { x)dx = Q { b ) — Q ( a ) = Q ([ a , b ]) = Q . 


然而我们仍要指出，在应用中更便利和更有效的还 是无穷小元素求和的观点. 


349. 曲线的静力矩与重心的求法 55) 如所周知，质量为 m 的质点 M 对于某一个轴的 g 
力矩 ，等于质量 m 与点到轴的距离 d 的乘积.在一个有轴的平面上 ，质® 为 m u m 2 ， m n ，与 


55 )导岀与诸物理量有关的数学公式必须利用物理方面的讨论. 
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轴的距离分别为 di ，•. • ，的 n 个质点组的情形下，静力矩便表成和 


M = midi . 


此时轴的一侧的点的距离取作正号，而轴的另一侧的点的距离取作负号. 


假使质量不是集中在各别几点，而是全面的布满了一条曲线或一个平面图形，那么就要用积 
分代替和以表达静力矩.1 




m 38 


我们来讲沿着某一平面曲线(图 38) 而分布的 
质量，对于 x 轴的静力矩的定义.此时我们假定曲线是 

蠡 m 

均匀的 、于是它的 线密度 p (就是在单位长度上所占有的 
质量）是一 常量； 为了简单起见，更假定 p = 1( 不然的 
话，只需在所得的结果上乘以 p 即可).在这些假定之下, 
我们的曲线的任意一段弧的质量,就直接以它的 长度来 
度量 ，并且静力矩的概念获得了单纯的几何性质.一般 
is 出，当说到曲线的静力矩（或重心）而不提质量沿 
着它的分布情形时则永远是指恰恰在上述假定之下而 
定义出来的静力矩（重心）而言. 

我们选定曲线的任一元素心(其质量也以 数心来 
表示).将此元素近似地当作与轴相距 y 处的一个质点, 


我们便得出了它的静力矩的表达式 

dM x = yds . 


把这些元素的静力矩加在一起，并取从点 A 起算的弧长 s 作为自变量，我们便得 5 J 


f s 

M x =■ / yds . 

Jq 

类似的，对于 y 轴的静力矩也表成了 



⑷ 



当然，此处假定 2/( 或4是通过 S 表达的.实际上，这些公式中的 <9是通过曲线的分析表示法的 
自变量（(3或$而表达的. 


曲线的静力矩与使得可以很容易地确定出它的重心 C (^ rj ) 的位置.点 （7 具备这 

样的性质，就是假如把曲线的全部“质量 ” S ( 这个数也表示长度）都集中到它上面，则此质量对于 

任何的一个轴的静力矩，皆与曲线对此轴的静力矩 相同; 若特别讨论曲线对于坐标轴的静力矩，便 
得到 \ 

r s rS \ 

= M y = / xds, Sr ) — M x = / yds, 

Jo Jo 
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从重心纵标7/的公式里，我们得到了很重要的几何结果.事实上，我们有 

r}S = f yds 、 由此 27^5" ~ 2 it f yds ; 

J 0 Jo 

然而这个等式的右侧部分是曲线旋转出来的曲面的面积 P [参看第344目,(20)]，等式的左 
侧部分 ， 2 7 rr / 表示曲线绕: r 轴旋转时其重心所描出的圆周的长度，而 S 是我们的曲线的长度.这 
样一来，我们便导致以下的 古尔丹 ( P . Guldin ) 定理： 

曲线绕某一条不与其相交的轴旋转，所得出的曲面的大小，等于此曲线的弧长乘上曲线重心 
C 所描出的圆周的长(图 38) 


P = S ^ 2丌仏 


这个定理使得如果已知曲线长 S 与它所描出的旋转面的面积 P ， 就可以很容易地确定曲线 

重心的纵坐标丨 


350.例 1) 试求御圆+ $■ = 1( 假定 a > 6) 的周线对于 cc 轴的静力矩. 

对于上（或下）半个椭圆， a 这静力矩只比对应的旋转面的大小少一个因数 2 tt . 因此[参看第 


345目， 7)] 


M x 


26 (6 + - arcsin £ 


2) 如_果我们所研究的弧对于某条直线是对 称的， 那么弧的重心就必须在这条直线上. 

为了要证明起见，我们取对称轴当作 y 轴，并取其与曲线的交点当作弧长计算的初始点，于是 

函数 x = ^( s ) 就成为 s 的奇函数，并且如果在这一次用 2 S 来表示整个曲线的长，我们便有 [# 
看第314目， 9)] 

f S 

M y 二 / xds = 0, 

J-s 


因此^ = 0. 

3) 利用古尔丹定理，试确定半径为 r 的圆弧 AB 
的重心位置（图 39). * 

因为这个弧对称于通过它的中点 M 的半径 OM ， 
所以它的重心 C 在这条半径上，并且为了要完全确定 
重心的位置，仅需求它与心0的距离 r /. 取轴如图所示， 
并以 s 表示弧沿的长，以 d 表示弦 AB (= A f B f ) 

的长，我们所研究的弧环绕 z 轴而旋转，就得出了球 
带，它的表面积尸如我们所知[第345目，1)]，是等于 
27 TTd . 根据古尔丹定理，这个表面积又等于27^5，所 
以= rd ， 即 ry =二^ . 

特别对于半圆而言 ， d = 2 r ，s ~ 7 cr 并且 



V 


2 

_ rp 


0*637 r 



4) 试确定旋轮线的一拱 


x = a(t — smt) } y = a(l — cost ) (0 ^ ^ 2 tt ) 
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图40 

的标记之下）我们便有 


的重心. 

如果注意到对称性，那么便立即很明显地< - 
7 ra . 再考虑到第 345 目例 4) 的结果，跟着又很容 
易地得到 T ] — 

5) 在预先知道了重心位置的场合下，可以利 
用古尔丹定理来确定旋转面的面积.比如说假设 
要求确定环面 （环形圆纹曲面， 亦即圆绕不与其相 
交的轴旋转而产生的立体的表面）的大小（图 40). 
因为圆周的重心显而易见是在圆心 . 所以（在图中 


P = - 27 rd — An 2 rd . 


351. 平面图形的静力矩与重心的求法 我们来研究显式方程 y = f ( x ) 所给出的曲线 
之下所界定的平面图形图 41). 假定质量是沿着这个图形均匀分布的，于是它的面密 
度〆就是说每单位面积所占有的质量）就是个常量.那么可以取 p = I 这就是说我们的图形的 
任何一部分的质量以其面积来度量，而在本质上并没有减低一般性.如果说到平面图形的静力矩 
(或重心）不附加说明，就永远指的是这种情形. 



为了想要确定这图形对于坐标轴的静力 

矩 M x , M y , 我们和通常 一样， 将我们的图形 

的任意元素选成无限窄的竖条（参看图).近 

似的把这个小条看成矩形，即见其质量（面积 

也以这同一个数来表示）为 ydx . 为了要确定 

对应的元素的静力矩 dM x , dM y ,我们假定这 

小条的全部质量都集中在它的重心（即矩形的 

中心)，那么如所周知，静力矩的大小不变.所 

得到的质点与 z 轴的距离为与 y 轴的距 

△ 

离为 ( x ^ rldx \ 后一个表达式可以简单地 


换成 A 因为所舍弃的量#血乘上质量^^给出了二阶无穷小.因而我们便有 



将这些元素的静力矩加在 一起， 便得到结果 


b 


M x 


2 


y 2 dx , 


a 



⑺ 


这里的 y 当然是了解作曲线的方程中出现的函数 f ( x ). 

和在曲线的情形中 一样， 根据所研究的图形对于坐标轴的这两个静力矩，现在就不难确定出 
图形重心的坐标 f 77. 如果以 P 表示图形的面积（因而也是质量)，则根据重心的基本性质 


Pi 



b 

xydx , Prf 


M x 
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我们在图形为上以曲线扒= fi ( x ) 为界，下以曲线於二 f 2 ( x ) 为界的情形下来证明此事.假 
如取对称轴作为2/轴，则函数的与於就都成了偶 函数; 此时 z 的变化区间便形如于是 
根据公式 （ 7 a ) 中的第二个[参看第314目， 9)] 




x(y 2 - yi)dx = 0,连带着纟也= 0. 


4) 试求旋轮线 x = a(t- sin t), y = a(l - cost) 的一拱与 rr 轴所界出的图形的重心. 

利用第339目， 9) 与第343目， 4), 根据古尔丹定理甚易确定: r / = 由于对称性< = ttci . 

5) 同样的，对于两条拋物线 V = 2 prr 与 rr 2 = 2烈所界出的图形（参看图 24). 

回想第339目例5) ; 便由公式 （7 a ) 得到 



6) 和古尔丹第一定理一样[参看第350目，5)]，第二定理也可以应用于这种场合，就是当重 

心的位置知道了而要想确定对应的旋转体体积的时候.例如，对于环形圆纹曲面（图40)，便得到 
体积 V = 27[ 2 r 2 d , 


353. 力学上的功 从初等力学中读者业已熟知，如果加于动点 M 的力保持常量兄并与 
点的运动方向保持常角，则这个力在点的位移 S 上的功 A 就以乘积 Fcos ( F ， s ) . S 来表示 5 其中 
(F,s) 表示力的方向与点的运动方向之间 的角. 显而易见，乘积 = Fcos(F, s) 是力 F 在位移 

S 上的投影；引用这个投影，功的表达式可以表成乂 = 的形状，如果力的方向与点的运动方 

向相同，则 A = Fs ; 而在两个方向恰恰相反的情形下， A 二 ~Fs. 


B 




然而一般说来，力的大小 P 及其与运动方向间的角 (F ， s) 
不能始终是个常数.即使这两个量中的一个连续而变化，要表 
达功的大小仍必须采用定积分. 

设点所行经的路程 s 为独立变量：此时我们假定.这个点 
的初始位置 A 对应值 s = s Q , 而终点 B 对应值 s = 5( 图 
42). 区间中的每一个值 s 对应于动点的一个确定的 
位置，而也对应于量 F 与量 cos(F, s) 的确定的值，因之这两 
个量可以看作 s 的函数.在由路程的值 s 所确定的任何一个 
位置上，取点 M ， 现在我们来找与路程由 s 到 s + (此时点 
M 就走到邻近的点 M '， 见图 42) 的增量 ds 相对应的功的元 
素的近似表达式.在 M 处，定力 _ F 以定角 (F ， s) 作用在点 

上；因为:-在小的 ds 之下- 点由过渡到时， 

这些量的变化也很小，我们便忽略了这些变化，而认为力 F 与 
角 （ F , 幻近似地是个常量，就得出了在位移心上的功元素的 
表达式 


dA = F cos(F, s) - ds, 


因之全部功 乂被表 成积分 s 

A = [ F cos(F, s) - ds. (9) 
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从这个力 F 的功的一般表达式中，很清楚可以看出，当 （ Fj ) = i 时，功变成 为零； 实际上, 
此时 cos ( F ,5)-0, 于是被积函数就成为零了.因此 垂直于运动方向的力不产牛力学 h 的功 . 

如将点上的作用力 F 依照途径的切线方向（即运动方向）及法线方向（根据平行四边形法则) 
分成两个分力，则按以上所述，只有切线分力= Fcos ( F , 5 ) 才产生功： 


A = f F s ds . (9 a ) 

J 3Q 

现在我们假定， F 是所有加在点上的力的 合力； 于是根据牛顿运动定律，切线分量巧等于点 
的质量 m 与其加速度 a 的乘积.因而功 A 的表达式可以写成 



现在回想： 

此时即得 

A 



其中_与 K 分别表示在路程的起点与终点处速度的值. 

如所周知， \ mv 2 是点的活力或 动能； 因而我们便引出了重要的定理 ：使点 发生运动的力，其 
所做的力学上的功 A 就等于点的动能的增量 .（ 当然，功 A 与功能增量可以都是负的 .） 这条原理 

可以推广到责点组以至整个的物体，在力学与物理学中占非常重要的位置,称之为“活力定律”. 


354 .例 1) 作为例子，我们把公式 （9) 用来计算拉伸（或压缩）一端固定的弹簧的功（图 
43); 例如在火车缓冲器的计算中，就必须涉及这个问题. 

大家都知道，弹簧的伸长 5( 只要弹簧不是拉过了度）做 
<的张力 p ， 其大小比例于伸长量，于是 P = c S ， 其中 c 是 mmmmA 
&常量，依赖于弹簧的弹性（弹簧的“刚性”).拉弹簧的 j 

力应该胜过这个张力.如若只计算作用力在这上面所耗费掉 
的部分，则当伸长量由0增至 S 时，它的功表成这样： 




用 P 表示张力（或克服它的力）的最大值，它对应于弹簧的伸长量 3( 就等于 cS % 我们可以 
把功的表达式表成以下形状： 

A . = 1- PS . 

2 

如若力 P 一下子就加到了弹簧自由的一端（例如挂上一个重物)，则在它的位移 S 上就产生 
了两倍大的功我们知道，其中只有一半是耗费在弹簧的伸长 上面； 而另一半化为弹簧与所挂 
重物的动能了. 

2) 假设有某一定量的气体（蒸汽）含于汽缸内活塞的一侧（图 44), 还假定这气体膨胀了并推 
动活塞向右.我们的目的是要确定此时气体所做的功.倘使以 A 与的表示活塞和汽缸左方的底 
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的初始与最终距离，以 p 表示（活塞单位面积上的）压力，而以 Q 表示活塞面积，那么所有作用在 
活塞上的力便是 pQ , 而功则如所尽知，表如积分 



以 V 表示我们所研究的气体的体积，显见即有 V = Qs . 现在很容易地就从变量 S 转到变量 
V 了； 我们得出 

广2 

A = pdv ) (10) 

Jv 1 

其中 Vi 与 V 2 表示体积 V 初始的与最终的值- 

如果压力 P 是当作体积 V 的一个函数而为我们所已知， 
则功 A 即由此被确定.我们先假定当气体膨胀时，其温度保 
持不变，那么它要膨胀就必须由外面输入 热能； 此时称之为等 
温 过程.假想这气体是“理想的”，由波义耳-马略特定律便有 

pV ^ c = 常量，所以 p = 吾 ，并且我们得到功的值 








dV 


clnV 





Vi 


如果以 pi 与 p 2 表示过程开始与过程最终时的压力，则 piVi = P2V2 , gp 
压力 Pl 到压力 P2 < 仍的过程上，膨胀的功也可以表如次形 


V2 


Pl 

P2 


因此在从 


A = cln —. 

P2 

最后，在这些公式中可将 c 换为乘积 piVi . 

然而时常是更自然地假定在膨胀时，气体与周围环境之间没有热的流通，而气体的能量只消 
耗在作功上，此时它的温度就降低了：这种过程称之为绝热过程.在这样的场合下> 我们所研究的 
气体的压力 p 与体积 V 之间的关系有以下形状 


pV k = c = 常量， 


[这个关系将在以下的第 361 目， 3) 中推出]，其中 / c 是每一种气体（蒸汽）的特征常数，永远大 

于 1. 因此 p = cV — &并且 



倘若回忆 cV^ fc = p u cV 2 ~ k = P2 , 则此结果可以表成更简便的形式；作替换，便引出以下功 
的表达式 

A _ P1V1 - P2V2 
=^ k - 1 ^ • 

我们只不过是为了简单明了起见，才假定气体是在汽缸里膨胀.基本公式 （10) 以及由它而推 
得的各特殊公式，与当时所研究的气体的形状无关，总是有效的.当然，那些公式也表示了气体由 
体积 W 压缩到体积 Vi < 込 （伴随着压力由 P2 升高到 R > P2 ) 的功，亦即迫使气体紧缩的外力 
的功；而气体本身的功此时就是负的了！ 
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355 . 平面轴基的摩擦力的功一般称垂直旋转轴的支撑部分为 轴基 ; 轴在它上面旋转而它 

本身固定不动的支撑部分称为 轴承 . 在本目中，我们研究关于消耗在克服轴基摩擦的能的问题，以 
最简单的情形——平面轴基为限. 


圆柱体以平底而立在轴 承上， 便是平面轴基（图 45). 
这个底一般为圆环形，外半径为叹内半径为 ro; 在特殊 
情形下，当 r 0 = 0时，我们就得到实心的圆截面. 



我们用尸表示轴基所传导的全部压力，用 ^(1/ 秒) 
表示轴旋转的角速度，用 p 表示摩擦系数，最后用 p 表 
示在所研究的点处轴基 单位面积所受压力. 暂且不谈压 
力的分布问题、我们只注意一个显然 情形： 轴基上与其中 
心0等距离的点系处于同一条件之下，它们所受压力也 
就应该 一样.因此 p —般可以认作是向径 r 的函数.以 
下将述出通常对于此函数所作的 假定； 然而无论如何它 
总得满足一项条件，即轴基所受的全部压力应与轴方面 

的压力尸相抵. 

为了要计算这个全压力，我们仍遵循第 348 目的途 
径采用无穷小量求和的办法，并取半径 r 作为独立变量， 
从 r 0 变到凡将此区间分成若干段，同时也就将整个圆 
环分成若干元素的同 心环， 于是对应于各别元素环形的 



元素压力加在一起就是整个的压力现在我们来研究 图 45 

界于半径为 r 及半径为 r + dr 的圆之间的环形（在图 

45,6上它画了细线 条). 这个环形的面积为 7 r(r + dr) 2 - 7 rr 2 = 2tt rdr + 7 r(dr) 2 ; 弃去二阶无穷 
小 TT(dr) 2 , 可以近似地取这个面积等于 2nrdr. 如果 p 是在与中心相距为 r 的点处的（单位面积 


上的）压力，则所研究的环形对应于元素压力 

dP = p ^ 2ivrdr, 


所以总加在一起便得到等式 


P = 2tt 

我们重复指岀，它也表明这一事实，即轴基所受的总压力等于轴方面的压力， 

现在我们来确定，对旋转轴而旋转着的轴基之上的摩擦力矩 M . 我们重新研究上面讲过的元 
素 环形； 在它上面所发生的抵抗旋转的摩擦力为 



fidP = fjprdr. 

所以与之对应的元素 力矩 就表成了这个力与(环形上所有的点的共同的）力臂 r 的 乘积: 

dM = 27rfj,pr 2 dr. 



因此全部的摩擦力矩便是 


( 12 ) 
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从力学中 知道， 在一秒钟之内，由这常转矩1所倣的功 A 系由转矩 M 与旋转角速度 
相乘 而得： ■ 

A — Moj. 


为了要把功 a 的计算搞彻底，现在必须对于 p 在轴基表面上的分布规律作出某种假定.最简单 
的是假定压力均匀分布，就是说 P = C = 常量.此常量由条件 （11) 来确定.不过此时可直接看出 
若压力 P 是均匀的分布在环形的面积 7 T (丑 2 -4) 上，则单位面积所得压力 p = C = /D2 P 2 、 

\ 丌(开 2 _4) 

于 （12) 中以这个值代替 p , 便进而得必 



特别对于实心的轴基便有 : M = ^ jiPR . 

然而这些结果只能用到新的，尚未磨损的轴基上去.问题是在于当轴旋转时，轴基上面的点离 
中心0越远，运动速度就越大，在它上面的摩擦功就越大，因而无论是轴基还#轴承，磨损得也就 
更厉害.由于这个道理，受压力的部分就转移到了轴基上距中心较近的部分，对于旧的 .. 损耗了的 
轴基，通常设其压力分布是这样的，即（单位 面积上 的）摩擦功以及随之而生的 损耗、 处处保持- 
常量.将元素的功心1 = ujdM 分配到元素环形的面积 2 rrdr 上.我们的假设便可写成这样. 

ujfipr =常量，因而也就是 pr — c = 常量； 


这样，我们就假定了 p 是按照其与中心的距离 r 成反比而变的.于条件 （11) 中以 c 替换 pr ， 便 
求得这个常量的值 



P 


2ttc 


dr 


2 irc(R — ro )， 由此 c 


P 



2 tt(R — ro ) ^ 


最后，在 （12) 中将 pr 换成所得到的表达式，就得出这样的结果: 


M 


27T/X 


P 


2 n(R — ro ) 


rdr — - fiP(R + r 。) 



而对于实心的轴基 ， M = - aPR . 4 H 



易见，在耗损了的轴基的情形中，损失于摩擦上的能较在新轴基的情形中为少 


356 . 无穷小元素求和的问题 我们再引一些应用 无穷小元素求和 的方法来解决的问题. 

1 ) 试求物体 < y ) 对于给定的平面的静力矩的表达式，假设已知其与此平面平行的横断而 
面积（是与该平面的距离 x 的某一函数).密度假定等于 1. 

在第 343 目中的符号之下，与平面相距 x 处，物体的元素薄片的质量（体积）是其 
静力矩= xP ( x ) dx , 于是总加在 一堆， 便得到 

f b , 

M = / xP ( x ) dx . 
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物体的重心与给定的平面的距离纟表成 这样: 


M 

V 



b 


a 


xP ( x)dx 


f a P { x)dx 


特别对于旋转体 





a 


xy 2 dx 
' y 2 dx 



假使将这个结果应用到 （ a ) 圆锥与⑹半球，则得出重心与底的距离为 ( a )^ 高 ,(6) g 半径. 
2 ) 试求旋转曲面对于垂直旋转轴的平面的静力矩 M 的表达式.“面密度”假定等于 
取旋转轴作为: r 轴，并取其与上述平面的交点作为坐标原点.在第 344 目的符号之下，距弧 
长初始点 s 处的元素环形片的质 M (面积）为 2 ir y d S ' 其静力矩= 27 vxyd S) 并且最后 


5 


M 


2丌 


xyds = 2丌 


0 



^(s)^(s)ds 


0 


特别若旋转的曲线以显式方程 y = f(x)(a ^ x ^ b) 给出，则 


b 


b 


M 


2丌 


xy\/ 1 + Vxdx 




2it 



/(^)v 1 



f f ( x)] 2 dx 


a 


旋转面的重心与给定的平面的距离 € 即为 




M 

~P 



s 


xyds 



b 



S 


yds 



a 


cy^/l + y^dx 

y\J\ + y^dx 


试应用最后一个公式到 （ a ) 圆 锥面， (6) 半球面. 答案 重心与底的距离等于 ( a )^ 高/⑺ 


半径. 



2 


3) 试确定柱面[第 346 目，图 35] 对于坐标平面的静力矩 M yz , M zx , M xy , 以及其重心之位 
置. 并将所得公式应用于圆柱弓形体[第 343 目 ,8)1 的侧面. 


答案 


般公式是 


S 


S 


S 


My 


xzds , M z 


yzds , 



工 y 


0 


0 


2 



ds 、 


0 




p ) 


p 5 




xy 


P ， 


其中 P 为表面积.在所提到的例子中 f 




0,7? 



4 


a ， 




8 


h . 


4) 质量 m 与自点至轴（平面）的距离 d 的平方的乘积，称 
为质量为 m 的质点对该轴（或平面）的转 动惯量 (或 平方矩 ). 
由此出发，试求一个平面图形 A 1 B 1 B 2 A 2 (m 46) 对于 2 /轴转 
动惯量4的表达式，假定质量分布的“面密度”是 1. 


我们有 


dly 



( y2 - y \) dx , 


4 = 



( 2/2 - yi)dx 


a 


例如，在图47所画的情形中，我们得到: 



a 46 
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(a) y2- yi = b, 


特别在 c = 0时，便有 Iy 




x 2 dx 


2 


be h + 


bh 3 

"12 
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特别在 c = 0 时，便有 

5) 试确定在问题 1) 中所研究的物体 （ K ) 
对于前述的那个平面的转动惯量.并应用所得 
公式 计算 ㈤ 圆锥，⑹半球，对于底平面的转 
动惯量 I 

答案了 = f b a x 2 P ( x ) d X ] 特别是 （ a ) J = 

㈣ 3 肩 ，：》 5 

6) 在液面下深 h ( 米）的某一平面上 5 液体 
的压力等于以此平面为底. 高为 h 的整个液柱 


的重量.因此若以7表示液体的比重（千克/米 3 )，在深度 / i ( 米）处单位面积上所得的压力（千 
克/米 2 )就等于 / i 7. 

今假定将一平面图形 A 1 B 1 B 2 A 2 (m 46) 垂直的沉人液体内 

试求在此图形上的全部流体静压力 W 以及它的矩 Af (对于自由液面而言). 

元素面积办 = (2/2 - m)dx 受到压力 = 7 ^ (2/2 — yi ) dx ) 它对于 y 轴的矩等于 dTW 二 
ix 2 { y2 - yi ) dx . 由此 

W = j x ( y 2 - yi ) dx , 

J a 

M = j [ x 2 ( y2 - yi ) dx . 


显而易见,第一个积分乃是图形对 于？/ 轴的静力矩 M y; 而第二个积分给出了图形对于该轴的转动 

惯量 / y . 

假如《是图形重心 C 与自由液面的距离，而 P 是图形面积，则可写出 W = 讽. 压力中心， 
就是说全部压力的合力的作用点，与自由液面相去的距离 



Iy 

n 


我们把这些公式运用到图 47 所画的情形上. 

在情形 a): 《= C>J P =他并且 W = - fbhe . 不仅如此，因为在 4) 中我们已经计算出了 

3 

4 = bc 2 h + b ^ ) 所以我们可以立即写出 


r 


= C + 


h 2 

12 c 


® 我们将 y 轴取在自由液面上. 
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特别若是 c = #(就是说矩形的上边在液面上)，我们便有\ 


W 




在情形， 6):( 


，尸 


7rr 2 并且 W 


C7TT 


此处4 


rrr 2 c 2 


7TV 



4 


[参看 4)]. 由此 


r = c + 



4c 


7) 如果在一个灌满了水的容器的壁上，于水平面下深 / i ( 米）处有一条水平的裂缝，那么水就 
会以速度（米/秒） 



v /%/1 ① 


由这里流出.现在假定在容器的壁上，有一个长方形的窟窿（图 
48). 要求确定水的流量，也就是说一秒钟内所流岀的水的体积 
Q ( 米 3 ). 

在深度为 z 处， 宽度为 dx 的元素窄条对应于速度？；= 
V 2^； 因为它的面积是 Mz ， 所以水通过这个窄条的流量就表 
成了这样= \ f 2 gx - bdx . 总加在 一 起，便得到 


Q 



1 


x 71 dx 


2 






实际的流量比所计算出的要少 一些， 因为液体内有摩擦而 图 48 

且液流有压缩的缘故，通常总是用某一经验系数 M < 1来照顾 
这些因素的影响.而将公式写成这样 


Q = 



当如= 0时，由此便得到通过矩形水门的水流量 



2 




8) 在研究电磁场时，毕奥与萨伐尔得到了一个结果，即电流作用在磁极上的力可以看作是由 
个别无穷小“电流元素”所发生的力的合力.按照他们所建立的定律，电流元素如(图 49) 以力 


dF = 


/msin (pds 



© 


作用于点 O 处的磁性质量 m ， 其中了是电流强度， r * 是距离 OM ， 而 p 是角 ( ds , r ). 

这个力的方向是垂直于通过 O 及 ds 的平面，并且——在图中所画的情形下- 
者这边. 


是在读 


要想确定有限的一段电流在磁极上的作用，必须将这些元素力总加在一起. 

例如我们来确定一段直线的电流(图50)，在图中所标明的符号之下，作用于单位磁性质 
量上的力. 

这个公式是在流体力学中证明的,称作托里拆利公式.注意，它与一个有重量的质点从髙&处 
落下时的速度公式有同样的形状. 

⑦仅在适当的选择单位时，公式方具此形（例如说力表成达因，距离表成米，磁性质量与电流强 
度表成电磁单位). 
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因为 sin# = sin ZOM A 所以 dF 可以表成这样形状 

V 



aids 


尸3 


aids 

(a 2 + 5 2 )f 


此处元素力可以直接相加，因为它们皆具有同一方向，因此 




\/ s 2 + a 2 




§4. 最简单的微分方程 

357. 基本概念 、一 阶方程 在第八章中，我们研究了由给定的导数 

V = / ⑷ ( 1 ) 

[或者是——同样的——由微分兩/ = / ㈤ 血]来确定函数 y = y ( x ) 的问题，并且学了作积分 
或求积的运算法，由此而问题得以解决， 

y = J + c ①. (2) 

在这个通解中出现有常数 C . 如我们在[第 263 目，第 264 目]例子中所见过的，假使给了 

初始条件 

当 ： c = xo^fy = t / o . (3) 

则借此即确定了常数的具体的值 C = Co . 代到 （2) 里面去，我们便得出了我们的问题的特解，亦 
即/具体的函数 y = y { x ), 它不仅具有预先所给定的导数，而且还满足初始条件 （3). 

I 

I 

①在本节中，我们将符号 Jf ( x)dx 了解成虽然是任意的，然而却是确定的原函数，所以我们不把 
积分常数包含在这个符号里而另外写出. 
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然而，时常需要从更复杂的，联系着自变量: r 的值与未知函数 y 以及其导数 〆 ，，…的值 
的关系式 


F(x 、 y ， y’ ， y" r -) = 0 

中来确定函数 y = y(x). 这种类型的关系式一般就称 作微分 方程 . 

我们且来看只包含有一阶导数 〆 的一阶方程 ' ^ 

F(x,y ， y’）= 0. (4) 

任意一个函数 y = y(x )、 若对于 z 而言 恒满足以上方程 ，就是它的 一个解. 可以证明（在对 
于函数 F 的某种假定之下)，和开头所提的最简单的情形 一样， 它的通解里也包含有任意常量 C ， 
就是说具有形状 

y = (p(x,C). (5) 

不过有时候这个解可以成隐式而得到： 


Hx,y,C) 



或 


a 


⑹ 


求微分方程（不论是什么形式的）的通解称为 方程的积分 . 

例如，我们来研究这样的问题: 求法距不变的曲线. 彳显式方程 y = y ( x ) 表示这样的曲 
线，那么问题就化为求这样的函数,使得满足条件2/2/ = p ，其中 p =常量[第230目， （3)]. 将它 


改写成 ( y 2 Y = 2 p 形状； 现在很明显的，它的通解便是 


/ = + C 或 y = ±^/2 pxTc . (7) 

因此，整个的拋物线族（彼此可由平行于: r 轴的移动而得到）都满足所给的要求. 

因为是要找所有具上述性质的曲线，故此处通解恰恰就给出了问题的答案.如果在问题中附 

带指出，曲线应通过给定的点 ( xo , yo ), 则将这些: r 和 y 的值代入所得到的方程 （7) 中，我们就可 
以确定出 C 的值： 

Co = y Q - 2pxo. 

于⑺中命 C = C 0 , 我们得 出特解 沪= 2 po ： + C 0 , 就表示了具体的曲线. 

应该说明，最常发生的正是这样，即导出微分方程的问题要求一些具体的 特解 . 这通常皆以问 
题 本身所提出的 （3) 型的初始条件来确定.根据这些条件，和刚才一样，第一步可以定出具体的值 
C * = Co ； 这可由通解 （5) [或 （6)] 中命 re = x 0) y = y 0 所得出的方程来确定.今若于此通解中，以 
所得到的解 C 0 替换 C ， 那么就得出了满足问题的那个特解. 

358. 导数 的一次 方程、分离变量 现在我们假定，在方程 （4) 中导数2/是一次的，就是说 
方程的形状有如 

P{^.y) + Q0 ， y)2 / 二 0 ， 

其中 P ， Q 是 X 与 y 的函数.此处令2/ = #，方程即可表成这个形式 

ax 


这个形式通常是比较方便些. 


y)dx + Q ( x , y)dy =： 0, 


⑻ 
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此处我们只详细讲一下方程 （8) 的最简单情形，即当其积分可直接化成求积的 时候； 这样 
一来，关于这些情形的研究便成为第八章的很自然的补充材料 

倘若在方程 （8) 中，系数 P 事实上只依赖于: r ， 而系数 Q 只依赖于 y ， 就是说方程的形 
状有如 

P { x)dx + Q ( y)dy = 0, (9) 

那么就说，变 量被分离了. 此时作积分异常简单. 

假定，函数在区间 [ a ，6] 中是连续的，而函数 Q ( y ) 在区间 [ c , d ] 中是连续的.于是 
P { x ) dx 是函数 P { x ) = / P { x ) dx 的微分，而 Q ( y ) dy 是函数 Q ( y ) = f Q ( y ) dy 的微分，即使是 
把以 了解成满足方程 （9) 的函数 y (: r ) 亦然①.此时方程⑼的左侧部分就成了和 P ( x ) + Q ( y ) 
的微分.因为这个微分等于0 (由于方程⑼)，所以函数本身就成了常量 

P ( x ) + Q ( y ) = C . (10) 

易见，反之如若函数^/ = yOr ) 满足这个方程（对于任意的 z )， 则亦满足方程 （9). 等式 （10) 便 
给出了方程 （9) 的通解. 

在解方程 （9) 时，有时宁可将带心;与 dy 的项放在方程的两边， 


Q ( y)dy = — P ( x ) dx . 



每边分别积分之，并且不要忘记了任意常数，这只要加在一个积分上就够了，便得出和以上所得的 
全同的结果 

J Q ( y)dy = - J P ( x)dx + C . 


假定要求满足初始条件 （3). 不开头找通解再来选择常数 C ， 而由这些条件出发，可以作得 

比较 简单： 将元素的量 （11)“ 总加在一起”，右边在与 z 之间/而左边在它们的对应值训与 y 
之间.我们得出等式 

ry rx 

/ Q ( y)dy = - p (X) dx ， 


这就给出了所要求的 特解； 它的形状的本身就有力地显示出，它在 
读者自己很容易搞明白，这个方法和以前的只是形式上不同. 

例 1) 设给定方程 


sin xdx + 


dy 


= 0 . 


x = x Q 与 y = y Q 时显然成立. 


积分之 



sin dx + 



dy 



— cosx + 2 y/y 


C 5 


由此 


y = 


(cosx + C ) 2 

4 


这即是所提出的方程的通解.如若给了初始条件，比如说, 

当 1 = 0时 y = l ， 


@由于微分形式的不变性[第106目 
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那么代入这些值，立即得到 （7= 1，就引出了特解 


V 


(1 + cos x ) 

4 


2 


如前所指出者，在这个情形下可以不必先写出通解，而立即写岀 


V 


1 


dy 


x 


sinxdx , 亦即 2 (^/y — 1) = cos a ; - 1， 


o 


由此 




+ cos X 

~2 




1 + cos X 

""" 2 


2 


时常发生这种情形，即方程 （8) 虽不具有形式（9)，但能够变换成这种形式，其后再和以上所 
讲的一样进行积分.这种变换即叫 作分离变量 . 在这样的场合下，即当系数 P 与 Q 是一些每一 
个只依赖于一个变量的因子的乘积时， 


p (^^ y ) = Pi ( x ) P2 ( y ), Q ( x ， y ) = Qi ( x ) Q 2 ( y ), 


变量是很容易分离的.实际上用 P2 ( y ) Qi ( x ) 除方程 


Pi ( x ) P 2 ( y)dx + Qi ( x ) Q 2 ( y)dy 


0 


的两端即可，由此变量就已经分离 开了: 


则心+麵办 = 0 . 


Qi(x) 


P2(y) 


例 2) y sin - dx — cos -dy = 0. 

方程有 （12) 的 形状； 分离变量 


dy 

y 


sm 


x 

2 


cos 


X 

2 


dx 


并积分之 


x 


Iny = —2 In cos — + C 


取成指数，由此即确定出了 y ， 


e 


c 


y 


2 e 


cos 


2 王 
2 


1 + cosx 


再设 C = 2 e c , 通解就变成这个形状 


y 


c 


1 + cosx 


( 12 ) 


359. 问题我们来研究一些从不同知识范畴中出来的问题，它们直接导出可分离变量的微 


分方程. 


1) 试求法线长（到与： r 轴的交点) n 保持一常量 r 的曲线. 

回想 n 的表达式[第 MO 目，（ 4 )]，以微分方程的形式写下未知函数的函数）所应满足 


的条件 




T 


或 


y 2 ( l + y 2 )= r 2 . 
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由此 

积分之： 






= : tdx. 


-\ A 2 - y 2 = 士 (Z + C ) 或 (x + C ) 2 - \- y 2 = r 2 . 

果然不出所料，我们得出了半径为 r , 圆心在 z 轴上的圆周族. 

2) 试求（到与 z 轴的交点的）切线长 t 保持一常量 a 的曲线. 

由于第 2 30目（4)，这问题的微分方程的形状有如 


V 


V 


7 V 1 + 2Z ，2 


命 y 


dy 

dx 5 


很容易的就把它变为这样: 


a. 



或是 


积 分之: 


dx = zb 



dy . 



我们得岀了曳物线族[参看第331 g 5 H )]- 

3) 冷却定律 设温度为0 的物体逐渐冷却，周围环境温度为0 牛顿曾建立了一个定律， 

根据这个定律，冷却的速度与其温度0成比例，就是说 


d 0 

dt 



其中 A ; 是个正的常数 • 试确定物体温度减退的规律. 


我们有 

积分之，从而便得出 

显而易见， 


d 6 



= — kdt y 


ln ^ = —kt + In C ®. 

6 = Ce— kt 


在此处设 t = 0,便看出 C 不是別的，正是初始温度 6> 0 . 替换之，便得出最后的公式 

e = e 0 e ~ k \ 

只要是初始一瞬间的温度（％)知道了，这公式便确定岀了任何一瞬刻的物体温度. 


①预见到要取作指数,为了方便起见，我们便直接将常数取成 InC 的形式. 


[359] §4. 最简单的微分方程 .203. 

系数 k 依赖于物体与环境的 性质； 它是由实验的办法来确定的. 

4) 断路与通路的瞬时电流 如果一固定的电压 V 作用于一电路，那么用丑表电路的电阻, 
用/表电流强度，根据欧姆定律就有 V =月人而当电压 V 改变时（在固定电压的电流断开或连 
通的一瞬间也是这样)，多数情形下会发生自感现象,它使得有额外的电动势呈现，与电流强度改 

变 速度# 成比例而具相反的符号.因此，这个自感电动势的大小可以 表成： 

at 



dJ 

dt 



其中 L 为“自感系数” ( L > 0). 

倘使有自感，那么当电流断开时，它的电流强度并不立即下降到零，而当连通时，亦不立即达 
到它正常的大小.我们来分析地研究这些现象. 

此时欧姆定律采取以下 形式： 



dJ 

dt 


=丑/或 


dt L 


V 

L 


( a ) 设强度为 I Q 的常电流于瞬时 t = 0被断 开了. 因为此时 V = 0,所以我们有 


dl R 

h^L 1 


0或 


dl 


R 

L 


dt 


(13) 


即（与 3) 类似） 

I = Ioe -^\ 

只在自感电动势的单纯作用之下，电路中所通过的电流称 为断路的瞬时电流. 随着 t 的增加， 
它的强度很快就趋近于0,并且经过一个很短的时间就变得觉察不出了. 

(6) 如果电路于瞬时 t = 0连通，并且其中常电压 V 开始作用，则从方程 （13) 中重新分离 
变量，即得 


一 Rdl 


V 


RI 


YdtM(V - RI ) = -^t + lnC , 

Lj Lj 


V 


RI 


Ce-iK 


常数 C 由初始条件 f = 0 时 / = 0 来确定，易见 ， C = V , 所以最后 



我们看出，与对应于欧姆定律的电流 I 同时，在相反方向还流过电流 

K 


V 

R 


e 


这就是通路 的瞬时 电流； 它的强度也随着 （ 的增加而很快地减小. 

5) 化学反应方程 我们来研究交互作用着的物质 - 变化为物质 M ， iV ,... 所做成的 
化学过程.为了要计算参与反应的物质的数量 ，一般 皆将其表成克分子或摩尔.某项物质若其所 
称得的量表成克数时等于其分子量，则称此量为该物质的一个摩尔.任意物质的一摩尔中永远包 
含同样数量的分子，与物质无关. 
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倘若假定，在交互作用中， 一 物质的每 一 个分子对另 一 物质的 一 个分子，那么一物质的每个摩 
尔就对另一物质的一个摩尔.从反应开始起,到时间 i 的终了之后，每一交互作用的物质各以同样 
的 z 摩尔的量参与了反应 . z 对于时间的增加速度，即导数_，称为化 学反应速度. 

设有两个物质 A R B 参与过程，以 a 及 b (此时比如说设 b> a) 表它们原来的量（摩尔). 
经过一段时间物质4的量为 a - x 而物质 B 的量为 b - x . 很自然的，假定在时间 t 的化学 


反应速度是与反应着的质量的乘积（亦即还未经转化的反应物的量的乘积）成比例.这便导出了 


如下的微分方程 


dx 

dt 


k(a — x ) (6 — x ) 或 


dx 

(a — x)(b — x ) 


— kdt . 


积分之,便得 



=—kt + C . 



因为当 （= 0 时我们应有 x = 0, 所以 C = -^― ] n -. 代入 C 的这 个值: 

b — a b 


In 


(a — x)b 
(b — x)a 


= ~ k(b — a ) t , 



此后不难求得 




-k f b-a)t 



当 f 增加时，所不之表达式趋近于 0; 经过有限的一段时间后，它就变得如此之小，以至 X 与 a 



已没有什么区别了，即反应实际上完成了. 

6) 数学摆 设将一质量为 m 的质点悬挂在 一 无 
伸缩性长为 Z 的线上或枢轴上（其重量可以忽略不计), 
使之可沿一圆弧运动（图 51). 此体系称为 数学摆 .将 
摆从平衡位置 oa 引至位置然后使其 
自由，不给予任何 初速度. " 

摆运动到对称位置 OB \ 然后又返_到位置 OB ' 
如此往复 运动. 问题是在于要确定摆的振动的性质 5 也 
就是说要阐明（规定摆的位置的）极角 <9 = 乙 AOM 与 
(从运动开始所经过的）时间 t 之间的依赖关系.为了 
确定起见，考虑点 M 沿弧：的运动，计算从点 A 
走过的路程 s = AM = W , 而时间 t 是摆从平衡位置 


„ 通过的时刻. 

图 51 

将作用在点上的重力 F = 77^，如图所示，加以 
、 分解，即见其 切线方向分力 巧 = -mg • sin (9 ® 而法 

线方向分力就被线或枢轴的反作用力抵消了.若用1；表示点 M 的速度，则它在所考虑位置的动 

能为 ^ mv 2 y 且当 M 到达丑时变为 0. 另一方面，在路程 MB 上的力巧所产生的功火的大 
小，我们有表达式[第352目， (9 a )] 


A 


® 力指向运动的相反方向. 



mg • sin Ods 
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(这里 S 




AB ) 或者，换成变量^ 


a 


A 


mg I 


sin 9 d 0 


— mgl ( cos 0 


cos a ) 


于是根据活力定律[第 352 目]便有 




ds 

dt 


- mv 2 = mgl(cos 0 — cos a ), v = l 2 {cos 6 — cos a ). 

i ~. 为了确定 6 与 z 之间的依赖关系得到微分方程 

at 


d 6 

dt 


9 


2 (cos 0 


cos a ) 


或 


dt 


dO 


9 


2 (cos 沒一 cos a ) 


至此变量已经分离开了 


将左侧从0到£积分，而右侧从0到彡积分，最后我们便导出所要找的依赖关系 


do 


9 


2 (cos 0 


cos a ) 


(14) 



然而这一回的求积却得不出有限形 状来： 右侧的积分归结到第一类椭圆积分 


把 （14) 改写为如下 形式: 


dO 


9 


sin 2 . _ sin 2 | 


. a 


令 sin 专 =/ c (0 < < 1)， 按如下公式引人新的积分 变量: 



sin - = k ^ sin ip , - cos -dO 
2 ~ 2 2 


k • cos (fdip 


(15) 


7T 


同时使 e 从 o 变到 a 相应于 p 从 o 变到^于是 

JLi 




9 • 


d(p 


k 2 sin 2 cp 


9 


F(<p ， k) 


(16) 


因为按照公式 （15) 的第一式，容易用6> 表示化则 t 对于0的依赖关系可以认为是已建立了. 


反之，想要以纟表示彡，我们需要把椭圆积分 


U 


dip 


k 2 sin 2 ip 


反演 • 这个等式确定 u 作为在区间内的单 调增加 的连续（甚至可微）函数，同时它 


本身也从 


oo 变到 + oo . 在这种情况下 [83], 变量</?原来是 w 在区间(― oo , + oo ) 内的单值函 


数； 雅可比 ( Jacobi ) 把这个函数表示为 am u ①.现在从 （16) 式显然 




am ^/ y ^, 也就是 sin 誉 = sin 箸 .sin 


®am - amplitudo (里鱼）的前两个 字母. 
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函数 sin am 以(“蟹复正座”或“姐圆正蕊 ：’) 通常简单地记为 sn u 于是，最后对 t 的依赖关 


系被表示为等式 



最后我们来确定摆由位置 OB ， 到位置的一个振幅所用时间 It . 它是从04到 OB 所 
需时间的两倍大.设在（ I 4 )中6» = a 或在 （15) 中# = ^② ，( 加倍之后）我们得到由第一类椭圆 
积分表示的： T : 



注意，振动周期 T 事实上与摆最初的偏离角 a 有关，因为 A : 依赖于 a . 当角 a 很小时，将系 
数 k 替换成零，便得出简洁的近 似公式 



这就是初等物理学课程中所通常引用者. 


360. 关于微分方程的构成的附注我们姑且局限于形如 （8) 的一阶方程，而谈这一类方程 
的构成问题.因此读者可将我们的附注与在第348目中关于最简单的方程 dQ = q { x ) dx 所讲的 
对照起来看. 

照例，当构成方程时，必须考察在事物的研究中所出现的一些无穷小元素,亦即所涉及的那些 
量的无穷小增量.固然，在上目问题中我们显然并没有这样，而只是利用了已经作好了的斜率表达 
式以及作好了的那些 (在无穷小元素的研究中出现的) 量的变化速度表达式. 

当建立无穷小元素之间的依赖关系时，应 尽可能地利用简化了的假定与沂似替拖 .实质上就 

是在 于删弃高阶无穷 Z k 特别言之 .所研究的量的 全部无穷小增音都 立千用 它们的微合焱眷换 : 读 

者都知道，这归根结底也就是 删弃髙阶无努 zh . 所有这些指示的真正意义，在例子中（参看前目) 
得到了最好的说明. 

此处我们还想来说明一个重要的情形，即在所有这些简化与删弃的结果中所得出的形如 (8) 的 
微分方程 


P ( x , y)dx + Q ( x , y)dy = 0 

原来并非是近似的，而完全是准确的®. 

总之，假定以微分办与办替换增量△: r 与 Ay 并且 — 在必要时——删弃较高阶 
的无穷小的项，我们便得出了方程 （8). 可是如果我们没有做这个替换，那么就没有 dx 与 dy 雨 
是心与 Ay 了.除此而外，我们恢复所有删弃掉的高阶无穷小，并且移至右侧，以 a 表示它们 
的和； 显而易见， o ： 也是高阶无穷小.这样，严格地来讨论，我们所得出的就不是等式 （8), 而是这 
样一个等式： 

作， y ) Ax -{- Q ( x , y)Ay = a , 


①函数 sn %看作是复变量函数时，是所谓 的椭圆函数中 最简单的一个(是阿贝尔和雅可比引入 
的) ■ 

® 若积分 （14) 的上限取为 a ， 则积分变成了 “反常积分”[参看后面的 479 目]，因为在这个上限 

处，被积函数变为 oo . 当应用积分 （16) 时，这个困难消失了. 

③这和第 348 目末尾关于等式 dQ = q ( x ) dx 所述的相类似. 


[361] 


§4. 最简单的微分方程 


• 207 • 


这是完全精确的.现在用除其两侧， 

P {x ,y ) + Q{x , y) ^. = ^-, 

并令 Arr — 0取极限.因为这时^ — 0,所以在极限中我们得到等式 

Ax 


P(x,y) + Q{x,y)y = 0或 


P(x.y) -\-Q(x,y) 


dy 

dx 


0, 


这和等式 （8) 是一样的.因此等式 （8) 也就是精确的了. 

虽然我们在构成方程的通常方法中， 表面上并不采取极限过程. 伯 县当我们刪弃高阶 

并以微分替换增量时 ，我们所作的正是极限过程. 

一 画 ---— _ - , . 

读者要注意，我们决不是说删弃高阶无穷小总可得出精确的结果.仅仅在这种情形下，即若这 
个删弃是 贯_概始终的 ，并且结果得出形如 （8) 的， 对于微分是线性的并同阶的方程, 才能保证它的 
精确性.[再和第348目加以比较!] 


361. 问题 1) 气压公式. 问题是要确定海拔高度^(米）与大气压力 p (克/米 2 )之间的 

关系. 


设想在海平面上有一块1平方米的平面，我们来研究它所承受的 

空气棱柱.此柱在高度 h 处的截面的压力 p 取决于气柱在此截面上 

的那一部分的重量.高度^ 增加 一个无穷小量 d / i ， 就使压力 有一减 

少量 - 咖 ,这由平面（/ I )与 (h + dh) 之间的空气层的重量来测量（图 
52). 

—dp = sdh, 

其中 S 为压力 p 下 一立方米空气的重量（克) . 不 难从波义耳-马略特 
定律引出，量 s 恰与压力 p 成正比 j = 細，所以最后广1 / s 

dp ^ i ^ Lf> 

dp = - kpdh 或 — = -kdh, J 

P 


这已经是我们所熟悉的形式的方程了 [参看第359目问题 3) 与 
4)( a )]. 由此 


P 


Poe 


— fch 



海平面 
图52 


若对于/ I 来解这个方程，那么我们就得到公式 


K p 

可由大气压力 p 来断定海拔高度 / i . 

照物理学中所确定的，常数$等于（取整值 )8000 x (1 + 0.004 t )， 其中 t 为大气平均温度.如 

果变成以10为底的对数（乘或除以模 M = 0.43) 并用气压度数 的商& 来代替压力的商乪，于 

是便得出最后的公式 P 

h = 18400(1 十 0.004 t ) lg 10 

这个公式也可用以 断定： 任意二点，若对应的气压表度数皆为如与6,则其高度/ I 相等. 
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2) 缆与皮带的摩擦 让我们来想象， 一根攀 （皮带等等）通过~7个固定不移的圆柱状的鼓形 
轮，缆与柱面沿着某一条弧相接触（图53, a ), 与中心角 o ; (“抱角”）相对应.设在缆的 A 端 
加一 、力 Sq ， 而在5端加一'力 6*1. 

如果在缆与鼓形轮之间有摩擦，则力&可以支持住另一端的甚至比它自己还大的力.当有 
摩擦时，这 个力& 可以支持住的最 大力& 是怎样的呢？ 

为了要解决这个问题,我们先来研究滑动刚刚开始时,这时沿着缆的部分的张力 S 是如 
何分布的.这个张力不是一个常量.这从在点4与 B 的张力分别等于^与 A ，就已经可以明 
白看出了. 

在弧上选取任意一点 M ， 其位置由角0 = ZAOM 确定，我们来判断作用在对应于中心 
角 dO 的缆的元素 MM ' 上的力是怎样的.首先，在点 M 作用的张力是 S (6 ), 而在点作用的 
张力是 S + dS (图 53,6). 这两个力的方向是沿着鼓形轮圆周的切线.为了要确定在所研究的元素 
上的摩擦力，须得计算法线上的力此力将这个元素压向鼓形轮的表面.它是由两个张力的沿 
径分量所组成的，于是 

dN = S sin ~ {S dS ) sin 尝. 



此处可以将 dS sin y 作为高阶无穷小而弃去,并将 
弃去高阶无穷小).最后 


sin 


dO 
2 


换成与之相抵的无穷 /J 


dO 


(也就等于 


dN 


SdO . 


因为摩擦力与这个法线力成正比，所以用 M 表示比例因数（摩擦系 数)， 便得 

dR = fjbdN — fj ^ SdO . 


摩擦抗阻所发生的运动，所以力 d 丑和在点 M 的张力 S 应该与在点的张力 S + dSi ^ 
衡，因此 




[361] §4. 最简单的微分方程 - 209 - 

dS = fiSdd. 

我们又得到了熟悉的形式的微分方程.它的解可以立即写出（考虑到初始条件当6> 二 0时 S 二 So ) 

S = S 0 e^ e . 


最后，设此处 0 = uj ^ 便得 



这个重要的公式是欧拉导出的. 

3) 泊松 ( S . D . Poisson ) 公式 我们来确定单位质量 （1 克）的理想气体在绝热过程中（就是说 
在气体与周围环境间完全没有热的交换情形下）体积 V 与压力 p 的关系. . 


气体的状况除掉量 V 与 p 而外，还由它的（绝对）温度 T 决定.不过这些量并非是彼此无关 
的；它们由熟知的 克拉珀 龙公式 



联系着. 

我们来确定，为了要将气体从状况 ( p , V , T ) 变到无限接近的状况 (p-^dp,V -^-dV.T + dT), 
所需消耗的能(以热的单位计）的数量如何. 

转变的过程可以想象是由两个阶段组成的.在第一个阶段，气体的体积 V 胀大而在第 
二个阶段，气体的温度 t ——在固定的体积之下——改变 dr . 

因要计算气体膨胀的元素功 . 为了简单起见我们假定所研究的气体质量是在一个圆筒里，一 

面为一活塞 i 参看第 354 目 2)]. 从气体方面作用到活塞上的力是 pQ , 其中 Q 是活塞面积.倘使 

当气体膨胀时，活塞移动/距离 ds , 那么气体所作的功就等于 pQds 、 或 (因为 Qds = dV). 

这样就表出了功——用普通的功的单位，比如说,用克米（如果 p 是给成克/平方米^是给成立 

方米).想要确定消耗在这功上的热，须将所得表达式乘上所谓“热功当量 i 卡/克米，便 

427 

得到 ApdV. 

温度变化需热 Cv dT 卡，此处为在固定体积下的气体热容量.加在一起，便得 

dU = cvdT + ApdV. (18) 

由此不难消去 dT . 事实上，将公式 （17) 微分而有 

pdV + Vdp = RdT, (19) 


由此 


将此表达式代入公式（18)，就得到 



^(pdV + Vdp), 



Cv + AR 
~~ R ~ 
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可以证明 ， CV + 恰恰就是在固定压力下的气体热容量％①，于是最后 



现在我们回到开头所作的假定上来，过程是绝热进 行的； 于是= 0. 这样一来我们便得到 
联系 p 与 V 的微分方程 


cyVdp -h CppdV = 0 或 



积分之，即得 
此即泊松公式. 


In p + k\nV — 0 



® 如果从 （16) 中定出 

并代人（15)，则得 

设其中 p 为常量，即 dp = 0 


pdV = RdT ~ Vdp 
dU = (c v + AR)dT - AVdp . 

便得出等式 


这就证明了 cv 十即是 Cp . 


dU = ( c v + AR ) dT , 


第十一章常数项无穷级数 


§1. 引言 


362. 基本概念设给定某一无穷序列 

^1) (^2) 辽 3, …， 如， … * 



从这些数所作的符号 

d\ + 叱 + 勿 + • ■ - + + … 

叫做无穷级数，而 （1) 中各数叫做级数的项.利用累加记号常把 （2) 写作 

CO 

71 — 1 

这里指标 n 通过所有由1到 oo 的值 

依次把级数的各项加起来，作（无穷多个）和： 

A\ — ai, A 2 = ai + a2, ^3 = a i + a 2 + " 5 = ai + 叱 + … + a n ，… 


⑺ 

(2a) 


(3) 


这些和就叫做级数的 部分和 (或段）.以后我们将时常把这个部分和的序列 { A n } 跟 
级数⑺相 参照： 因为⑵这个符号正表示上述序列的寧舉. 

如果级数 （ 2) 的部分和当 n — oo 时具有有限政无穷 （但 有确定的正号或负 
号的）极限 A : 

A = lim ， 

①但是，级数的项的下标，不从1开始，而从0或任何一个大于1的自然数开始，有时是更方 
便的. 
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那么这个极限就叫做级数的和并写 


A = q,\ + < 3-2 + * ■ ■ 4 - a n + ■…= > ^ d n , 

71—1 

这就给了符号⑶或 （ 2 a ) 以数值的意义 .如果级数具有亨-呼，就叫它是 收敛的 ，相 
反的情况（即是，如果和等于土 oo , 或根本没有和)，就叫士 i 发散的. 

这样，级数⑺收敛的问题，按照定义，就与序列 （3) 的有限极限存在的问题相 
同.相反地，无论事先取什么样的序列 x 二 x n ( n 二1，2,…），这个序列的有限极限存 
在的问题都可以化成级数 


工1 + (工 2 _ Tl) + ($3 — $2) + …+ (x n — X n -i) + … （4) 


收敛的问题，序列 X U X 2 , X 3r -- , X n ，… 
而且级数的和就与序列的极限一致： 


的顺次的每个值恰恰就是级数 （4) 的部分和. 


换句话说，研究无穷级数及其和不过是研究序列及其极限的一种新的形式.但 

■ 

是，读者在以后的叙述中可以看到，无论在确定极限本身存在的时候，或者在计算这 
极限的时候，这种形式都显示着无法估价的优越性.这种情况就使无穷级数成为数 
学分析及其应用中最重要的研究工具. 

363. 例题 1) 无穷级数的最简单的例子是读者熟知的几何 级数： 


a + ag + aq 2 + … + aq n 一 1 + … 


这个几何级数的部分和是（如果 q ^ l ) 


s 



a — aq n 

1 一 g • 


如果级数的公比 g ， 其绝对值小于1,那么[如我们已经知道的，25,7)]〜具有有限极限 



也就是所说级数收敛，而 s 是它的和. 

当|(?| > 1时，这个级数就是发散级数的例子.如果 q 彡1,级数的和就是无穷（有确定的正 
号或负 号)； 在其他情形下，和根本不存在.我们指出，特别地，当 a = 1及 g = -1 时，就得到一 
个有趣的级数： 

1 一 1 + 1 — 1 -(- • • • = 1 + ( - 1) + 1 + ( - ① 

这个级数的部分和轮流地一会儿等于1, 一会儿等于 0. 

2) 展开成无穷小数 

Oo • C1C2C3 … Cn •‘ , 

①如果级数的某一项是负数= -6( 其中 b > 0), 那么可不必写作 ■ ■. + (- 6) +…，而写 
作… — 6 十…. 我们强调，这儿级数的项仍然是 - 6 , 而不是 fe . 
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关于这个序列，在第37目中我们已证明过它趋于数 e . 这就等于断定: e 是下面无穷级数 的和: 


e 


1 + 


-I - h 

1 ! ^ 2 ! 


• • • 


+ 


n! 


+ 


參 ♦ 鑿 


1 






回忆一下第 37 目中数 e 的近似计算，从这个例子，读者可以看出继续引进愈来愈不紧要的 
校正数的好处，这种好处就在于这些校正数是把用部分和的形式表示出的 e 的近似值来逐步地加 
以改进. 


364. 基本定理 如果在级数 （2) 中弃去前面的 m 个项，就得到 级数： 

OO 

a .m+l + <^m+2 + …+ ^m+/c + …= CL n ^ (5) 

n=m+l 

即所 谓级数 （ 2 ) 第 m 项后的余式. 

1° 如果级数 （2) 收敛，则它的任何一个余式 （5) 也 收敛； 反之， 从余式 （5) 的 
收敛性可推出原来的级数 （2) 的收敛性. 

固定并用4矣示级数 （5) 的第 / c 个和： 

~ + 1 + ^m+2 +…+ ^rn-\-k - 


于是，显然 

^-k ~ 乂 m+fc — 乂 m. (6) 

如果级数⑺收敛，于是 4 — A 那么——当&无限增大时——就存在一个有限 
极限 

A ^ A-Am (7) 

而对于和乂纟来说，这就表示级数 （5) 的收敛性. 

反之，如果已知级数 （5) 收敛， 于是 < —( 那么在等式 （ 6 ) 中令 /c = 71- m (当 
n > m 时)，改写等式⑹ 成为： 


^•n 



由此就可以看出，当 n 无限增大时，部分和 4 具有极限 


乂 二 Am + A ， 


⑻ 


即是，级数 （2) 收敛. 

换个说法:弃 去级数前面的有限个项或在级数前面加进若干新的项，并不影响级 

数 的性质 (在级数的收敛性或发散性的意义上的性质). 

不用 A 而用符号表示级数 （5) 的和（如果级数 （5) 收敛的话)，新符号的下 
标指出在什么项以后取余式.于是公式 （8) 与公式 （7) 可改写成下面的 形式： 

A = A. m Oira 5 = — ^-m • (9) 
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如果把 m 增大到无穷，则 — 為而 — 0 . 所以： 

2 。 如果级数 （2) 收敛，则它的第 m 项后的余式的和 a m 随着 m 的增大而趋 

于 0. 

我们提出收敛级数的如下的一些简单 性质： 

3。 如果以同一因数 c 去乘收敛级数 （2) 的各项，则它的收敛性并不受到破坏 
(而仅仅在和上乘以 c). 

实际上，级数 

cai + ca2 + …+ ca n + … 

的部分和数又 n 显然等于 


= cai ca 2 + • • ■ + ca n = c(a\ + 勿 + . ■. + a n) ~ c^4 n 

并且具有极限 cA 

4° 两个收敛级数 


A = a \ + cz2 + ••‘ + 〜 + .‘• 


与 


B — b \ + + •. ‘ + 6 n + ■ • • 

可以逐项相加（或相减)，于是级数 


((^1 士 6l) + (叱 土石 2) + . ■ . + (<2 n =b b n ) + . 

也收敛，而它的和相应地等于 A 士 R 

如果 A n , B n 与 C n 分别表示上述级数的部分和，那么，显然， 


C n = (aj =b bi ) + ((22 =t= ^2) + * ■ ■ + (dn i b n ) 

=( a i + a。+ … + a n ) 土 （61 + 62 + . ■. + b n ) = A n dz B n . 


取极限，得到 

lim C n 二 lim A n d= lim B U) 

这就证明了我们的论断. 

5° 收敛级数的通项趋于 0. 

这也完全可用初等方法来证明：既然 ^ n ( A n _! 也与—样）具有有限极限 A ， 

所以 

= -^n — -^n— 1 ~^ 0- 


上述断言中包含着我们时常要利用的级数收敛性的必要条件 .当违反这一条件 
时，级数显然是发散的 .但这是很重要的，就是应该强调这个条件本身并不是级数收 



■ 216 . 


第十一章常数项无穷级数 


[365] 


敛性 的充分 条件.换句话说 ，即使在这一条件满足时，级数也可能发散 .上面 [363,3) 

与 6)] 考察过的级数 

/ 1 \ 1 
n=l n=l v 

就可作为这种情形的 例子； 读者在以后还可发现这种情形的许多别的例子. 


§2. 正项级数的收敛性 


365. 正项级数收敛的条件关于确定每项都是非负的级数收敛（或 发散） 的问 
题，可极简单地得到 解决； 为简短起见，我们把这种级数简单地叫做正项级数. 

设级数 

00 

Om = a l + + … ( A ) 

n=l 

是正项级数，即〜 > 0 (n = 1，2,3, …）. 于是，显然， 


^• n+l = 乂 n + ^ n +1 ^ ? 

即是，序列4是递增的.回忆单调整序变量的极限的定理[34]，我们就直接得到在 
正项级数理论中的下面的基本 定理： 


正项级数 （ A ) 恒 有和； 如果级数的部分和上有界，这个和是有限的（因而级数是 
收敛 的)； 在相反情形下，这个和就是无穷的（因而级数是发散的). 

正项级数收敛（或发散）的所有的判别法，归根到底，都是根据着这条简单的定 
理的.但是，只在很少的情形下才能直接应用这条定理去判断级数的性质.下面就是 


这种应用的例子. 

1 ) 考虑调和级数 ® 


显然有下列不等式: 




n 






+ 2 + 3 + 


+ n + 


• 鲁 


n + 1 



2 


+ 


» » « 


+ 


1 


2n 


> n 


2n 


2 


⑴ 


如果在弃去前两项后，把调和级数其余的项逐次按每组 2 , 4 , 8 , ，2 


fc -1 


个项分成若 干组: 



1 


’ 2 k ~ 1 + 1 

V_ 


+ 


• * ♦ 


+ 


1 


2 k 


礴 


〆 


2允一1 


鲁 ■ 


①这个级数从第二项开始的每一项，是相邻两项的调和中项.[数 c 叫做数 a 与 6 的调和中项> 如 

果 + 全） 臟 1 
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那么，这些和中的每一个和都大于^ ;在 （1) 中轮流令 n 二2, 4, 8, ... ，就容易断定这件 
事实的成立.我们用 Hn 表示调和级数的第 n 部分和，于是，显然， 

H 2k >k 々 

我们看出，部分和不可能上有界，故级数有无穷和. 

我们在这里单提到一点，即当 n 增大时，增加得很慢.例如，欧拉曾经计算过 

/ 

/ 

/ 

/ 

^iooo = 7.48^ , Hioooooo = 14.39 …， 等等- 

/ 

/ 

/ 

以后我们有机会来更精确地叙述和增加的情况 [367,10)]. 

2) 现在考虑一个更普遍的 级数： 



其中 s 是一个任意 实数； 例题 1) 的级数正好就是这个级数的一个特殊情形（当 s = 1时).因与 
例题 1) 中的级数相似的缘故，这个级数也叫做 週和级数 . 

因为当 s < 1时，所考虑级数的各项大于例题 1) 中级数的相应项，所以，在这一假定下，所 
考虑级数的部分和就更加不可能上有界，于是级数发散. 

现在研究5 > 1的情形；为方便起见令 S = 1 + fJ , 其中 fJ > 0. 

与 （1) 类似，这次有 



(n+ 1) 






像上面一样，逐次分所有的项成若 干组: 



利用⑶容易证明：这些和分别小于几何级数的下列各相当项 


2 a ' 4 a ~ (2 a ) 2 ’ 8。_ (2 cr ) 3 ' ， ( 2 k ~ 1 ) a ~ ( 2 <J ) k ~ 1 ’… 

在这样的情形下，显然无论怎样取所考虑级数的部和，这个部分和总小于常数 


L 





( 2 ) 


因而，级数收敛. 

I 

[ 依 S 的值而决定的这个级傘的和、代表一个著名的黎曼函数 ^5). 这个函数在数论中起羞重 
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366. 级数的比较定理 正项级数的收敛性或发散性，常常用把它跟另一个已 

知为收敛或发散的级数相比较的方法来确定.下面的简单定理就是这种比较法的 
基础. 

定理1 设给定二正项级数 

， 〉: Cin = 辽 1 + 处 + • • ‘ + 知 + … (A) 

n=l 

与 

co 

b n — b \ + 62 + …+ + … ( B ) 

n=l 

如果，至少从某处开始（比方说，对于 n > 7V )， 不等式 a n 彡 6 n 成立，那么，从级数 
( B ) 的收敛性就可推得级数 （ A ) 的收 敛性； 或者——同样地——从级数 （ A ) 的发 
散性可推知级数 （ B ) 的发散性. 

证明 根据弃去级数的前面有限多个项并不影响级数的性质这一事实[364 5 1°], 
不失普遍性，我们可以认为，对于所有的值 n = 1 ， 2 ,…者卩有如 < 6 n . 分别用与 
B n 表示级数 （ A ) 与 （ B ) 的部分和， 即有： 

设级数 （ B ) 收敛； 于是，按照基本定理[365]，和 有界： 

B n ^L (1 = 常数; n = 1 ， 2 , …）. 

由干上面的不等式，更加有 


^■n ^ L) 


再依同样的基本定理，就引出级数 （ A ) 的收敛性. 

由定理1推出的下述定理，有时在实用上更为方便 


定理2如果极限® 


lim 


a 


bn 


K 


K ^ + oc ) 


存在，则从级数 /( B ) 的收敛性，当 K < +oc 时，可推得级数 （ A ) 的收敛性，而从级数 
( B ) 的发散性，当尺 > 0 时，可推得级数 （ A ) 的发散性 I [由此可见，当0 < K < +oc 

时二级数同时收敛或同时发散」 


® 在此我们假定/ 0. 
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证明 设级数 （ B ) 收敛且 X < + oo . 任取一数 e > 0 ,依极限定义，对于充分大 
的 n , 有 



K K 由此 a n < (K + e ) b n ‘ 


由于 364 , 3 °,以常数允+/乘级数 （ B ) 的各项所得到的级数 E ( K ^ s ) b n 与级数 （ B ) 

同时收敛.由此，按照上插的定理，推得级数 （ A ) 的收敛性. 

/ 

如果级数 （ B ) 发/散且 K > 0 , 则在此情形下，相反的比值&具有有限 极限； 级 

数 （ A ) —定发散，因为，如果级数 （ A ) 收敛，则依上面的证明， mM ( B ) 也收敛，这与 
假定相矛盾. 

最后，再讲一个比较定理，这也是定理 1 的推论. 


定理 3 如果，至少从某处开始（比方说，对于 n > TV ), 不等式 O 






^n+l 

bn 


⑶ 


成立，那么，从级数 （ B ) 的收敛性可推知级数 （ A ) 的收 敛性； 或者——同样地 
从级数 （ A ) 的发散性可推知级数 （ B ) 的发散性. 


证明 与定理 1 的证明一样，不失普遍性，可以认为，不等式 （ 3 ) 对于所有的值 
n = 1 ， 2 ,…都是正确的.在这情形下，有 

^1 0/2 石 2 ^ri—l ^n — 1 


逐项把这些不等式相乘起来， 得到: 



d \ 





设级数 （ B ) 收 I 敛; 则以 常数& 乘级数 （ B ) 各项所得的级数与级数 （ B ) 同 

时收敛.于_按照定理 1 ,级 1 数 （ A ) 也收敛.证毕. 1 

现在讲^些直接应用 比较定理来确 定级数的收敛性或发散性的例子. 

367 •例题 1 ) En = iY ^ {a>0) - 

如果 a ^ 1 ,则违辱 364 , 5 °收敛性的必要条件，因而级数发散.当 a > 1 时，级数的每一项 
小于收敛级数的各相当项，故级数收敛（定理 1). 

2 ) 乙二：收敛，因为 


(n!) 2 _ n! 1 

1 (2 n )\ = 2几 (2 n - 1 )!! 〈 ¥ 

_此当然假定〜与 6 n 都择于零. 
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3er 

■ _ 


(定理 1). 


X 


3 ) En-i 2 n • sin y (0 < a < 3 tt ). 

因为 


X 


sin 


3 n 


< x 


2\ n 



且级数 E 



n 


收敛，所以给定级数也收敛（定理 l ). 


4) 重新考虑调和级数-并按照定理2，把这个级数跟已知其为发散的级数 

， W 



[ ln(n + 1) — In n 



In (l + ^) [363,3] 相 比较. 因为 [77,5)( a )] 


In 


+ 


lim 



n 


所以由此就推得调和级数的发散性. 

或者按另一种 方式： 把有限增量公式应用到区间 [ n , n + 1] 上的函数 lm 上去，得到 


ln(n + 1) — Inn 


n + e 


(0 < 6 » < 1 ) 


在这情形下，调和级数的各项都大于这里的各相当项，因而更加是发散的（定理 1). 


5) 类似地，当我们把级数 E 


Tl — \ 几 1 +CT 


(当 (7 > 0时）跟已知为收敛的级数 E 


2 


( n - 1) 


n 


相比较时，可以重新确定前者的收敛性.把有限增量公式应用到区间 [ n - l , n ] 上的函数 


X 


(7 


上去，得到: 


(7 


( n - l ) 


71 


G 


(n — 沒 ) 


1 + 0 - 


( 0 <^< 1 ). 


这样，当 n > 2时， 


— 〈一 
n l+a cr 


n — l) a 


n 


) 


由此，按照定理1，就推得所考虑的级数的收敛性. 

6) 为要用类似的方法得到新的结果，考虑级数^ 
各相当项更小). 

把这个级数跟已知其为发散的级数 


2 n Inn 


(这个级数的各项比调和级数的 


[In ln(n + 1) — In Inn 


2 


相比较.应用有限增量公式到区间 [ n 5 n + 1] 上的函数 lnlnrr 上去， 得到: 


In ln(n +1) — In Inn 


(n + 6) ln(n + 6) 


(0 < 沒 < 1)， 


由此，按照定理1，我们断定，各相当项更大的给定级数更是发散的. 

7) 跟调和级数 4) 及 5) 相比较使我们能够确定许多级数的性质.依定理1， 


⑷ E 


+1) 


发散: 


\/ n ( n + 1 ) 


> 


n + 1 ’ 
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⑹ E 


n 


1 yjn{n 2 + 1) 


收敛 : 


^/n(n 2 + 1 ) 


< 


n 3/2. 


⑻ E 




n=2 


(OE 

WE 


CO 

n= 


(lnn)^ 

n! n! 


(p > 0) 发散 :(lnn) p < n ( 对于充分大的 n); 


n 


n 


oo 

n=2 


收敛 :¥< 盖 ( 对于 "> 3 ); 

1 


( Inn ) 


Inn 


收敛 : 


( e)E 


n = 3 


(In In n) 


In n 


收敛 : 


(In n) lnn 

1 


71 


p ( 对于充分 ■ 大的八 ); 


1 


(In In n) 


In n 


In In In n 


n 


< 对于充分大的 n); 


n 


2 


>K 


)E ： 


3 


(In n) 1 


n In n 


发散 : 


l 


(In n) 


In In n 


g(ln In n) 


2 


> 


e 


Inn 


n 


( 对于充分大的 n) 


8) 按照定理 2 , 

⑷ E 


1 


n ° (a + bn) 


S 


(6 > 0) 当 s > 1 时收敛，当 s 彡 1 时发散 : 


(a + bn) 3 n 


3 


S 


⑹ 



n 


⑷ 



n \/n 
. x 


发散 : 


n vjn n 


71 


—(0 < x < 7r) 发散 : sin 
n 


x 


n 


n 


x ； 类似地，级数 ^ 


n 


lnU +9 (x>0) 


及 : E 二“％ — Uh — 1 ) 也发散 



X 


n 


收敛 :i 

n 1 


x 


n 


x 


2 


n 2 


2 



0 


下面是这种类型的更复杂的例子 



n 


1 


Inn 


n 


n 


用 Zn 表示这个级数的通项对二的比值 : 

n 


In x 


n 


In n 十 n In ( 1 — 


Inn 


n 


利用在 125,5) 中讲到的 in(l 十 a:) 的展开式，可以写出 


In ( 1 — 


Inn 


Inn 


n 


n 


Inn 


n 


2 


+ a 


Inn 


2 


n 


n 


其中 a n — 0 ，当 n —> oo 时.于是 


2 


Inx 


1 ln"n 


ln 2 n 


n 


2 


+ a 


n 


n 


n 


0, 


因而 : r 


n 


i . 即所给的级数发散. 


nln 


+ 1 

2 n — 1 


⑹ E 

这儿也利用 ln ( l + x ) 的展开式，有 


In 


十 1 

2 n - 1 


In 1 + 


2 


2 


2 


2 


2 


3 


3 


2n- 1 


2n 


2 V 2 n - 1 


+ 3 V2n 


1 


十 々 n 


2n — 1 


其中 A 


—> 


0,当 n 


oo 时，于是 


nln 


+ 1 

2ti _ 


2ri 十 3 


2 


3(2n 


1) 


2 n — 1 



Pn 


8n 


2 


2n- 1 


2 n — 



222 


第十一章常数项无穷级数 


[368] 


这样，所考虑的级数的通项对 
10) 最后，考虑级数 


1 


(2 n -1)2 的比值具有极限 g ， 所以我们所考虑的级数收敛 




n + 1 


n 


=i 


我们已知[133 ? 4)] 


ln(l + x ) < x (x ^ 0, —1 < x < + oo ). 


利用这不等式，可以 写出: 


ln^±i = ln 

n 


- 丄 

1 + - 

n 


〈 n ， 


同时 


In 


n + 1 


— In 


n 


n 


n + 1 


In 1 


1 N > 1 


n + 1 


n + 1 


于是 



< --In ^ i - 

n n n n + 1 


1 


n(n + 1) 


< 


n 


2 ' 


由此可见，给定级数的各项都是正的且小于收敛级数 g [365,2)] 的各相当项，因而.，给 


定级数收敛. 


如果用 C 表示这个级数的和.则部分和 


n 



k 


In 


k 


"T 


Hn — + 1) — > C 


( Hn 总是表示调和级数的部分和).这儿可以用 Inn 代替 ln ( n + l ), 因为它们的差等于 In 丨1十二 j , 
这个差趋于 0. 最后：用表示某 一 无穷小，对于我们有 一 个著名的公式 


H n 




\Xi7l C + 7n * 


⑷ 


这个公式表明，当 n 无限增大时，调和级数的部分和像 In 


n 


样增大, 


公式 （4) 中固定的常数 C 叫 做欧 拉常雙 .这个常数的数值(它是从另外的办法计算出来的) 


是这样的: 


C 


0-577 215 664 90… 


⑸ 


368. 柯西判别法与达朗贝尔判别法把给定级数 



a 


n 


+ <22 + 


• # » 


+ a 


n 



(A) 


n 


跟不同的已知为收敛或发散的标進级载相比较，能 赞引出 ，其他的可以说是更有组织 
性的形式 


56) 如同前一目，级数 （ A ) 假定是正项级数. 
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为了比较，我们一方面选取收敛的几何级数 

^ Q n = <7 + + * * * - f - <7 n + * * * (0 < q < 1), 

他方面选取发散的级数 

Si = 1 + 1 + .• 

作为级数 （ B ). 

按定理1的方式把所考虑的级数跟上述二级数相比较，可得到下列的判 别法： 
柯西判别法 对级数 （ A ) 作序列 


Cn = \/ a n ■ 


如果当 n 充分大时 5 不等式 


Cn 《 Q 


成立，其中 g 是小于1的窜寧，则级数收敛；如果从某处开始， 


C n 彡 1 ， 


则级数发散. 

实 际上. 不等式 # < ^或 VO 1分别与不等式 a n <尸或 a n > 1 相当; 
剩下的事只是引用定理1 了 

可是，这个判别法常常采用另一种形式—— 极限的 形式： 

假定序列^具有极限（有限的或无穷 的)： 

limC n = C . 

那么当 C < 1时级数收敛，而当（：> 1时级数发散. 

如果 C < 1，则取小于1 - C 的正数 q 于是 C + £< 1. 依极限定义，对于 n > N , 


C — £ C n < C + 

数 c + e 与上述公式中 g 的作用相同，故级数收敛. 

如果 C > 1( 并且是有限的)，则取 e = C-l, 于是 C-e = l , 这次对于充分大的 
n ， 即有 C n > 1，故级数发散.当^ = + oo 时也有类似的结果. 

在 C = 1的情 形下， 这个判别法就不能够判断出级数是否收敛. 

序列 c n 叫做柯西序列. 


©级数的发散性，当然，可以简单地引用违反364,5°中收敛性的必要条件这一事实来确定. 
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如果依定理3把级数 （ A ) 跟上述的作出的标准级数相比较，就可得到下面的判 
别法： 

达朗贝尔 （ d ’ Alembert ) 判别法 考虑对于级数 （ A ) 的序列 

/r% a n+l 

= - ■ 

辽 n 

如果当 n 充分大时，不等式 

Vn^q 


成立，其中 g 馮常鼠 则级数 收敛; 如果从某处开始， 

v n ^ 1, 


则级数发散①. 

在这情形下，也是利用下列的极限形式更为方便: 

假定序列具有极限（有限的或无穷的)： 


limD n = T ). 

那么当 V < 1时级数收敛，而当 D > 1时级数发散. 

证明与柯西判别法证明的情形一样. 

如果 D = 1,这个判别法就不能决定级数是否收敛. 

序列凡叫做 达朗贝尔序列. 

在例题 77,4) 中我们看到，从序列的极限的存在性就可以推出序列 C n 的极 
限的存在性，并且两个极限相等.由此可见,在所有用达朗贝尔判别法对级数的收敛 
性问题能够得到答案的情形下，利用柯西判别法也可以得到答案.在下面的例子中 
我们可以看出，相反的断言是不正 确的； 因而 柯西判别法强于达 法 ■ 但在 
实用上，利用达朗贝尔判别法通常是更简单些. 


369. 拉阿伯判别法 在上述那些判别法不适用的情形下，必须采用更复杂的判 
别法，这些判别法是根据把所考察的级数跟另一些标准级数（这些标准级数比起调 
和级数来可以说是收敛的“较慢”或发散的“较慢”®)相比较而得到的. 

在这儿我们就来研究 拉阿伯 （ Raabe ) 判 别法； 这个判别法就是利用定理 3 把给 

定级数 （ A ) 跟收敛的调和级数 


它去 =1 + 士 + $ + — + 去 + — (S> ^ ( Hs) 

n=l 


①这儿，级数的发散性也可从违反收敛性的必要条件直接 推出: 事实上，如果_ > 1或 a n+1 ^ 
a n ， 则不能趋于 CL 

© 参看 375,7). 
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及发散的调和级数 



1 + t 7 + 


■ ■參 


n 




+ - + 
n 




n 


相比较而得到的.在此必须研究拉阿伯序列 


^71 


a 


n 


n 


^ n+l 


1 


拉阿伯判别法 如果当 n 充分大时，不等式 


尺 n > r 


成立，其中 r 是大于1的常数，则级数 收敛； 如果从某处开始 


n n ^ 1 


5 


则级数发散. 


这样，设 n 充分大时，即有 


a 


n 


n 


^ n+l 


1 > r > 


或 


a n H r 
— ^ > 1 + - 
(Z n +i 71 


(H) 


现在取介于 1 与 r 之间的任意数 5 ： r > 5 > l . 因为根据已知的极限关系[77, 5)] 


S 


1 + 


-1 


lim 


n 


n 


S , 


n 


那么对于充分大的 n 有 




1 + 


1\ 

n ) 


S 


1 


s 


< r 或 


1 + 


n / 


r 

< 1 + -， 

n 


n 


因而 


a 


S 


n 


以 n+l 


> 1 + 


n 


这个等式可改写为如下形式 


1 


^ n+l 


< 


n 


s 


(n + l ) 3 


a 


n 


n 



n s 


等式右端是级数 （ H s ) 的相继的 两项； 应用定理3,便可断定级数 （ A ) 收敛 


如果从某处开始 


a 


n 


n 


^n+1 


lUi, 
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则由此立即得到 

1 

Qn+1 〉 n = n + 1 • 

a n ^ n + 1 1 ’ 

n 

把定理 3 应用到级数 （ A ) 与级数 （ H ) 上，就可断定级数 （ A ) 的发散性. 

拉阿伯判别法也多半是应用极限的 形式： 

假定序列尺 n 具有极限（有限的或无穷的)： 

lim lZ n = 1 Z . 

那么当 n > 1 时级数收敛，而当尺 < 1 时级数 发散. 

比较达朗贝尔判别法与拉阿伯判别法，我们看出，后者要比前者强得多.如果极 
限 D = lim D n 存在且异于1,则对于 7 Z n = n ■ —— lj . 当 : D < 1时有等于十 oo 

的极限尺，而当 P > 1时有等于 - oo 的极限尺. n 由此可见，如果达朗贝尔判别法 
对于给定级数的收敛性问题能够得到答案，则拉阿伯判别法就更加能够得到这 答案: 
而且，所有这些情形都被尺所可能取的值中的 两个值 ，即咒=±00, 包括净尽 .这样 
一来，对于收敛性问题也可以得到答案的所有其余 i 尺值（除尺=1外)对应于 
达朗贝尔判别法由于^ = 1而不能给出确定答案的那些情形. 

但是 > 就在这儿当尺=1时我们仍然不能回答级数是否收敛的 问题; 在类似的 
情形下（这是非常少 的)， 就必须采用更为细致而复杂的判别法[参看下面第371目 
的例题]. 

现在讲一些例子. 

370. 例题 1) _西||别法应用到下列各 级数： 

( a ) 1:2 = 级数 收敛； 

hn — 2 ( i nn )n Inn 

(6 ) 乙二 G) n ( ： n>o) ， c n = |，c = o: 级数 收敛； 

( b ) (^) n (^>0; a n 是具有极限 a 的正数序列)， C n = f ‘ 如果 a = 0, 则 C =+ oo , 

因而级数 发散； 如果 a 二 + oo , 则 C = 0, 因而级数 收敛； 最后，当0 < a < + oc 时有 C 二' 级 
数的收敛与否就决定于 x : 当 x < a 时级数收敛，当1 > a 时级数发散.当 x = a 时，在一&般情 
形下不能判断出级数是否收敛，级数的收敛与否要由 a . n 接近于 a 的特性来决定. 

2) 把达朗贝尔判 ，法 应用到下列各级数： 

( а ) 1 + ^= 0：级数 收敛； 

^ n_ n\ n + 1 

(б) > 0),Dn = = X ： 级数当 工 < 1 时收敛而当 X 彡 1 时发散 

( 当 n ： = 1 时可妾验证这一点 )• n 

( B ) J 2 T = i^；( x > o,s > 0 ), v n = x = 工：级数当 z < 1 时收敛而当 X > 1 

时 发散； 当 z = n l 时结果是调和级数， 这个^ 和级数的收敛与否，我们已经知道，是由 S 来决 
定的. 
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(r) E 二 




X 




V 


誉：心 < e 时级数收敛，当…时发 


散； 当 z e 时在极限形式下的达朗贝尔判别法不适用，但因序列 p 递增地 捽沂& 于是 
V n > 1,所以原来的判别形式仍然使我们能够断定级数的发散性. U 

( nx) n / 1 \ 72 1 1 

U ) E 二 1 卜 >0 )，Pn 二: r - 1 + — ，: D = rr . e : 当: c < - 时级数收敛，而当 a : > 土 

n \ \ n / e e 

时 发散； 当2： = I 时，因为 P n 从下面接近 D = 1,这次如再利用达朗贝尔判别法，就什么结果也 
得不到.我们将-下面 5)( r ) 中讨论这种情形. 


3) 取级数 


1 + a + a6 + a 2 6 + ab 2 + … + a n b n ^ + a n b n + …， 

其中 a 与6是两个相异的正数 • 这儿 P 2 n -1 - a 、 V 2 n = b 、 因而达朗贝尔判别法（在原有的形式 
下）只在数 a ， 6都小于1或都大于1时，才使我们能够作出级数收敛或发散的论断. 

同时 


^2 n-l = ^ y <2 n _ 1 6 n_1 及 C 2 n = ^ CL n £> n_1 , 


于是 C 二依柯西判别法，当< 1时级数收敛而当 M > 1时级数发散（显然，当 M = 1 
时也这样). 

4) 考虑级数 r ( n ) x n , 其中 ；r > 0而 r ( n ) 表示自然数 n 的除数的个数. 由于函数 
丁 in ) 变化的反复无常，这儿应用达朗贝尔判别法是不可能的.但柯西判别法完全可以 应用： 


x C n ~ \/ r { n ) - x ^ y/n ■ x , 于是 C = x ， 


当 : r < 1 时级数收敛，而当 rr > 1时级数发散（显然，当 a : = 1时也这样). 


5) 现在讲几个应用拉阿伯判别法的例子. 

/ a \ 1 (2 n — 1)1! 1 

㈠ X n=1 (2 n )\\ * 2 n + 1 ' 

对于这个级数，达朗贝尔判别法是不适用的，因为: D n = 
拉阿伯序列： 



(2 n — I ) 2 
2 n (2 n + 1) 


— 1 (并且 Dn < 1). 作 


71 


71 


n 


2 n (2 n + 1) 
(2 n - l ) 2 


(6 n — l)n 
(2 n - l ) 2 ■ 


因为尺 =lim 7 Z 


n 


^ > l , 所以级数收敛. 


(O) En=l (2- + !) 


n ! 


m m A 


(x + n ) 


(x > 0). 


因为: Dn 二 n+1 .V= 1, 所以这儿达朗贝尔判别法不适用.其次，有 7^ 二于 

x -\- n-\rl n +1 

&7 l = x . 这样，当 ; r < 1时级数发散，而当 : r > 1时 收敛； 当 ; r = 1时得到一个发散的调和级 
数（缺第一项). 


㈤ E 


n\x 


n 


n 


(x + ai )(2 x + a2 ) … (nx + an ) ’ 


其中 x > 0. 而是具有极限 a 的正的序列. 
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我们有 


n + l)x 


(n + 1 )尤 + CL n +i 




1 •其次，灭 


nan ±^- ) n = -. 所以，当 rr < a 时级 
n + 1 ) 2 ； x 


数收敛，当0： > 时级数发散.当 z = a 时在一般情形下不能断定级数是否 收敛； 这时级数收敛 
的情形由接近 a 的情形来决定. 

( r ) 最后，考虑级数 




n 


n ! \ e 


对于这级数 


n 


n 


n 


e 


1 + - 
n 


为要计算这个序列的极限，我们以下列更普遍的表达式来代替它 


x 


e 


(l + : r ) 


( x 


0)， 


这样，我们就可以把微分学的方法应用这个表达式上去了.根据洛必达法则，取导数的比值 


e 


(1 + X 


2 


(i + a ： 


ln(l + x ) 


X 


1 、十土 .(1 + / 丄一丄 


2 


X 


e 


ln(l + x )— 


X 



X 


(1 + x ) 


X 


2 


令 


ln(l + x ) — x — ~rX + o(x ) 5 — 

Zi 丄十 X 


2 . / 2x x 2 . / 2 


x — X + o(x ) y 


立即得出所求极限等于级数发散. 

371. 库默尔判别法 现在我们讲一个非常普遍的判别法，库默尔 （ E . E . Krnnmer ) 判别法、 
我们可把它看成对所求得的具体的判别法的普遍公式. 


库默尔判别法 


设 


Cl ， C2 ，…， Cn ，… 


是使级数 



1 


1 


C n 


发散①的一个正数序列.对所考虑的级数 （ A ) 作序列 


JCn 


a 


c 


dn+l 


Cn +1 


若（对于72>^)不等式 


/ C n > 



①读者注意：级数 Y . T — 发散这一假定仅仅在推导发散性判别法时用到；在推导收敛性判别 
法时不需要这个假定. ^ 
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成立，其中6是一个正常数，则级数收敛.如果（对于 n> N) 

JC n ^ 0, 

则级数发散. 

证明 设 

^■n Cn _ Ctx 十 1 ^ S 〉 0 

(这个不等式，显然可以认为对所有的 n 都是成立的). 

以 a n +1 乘这个不等式的两端，得到 

CnCLn — c n + ia n +i ^ S * a n +! ， (6) 


也就是 


。 71 江 71 Gn + lflri+1 〉0 CfiO jji ^ C 72 + 1 1 ■ 

由此推知，变量 c n a n 单调递减，因而趋于一个有限极限（因为这变数以0下有界). 
于是，级数 

CO 

Z(Cnfl n — Cn+l^n+l) 
n= 1 

收敛， 因为这个级数的前 n 项的和 


C \ a \ — Cn + lCiTi+i 

具有有限极限.但在这情形下由不等式⑹，根据定理1,可得级数收敛，而给定级 
数 （ A ) 与这个级数同时收敛. 

如果对于 n > iV , 

^ ^71 _ Cn -(- 1 ^ 0 5 

fln +1 

则有 


^7i+l ^ Cn+1 

"^T " T - ' 

因已假定级数 f ^发散，故按照定理3,级数 （ A ) 发散.这就是所要证明的. 
在极限的形式下，库默尔判别法是这 样的： 


假定序列 / C n 具有极限（有限的或无穷 的): 


lim JC n = 1C. 

那么当 JC>0 时级数收敛，而当 ；c < 0时级数发散 • 

现在我们要说明：如何利用库默尔判别法去求得一些作为它的特别情形的重要的收敛性判 
别法. 
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a ) 例如，令〜 =1; 使级数 





发散的条件被保持着.我们有: 


JC 


n 




江 n+1 





如果序列 P n 趋于极限 P ， 则 / Cn 趋于极限 /C = _ — 1 (C = + CO 如果 X ) = 0; C = -1，如 
果 : P = + oo ). 当 ： D > 1时，显然 ， /C < 0,于是按照库默尔判别法，级数 发散； 如果刀< 1，则 
/C > 0,于是级数收敛 • 可见，我们重新得到了达朗贝尔判别法. 

6 )其次,令 Cn = n ， 并且看出级数乙丄发散.表达式 / Cn 有下列的 形状： 

Cn 


— (n+1 卜 u . 


如果序列 t 趋于极限尺，则趋于极限 ic = n-i(K：^ dzoo , 如果尺=土 oo ) .当 

尺> 1时有 /C > 0, 于是按照库默尔判别法，级数 收敛； 如果咒< 1，则 /C < 0, 于是级数发散.我 
们又得到了拉阿伯判别法. 

b ) 最后，取 Cn 二 nlnn(n ^ 2), 这样的选取是可以允许的，因为级数—发散 [367,6)]. 

^ - \ ^ . I—r — ——身一 llfl 1Tb 


lC n = n In n • 


a 


n 


O ^ n+l 


这也可以表示成下列的 形状: 


—(n + 1) ln(n + 1 )， 


JC 


n 


Inn 


n 


a 


n 


\ 1 


- 1-1 


其中表示新的 序列: 





n 



n +1 


B n = Inn 



n I - 

V 1 







=Inn ■ (Jin — !)• 


由此就得到新的. 

贝特朗 （ Bertrand ) 判别法 假定 序列队 具有极限（有限的或无穷 的）: 

B = lim B n . 


那么当 B > 1时级数收敛，而当5 < 1时级数发散. 

/ 1 \ n+l 

事实上，因为 lim In (^1+ -J = lne = 1，所以库默尔序列 / C n 趋于极限 )C = B - 1 (JC = 

士如果 B = 士⑺).余下的 | 只是引用库默尔判别法了. 

比较拉阿伯判别法与贝特朗判别法，就可以重作前面我们关于达朗贝尔判别法与拉阿伯判别 

法所作的同样的说明 [369]. 这条愈来愈加敏锐的（但也就更复杂些!）判别法的链条，是可以无限 
制地继续下去的. 


372. 高斯判别法 从达朗贝尔、拉阿伯与贝特朗判别法，可以很容易地得到下面的高斯 
( Gauss ) 判别法 • 

高斯判别法 设对于级数 （ A )， 比值 an 可以表示成下面的形状： 

仏 n+l 





n 


On 

n 2 


辽 n+l 
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其中 A 与"是常数，而 6> n 是有界的量:|心 | 彡 L ; 那么， 竺參 收敛，'如果 
，/ i > 1;级数发散，如果 A < 1或者如果 A 二1，鋅彡 1. 



A § 1 的情形可化成达朗贝尔判别法，因为 lim 




a 


n 


A 


现设 A 


; 在这情形下 


n 


n 


n 


a 


n 


\ 1 




n 




而 M § 1 的情形就被拉阿伯判别法包括净尽.最后，如果^ = 1 ，则有 

B n = In n(1Zn - 1) = ^ 

71 


因为已知$当 n — oo 时趋于零，而〜有界，故 5 = lim 队 = 0, 于是按照贝特朗判别法，级 

数发散 • 


例子 

1 ) 考虑所 谓超几何级数 (高斯) 


F(pth 、 x ) 二 



i + E 



g —( H 1 ) 二 ( a _ 土! L =_ 0丄 "1(" 土 W 二 ("土 二 — 丄)， 

n!7 • (7 + 1) … （7 + n — 1) 


a - p o ； - (a + 1) • 0 • (/3 + 1) 2 

1 H - x H - ； ---7~~ - ~X—— 

1 ■ 7 1 • 2 • 7 • (7 + 1) 

a ■ (a + 1) . (a + 2) ■ . (/3 + 1) . (/3 + 2) 工 3 

1.2.3.7 七 + 1) . (7 + 2) X 


暂时假定 a J.n > 0. 这儿 

a n +i _ (o ： + n)(/3 + n) 

a n (1 + n)(7 + n ) ^ 一 

于是依达朗贝尔判别法立即可以确定当 X < 1 时收敛而当 0 ： > 1 时发散.如果 x = 1 ,则取比值 


/ 1 \ / 7 

a n ( 1 + n)(7 + ri ) \ ^ n ) (工 + n 

a n+1 — (a + n )(/3 + n ) — (i + 竺 ) (1 + 空 

V nJ V n 


并利用展开式: 



n 


把所取比值表示成下面的 形状: 


a 

-十 


n 


a 


2 





n 


0 1 




n 2 . 


Cln 7 — a — /?+l On 

- = 1 H - 1 - 2 . 

a n +1 n 77 / 

其中〜为有界.应用高斯判別法，我们看出，级数 F ( a、fh 1) 当 7 - a -/?>0 时收敛而当 
j - a - p ^ Q 时发散.以^我们要回来讲在对 a ，/3,7 与工更普遍的假定下的超几何级数. 

2) 另一个可应用高斯$」别法的例子是级数 




P 





(p > 0 )， 



• 232 • 


第十一章常数项无穷级数 


[373] 


这个 级数当 p >2 时 收敛， 当 p < 2 时发散.在这里按照泰勒 公式， 

a n 十 1 \ 2n — 1 / \ 2n) 2n 1 - 2 (2n) 2 \n 

由此 

P 

上二=1 +丄+与 （〜有 界)， 

a n +i n n z 

等等. 


373. 麦克劳林-柯西积分判别法 这个判别法在形式上与所有上述的判别法有 
所不同.它是建立在把级数跟积分相比较的观念上的，并且是我们为了阐明第 367 
目例题 4),5),6) 中级数的收敛性与发散性而利用过的那个方法的推广. 

设所讲到的级数有下面的形式： 

oo oo 

n=l n=l 

其中 /( n ) 是当 a = n 时对于 a ; 彡 1 ①所确定的某一函数/ ㈤ 的值; 假定这个函数是 
连续的1正的单调递减函数 . 

考虑 f ( x ) 的任何一个原函数 F ( x )\ 因为它的导数 F f ( x ) = f ( x ) > 0,所以 F ( x ) 
与: r 同时增大，因而，当 : r — + oc 时，一'定具有有限的或无穷的极限.在第一'种情形 
下，级数 ^ 

f ；[ F(n + l) — F ( n )] (8) 

71=1 

收敛,而在第二种情形下，级数发散.我们就把所考虑的级数跟这个级数相比较. 

按照有限增量公式，级数 （8) 的通项可表示成下面的形状： 

F(n + 1) - F ( n ) = f ( n ^9) (0 < 0 < 1), 

于是由函数 /( x ) 的单调性 

a n+ i = f(n + 1) <- F(n + 1) - F ( n ) < f { n ) = a n . (9) 

在级数⑻收敛的情形下，由定理1，级数 ^+i = Zn = if ( n + l ) 收敛，因为它 
的每一项小于级数 （8) 的相 当项； 也就是说，给定的级数⑺也收敛.在级数 （8) 发 
散的情形下，给定的级数 （7) 也发散，因为它的每一项大于级数 （8) 的相当项. 

这样，我们就得到下面的积分判别法——柯西判别法(这一判别法首先由麦克 
劳林以几何形式发现，但被人们遗忘了，后来又重新被柯西发现). 

①可以不用1，而用任何一个别的¥然数 n 0 来作为序号 n 的开 始值; 这时函数 /㈤ 就必须在 
x ^no 下来考虑. 



[373] 


§2. 正项级数的收敛性 


■ 233 • 


当 


积分判别法 在上面所作的假定下 5 级数 （7) 的收敛或发散，决定于函数 






)dx 



十 oo 时是否具有有限的或无穷的 


Ik 


现在讲一些应用这个判别法的例子（除去367中所考虑台的以外) 


i)E 


2 



•In 


i+j 


n 


(a > 0). 


这儿 /( 



x * In 


l+CT 


X 


\ F { x ) 


1 


ln^x 


— ^ 


0,当 


X —^ 


+ oo 时： 级数收敛 



2)E 


3 


n * In n • In In n 


我们有 / Or ) 


a : In x ■ In In x 


\ F { x ) 


In In In x ^ + oo : 级数发散 


3 )E 


3 


n • Inn • ( InInn ) 1 切 


(a > 0) - 


在这情形中 




x ^ In x ^ ( lnlna;) 1+a 


； F ( x ) 



(In Inx ) 


0 


级数收敛.如此等等. 

原函数 F ( x ) 也可以取定积分的形式： 

F ( x ) = J f ( t ) dt . 

当 : r - > + oo 时它的极限叫做“由1到 + oo 的积分”®并这样地表示出来： 

厂+ 00 

F (+ oo ) = J f ( t ) dt . 

于是， 所讲到的级数 （7) 的 收敛或发散，就要看这个积分是否具有有限值或无穷 
值而定 

在这样的形式下，积分判别法就可以有一个简单的几何解释.如果把函数 /(X) 
用曲线描绘出来（图54)，那么，积分 F ( x ) 就表示限制在曲线下， x 轴上及两个纵坐 
标之间的图形的 面积； 积分 F (+ oo ), 在某 I 意义下，可以看作在曲线下向右无穷延 
伸的 整个图 形的面积的表达式.另一方面，级数 （7) 的项 ai , a 2 , •■- ， a n ，… 表示在点 
工=1，2,…， n ， …处纵坐标的大小，或者，同样地，表示底长为1，高度等于前述纵 
坐标的那些矩形的面积. 

由此可见，级数 （7) 的和不是别的，而是那些外接矩形的面积的和，也就是那些 
内接矩形的和只相差了级数的第一项.这就使得上面所确立的结果完全可从直观来 

①这就是所 谓反常 积分; 类似的积分我们将在第十三章中加以研究. 

©在判别法证明的这进叙述史,不假定函数/(岣的 连续性 ，仅利用定积立(对单调函数,积分存 
在 [298,111]), 便可容易地进行. 
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了解： 如果曲线图形的面积是有限的，那么，包含在这曲线图形内的梯形图形的面积 
就更加是有限的，因而所讲到的级数 收敛； 如果曲线图形的面积是无穷的，那么，包 
含这曲线图形的梯形图形的面积也是无穷的，于是在这情形下，级数发散. 

现在对不等式 （9) 的更进一步的利用作一些 说明： 
a ) 在有限极限 

lim F ( x ) = F (- \- oo ) 

X —+ oo 

存在的情形下，对级数 （7) 的余式可以指出一个很方便的估计.这就是，把不等式 

ak = f { k ) < F ( k ) - F(k - 1) < a / c-i 
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例如，对于级数 (^>0)# 

/ L 


及 


/( 工) 


1 


X 


1+C7 


F ㈤ 





( n + iy 






fc=n+l 



k 1+ar 



( 11 ) 


6) 如果 F ( x ) 与 X 同时增大到无穷，那么这个函数就使判断级数 （7) 部分和擅 
加的速 度成 为 可能.考虑不等式 ^ 


0 < f ( k ) - [ F(k + 1) — F ( k )]< f ( k )- f ( k ^ l ) 


并且把它们由 k = \3 \k = n 加起来，我们得到一个递 增的， 但是有界的序列 

n 

Z /㈨- [F(n + 1) - F(l)]<f(l)-f(n + 1) < f ⑴， 

k=l 

这个序列趋于有限极限.对于序列 


[/ ㈨ - F(n + 1) 

k=l 


这事实同样是正确的.如果用 C 表示这个序列的极限，而用 a n 表示无穷小（即所 
述序列与它自己的极限的差)，就得到 公式： 


* /(^) — F{n + 1) + C * + a n . 

i T - 


例如，当 f ( x ) = i 时, F(x) = lnx, 由此又得到第 367 目的公 式⑷. 

2 / 

374. 叶尔马科夫判别法 叶尔马科夫 （Ermakov, 1845—1922, 俄 罗斯数学家）提出的独特 
的判别法在积分判别法的应用范围内是非常好的，这个判别法的陈述中并不包含积分概念. 

叶尔马科夫判别法仍假定函数 f( x ) 当 a ； > 1时是连续①、正的与单调减函数®.若对充 
分大的 X ( 比如说, X 彡: To ) 成立如下不等式： 


则级数 （7) 收敛； 若 （对工 >吻) 
则级数 （7) 发散. 



①实际上，连续性的要求 可以省略 .参看 234页的脚 往②. 
⑦参看 233 页的脚注. '' 
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证明 设第一个不等式成立，对任意 : r >帥有（代换尤 


e 


) 


e 


x 


x 




f ( e u ) e u du ( q 


/ ⑷成 


e x 0 


工 0 


由此 


rr 0 


e 


(! - Q ) 




e x o 


x 


e 


f ( t)dt - 




^0 


e x 0 




e x 0 


e 


f ( t)dt — 




怎 0 


X 


e 


① 0 


< Q 


/ ⑴成 


因为 


e > x , 


在后一方括号内被减项是正的.在这种情况下 


工0 


( 12 ) 


e 




Q 


e 


^0 


e x 0 


Q 


/ ⑴成 




e x 0 


在不等式两端加上 o ( t ) dt ， 得到 


e 


e 


x 0 




XQ 


q 






XO 


考虑到式 (12), 从而更有 


X 


f ( t)dt < L 


(x > Xq )^ 


工 0 


因为随: r 的增加，积分值增加，则当 : r 


— > (X) 


时存在有限的极限 




工0 


按照（柯西）积分判别法，级数 （7) 收敛. 

假设现在是第二个不等式成立，那么 


e 


x 






e x 0 


x 0 


并且若在不等式两端加上 j^ e ° /⑴也，贝 ij 


e 


e 


x 0 






7 > 0 


X 


工 0 


[因为，由 （12) 式 # o < e 郎] • 现在定义序列 


Xq ^ X \ — 1 ^ 2 / 


n 


其中令 




e "- 1 ; 按照已证明的 


X 


f ( t)dt > 7, 


X 
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于是 


n 


x 


I 


f ( t)dt 



f ( t)dt ^ n 7 


X 0 


1 = 1 




1 


由此显然有 


X 


f ( t)dt = lim 


f ( t)dt = + oo , 


工 0 


x 




由积分判别法，级数⑺发散. 


I I f • 

刖 


目中的例题，应用上面证明过的判别法，很容易解出: 


i)E 


n 


2 n • ln 1+ " n 


(a > 0 )- 


在本题中 f ( x ) 


1 


x ln 1+<T x 


, 且表达式 


f ( e x ) ^ e x 


\ n 1+a 


x 


f ( x ) 




X 


a 


0 (x 



)， 


从而对充分大的: r ， 此式小于任意正分数 (?： 级数收敛. 


2) V °° ___ 

Z ^ n =3 n * In n * In In n 


这里 /&) 


2 ： • In a ; * In In a ; 


，而表达式 




/(o 


e 


/ ㈤ 

对充分大的 z 此式的值超过 l : 级数发散. 


Inina ; oo 


(工 


― > 


oo ) 


3)E 


OO 

rt = 3 


n ■ In n ■ (In \ nn) l+a 


a > 0) 


这一次 f ( x ) 




2 ： * In x * (In ina:) 1+a 1 


f(e x )e 

/⑷ 


(In In a ;) 




i+<j 


0 


( x 



:级数收敛 


最后我们指出，出现在叶尔马科夫判别法中的函数 e ' 可用任竟其他 单调增加 、 有连续导 g 
并满足如下不等式的正函数 ^( x ) 代替： 


这个不等式代替 （12) 式.其证明是前述证明的重复.于是一般形式的叶尔马科夫判别法是对应于 
不同函数 ip ( x ) 的选择而得到的一系列具体判别法的来源. 

375. 补 充材料 1) 为了描述黎曼函数 


c (! + ^) 


OO 





n 1+a 


(它仅仅对 ( J >0 有定义）当 a 趋于零时的性态，我们应用估计式 (11). 

首先在 （11) 的第一个不等式中令 n = 0,然后在第二个不等式中令 n = 1，得 


1 ^ (7 ^ ((1 + ( J ) 彡 1 十 a 
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由此有 


lim <7 • ((1 + a) 

< 7 ― ►O 


如果从显然的等式 


C(1 + a) = 1 + 二 1 : _ + …+ 1 


oo 


2 1+ 


n 


l + cr 




k=n+l 


k 1+a 


出发，可以得到更精确的结果，对任意的 n 应用不等式 (11): 



2 1+<J 


+ 


+ 


1 


1 + <J 


n 


H - 

a 


(n+ 1 )。 


< C (1 + cr )-- 


<1 + 


2 1 切 


+ 


m m m 




1 


l+cr 


+ - 


n 


a \n 


a 


令 


(7 


o 而取极限，得 


十 + • ■ ’ + — 一 + 1) < lim 


2 


n 


G 


+0 


C(1 + cr) 



a. 


cr—>0 


X(1 + f) - ； 


<1+5 + … + :-lnn ① 


最后，由于 n 的任意性，使 n 趋于无穷，因为由367目的 （4) 式，上式中第一个和最末一个式子 
同趋于欧拉常数 C ， 于是上极限与下极限重合，因而普通极限存在并等于 


lim 

(7 ― ►O 


C (1 + C 7)-- 


C ‘ 


[这个结果属于狄利克雷」 


2) 设级数（令）的项乎，孝; 求； 于是级数 （ A ) 与级数 


同时收敛或同时 


西) • 



事实上， 一 方面， 


k 


乂2知 < + (以2 + + … • + (^2^ + … * + (^2 k+l -l ) < 十2^2 + ■ ■•十2〜 ‘• 


而另一方面， 


^2 k = + “2 + (0^3 + 江 4) + • • • + + i + 


■ ■ ■ 


2 


+ a 2 k) 


〉+ <^2 4" 2(14 + … * + 2 


k — 1 


a 2 fc 


2 


(dl + 2 tl 2 + 4(24 




k 


2 


由此即得所求结果. 

例如，级数 x ： r - 的性质与显然是与发散的级数 e 


0 


2 k 


2 k 


Eo ° 


Ei 


a > 0) 与级数 2 fc . 


n 


l+cr 


2 fc(l + a ) 



0 


2 ka 


同时收敛.级数 E 


的性态相同.级数 


2 


nlnn 


发散，因为 


级数 


2 k ln 2 fc 



/c • In 2 


发散，等等. 


①我们暂时还不知道表达式 （(1 + a ) - i 当^ — 0时是否存在极限，所以应用上极限与下极 

<7 


艰 [42]. 我们可按照77目 5)，( a ) 来求表达式 


a 


1 


n 


a 


及土 

O 


L(n + l)^ 


的极限. 
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在这个定理中，用作比较的级数可以用更普遍的级数 来代弩 ，其中 
m 是任何 一 个自然数. 

3) 设 （ A ) 是任意一个收敛级数.试把通项如跟 i 相比较，那么关于 a n 的无穷小的级，可 
以得出什么样的结论呢？ n 

首先，显然，如果这些无穷小一般地是可以彼此比较的 [60], 即如果下面的极限 存在： 


lim 



= lim na n = c, 


则必须 c = 0,于是 



(13) 


事实上，如果不这样，则由于调和级数的发散性，给定的级数就会是发散的 [366, 定理2 
这与原来的假设矛盾. 几 


可是，这种极限的存在，一般地说，并不是非此不可的，这在下面级数的例子中可以 看到: 



把级数跟级数 X ： 




n 2 


相比较，前者的收敛性是显而易 见的； 同时，如果 n 不是完全平方，则对于 


这个 n 有 na n = 在相反的情形下: na n = 1. 

但是，如果级 I ：的项单调递减，那么，对于级数的收敛性，条件 （13) 仍然是兮奪的.事实上， 
对任何的 m 与 n > m : 


其中 am 是级数的 余式. 由此 


(n - m)a n < a m +i + 

V f ^ ^ ^ \J ^ f 


« _ 攀 


+ d n < ol 






(X 


〆> 


na n < 


n 


n — m 


a 





设首先这样取 m ， 使得小于任给一数 e > 0; 现在如果假定 n 如此的大，使得 


n 

n — m 


< 


£ 

O^m 



则同时有 < e ， 这就是所要证明的. 

作为结束，我们指出，甚至对于单调递减的项的级数，条件 （13) 也决不是收敛性的充分条件. 
这在级数 -^― 的例子上可以看出. 

^ nlnn 


4 ) 若级数 T ^ dn 发散 ，而 表示级数的第 n 和，则级数 Vf ^ 

JJri 

ET ^y+a- ( a 〉 0) 收敛-[阿贝尔阿贝尔 （ Abel) 及迪尼 (Dini)] 

& 有： 


Jn +1 



+ 


dn+m 

Dn+ra 


> 


dn+l + 




+ ^ n + 


m 


D 


n4-m 


Dn 

- Dn+m 


也发散，可是级数 


不论取 n 如何大，总可以选出这样的 m ， 使得 


D 


n 


D 


< ^因而^ + 


¥ W W 


n+m 


2 


Dn+l 


+ 


d 


n+m 


Dn+m 


〉 2. 


对于级数 ZTjr 来说,这违反收敛性的基本条件 [364,5°], 故级数发散. 
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为了证明级数 





的收敛性，我们采用类似于柯西所用的方法 [373]. 


把有限增量公式应用到由 Z 到 X = 的区间中的函数 



dx 


X 


1 + 


(7 



G 



drx 


其中 Dn-i < D n < D n . 



这样， 所考虑级数的 ，一项 各别地小于收敛级数 J 2 T - ( t ^ —— 7^) 的每一项，这就证明了 
上述的断言 • < 办. 

5 ) 若级数 〜 收敛，而 7 n 表示此级数第 n 项以后的余式，则级数 y°° 发散，可 

^ 7n-l 

是级数 YX < cr < i)\ 收敛 (迪尼). 

证明与前似. 

6) 下面的收敛性判别法是不久前萨波果夫 （ H . A . Ca . noroB ) 所指出的： 

若〜 是 反的 单调递增序歹 1 . 则级数 


OC 

E 

n= 1 



U n 

^ n + 1 



在这个序列胃有界的条件下收敛、而在 相反的情形下发散 . 

令（当 n = 1 ， 2 5 …时) 


n 


dn 


^ n +1 


Un ? JD 


n 


x > 




tXn+1 — U\ 


k 


于是所述级数可改写成 


co 

E 

n =1 


dn 

D n + ^1 


因而它的收敛与否跟级数 




LJ 

n—1 




的收敛与否一致，也就是说，跟级数 d n 的收敛与否一致（在级数发散的情形下，可以引用 
阿贝尔-迪尼的结果， 3)). 最后的级数的收敛或发散，由序列是否有界致无界来决定. 

7) 设给定两个收敛级数 


71=^1 


及 


5 Z Cn， 

n=l 


后者叫做比前者收敛较慢的级数,如果后者的余式7纟比起前者的余式 7 n 来说，是低阶的无 
穷小： 

lim ^ = 0. 

7n 

对于每一收敛级数 ^^Cn, 可作一个收敛较慢的级数 • 例如，只要考虑级数 


Z C; E 二 (\/7n-l - VT^) 0 

n=l n= 1 


® 我们取整个和作为％. 
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就够了，因为在这情形下 7 ； 

现在考虑两个发散级数 




丫声71 及 




我们说后者比前者发散较慢，如果后者的部分和比起前者的部分和来说，是低阶的无穷 


大: 



对于每一发散级数可作一个发散较慢的级数.为此目的，例如，可取级数 



这儿 = VDn . 

类似的一些结论可以利用 4) 及 5) 中讨论过的阿贝尔阿贝尔及迪尼级薮得出. 

上面所建立的例子使我们得到这样的有原则性重要的断言：任何收敛（发散）级数不可能作 

为建立跟此级数相比较的 ①另一 级数的收敛性（发散性）的比较法的万能的工具. 


这从 


及 


可显然看出. 





D 


D 


VD 


yDn- 


VD 


n 



V 


1 


+oo 


1 


8) 设给定两个 正数序列 


Cll ， 0/2 ,…> CLn 

不论怎样的 n , 对这两个序列的前 n 个数成立 

柯西-赫尔德不等式： 


与 6 i ，6 2 , … ， b n . 



及闵可夫斯基不等式: 



133,(5) 与 （7)]. 这里 A : 是任意> 1的数，而 V 是另一个> 1的数，二者由下式联 系着: 


①利用第366目三个定理中的任何一个定理. 
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在这两个不等式中令 n 


-> 00 时取极限，我们就得到类似的无穷级数的不 等式: 



与 ill 

f 00 ^ / CO ^ 7 c ( 00 > fc 

v i = l J v 4 = ] J L i= 1 ) 

在此可以顺便确立这样的事实：从这些不等式中 任何一个不等式的右端两个级数的收敛性 
可以推出左端级数的收敛性 . 

§3. 任意项级数的收敛性// 


376. 级数收敛的一般条件 现在转到其各项有任意值的级数的收敛性问题.因 
为根据定义 ， 级数 

OC 

〉: CLn = + 0^2 + . ■ ‘ + a n + . . . (A) 

n=l 

的收敛性可化归级数的部分和组成的序列 

乂 1 ，乂 2, ■ • . ，乂 n, …. ，乂 n+m ， ‘ . ■ (1) 

的收敛性，自然会对这个序列应用收 敛原理 [39]. 由排列在序列中取的两个序号 n 
与 rj /， 不降低一般性，可认为 n 7 > n . 并令 n f ^n + m , 其中 m 是任意一个自然数. 
若记起 

^n+m _ = ^n-{-l + <2 n +2 十 .■ . + ^n+m 5 

则相应于级数的收敛原理可套用成： 

为使级数 （ A ) 收敛，必须且只需对任意数 6>0 相应地有这样的数 TV , 使得当 
n > 7 V 时，对不论怎样的 m = 1，2,3,…成立不等式 

| a n +i + d n+ 2 + ‘ ‘ ’ + a n + m | < e ①. (2) 

换句话说:级数的充分靠后的任意个数接连的项之和应该任意小. 

若假设级数收敛，在不等式 （2) 中特别取 m = 1， 便得： 

l ^ n+il < ^ (当 n > A ’)， 

于是 a n+1 — 0或（即是 ) a n — 0,我们便又得到级数收敛的必要条件[364,5。]，这 
一条件远比收敛原理要求的要少：收敛原理必须不仅是选取个别的靠后的项小.而 

©收敛原理的两个创立者——布尔查诺和柯西——就是把收敛原理叙述为无穷级数的收敛 
条件. 
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且是要选取任意数量的靠后的项的和也应当小！在这个意义上，回顾一下调和级数 
[365,1)] 以及对它所建立的不等式⑴(即 365 目中的⑴式 -一 译者）是有教益的 • 

虽然调和级数的通项趋于0,但（本目的）不等式 （2) 当 e | .及 m = n 时，对任何 

n 都不成立，所以调和级数发散！ 

然而，应该指出，在具体情况中实行上述的级数收敛条件的验证通常是困难的. 
所以研究可借助更为简单的工具使问题得以解决的一类情形是有益处的. 

377. 绝对收敛 在上节中 ； 我们看到，对于正项级数的收敛性，由于有许多方 
便的判别法，大部分是容易确定出来的.因此，从把给定级数的收敛性问题化成正项 
级 数的收敛性问题这些情形开始我们的研究，就是很自然的事情了. 

如果级数的项不全是正的，但从某处开始成为正的，则在弃去级数开始的足够 
多的项数后 [364,1°], 原来的问题就变成正项级数的研究了.如果级数的项是负的, 

或者，至少从某处开始成为负的，那么，用改变所有各项的符号的方法 [364,3°], 我们 
就回到已经考虑过的那些情形了.这样 一来， 主要的新的情形就只是级数的项中有 
无穷多个是正的，同时有无穷多个是负的这种情形了.下面的普遍定理在这儿常常 
是有用的. / 

定理 设给定项的符号任意出现的级数 （ A )> 若由这个级数的项的绝对值所组 
成的级数① 

00 

> : CL n = Cli | + \CL2 \ + …十 \cin\ + … (A^) 

71 = 1 

收敛，则给定级数也收敛. 

证明 从收敛原则可立即得到所要的证明：不等式 

|a n +i + a n +2 + …+ a n ^- m \ ^ |a n +i| + |a n +21 + … + |a n + m | 

表明， 如果对级数 （ A *) 来说收敛性条件成立，则对级数 （ A ) 来说，这收敛性条件更 
加成立. 

也可以按另一种方式进行讨论.把级数 （ A ) 中的正项按次序重新编号组成级数 

CO 

Z Pfc = Pi + P 2 + …+ Pfc + … • ； ( P ) 

k~l 

同样得出 （ A ) 中负项的绝对值组成的级数 

oo 

QWi = + Q2 + • • • + … • (Q) 


® 为简短起见，以后我们把级数 (A*) 叫做级数 （ A) 的绝对值级数.——译者. 
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无论是哪一个级数的不论多少项，全都是包含在收敛级数 （ A *) 的项，对所有的部分 
和巧与 Qfc ， 都成立不等式 


P k <A\Q m ^A\ 

因而两个级数 （ P ) 与 （ Q ) 收敛 [365 ]； 它们的和分别用 P 与 Q 表示. 

如果取级数 （ A ) 的 n 项，那么其组成中比如说有 /c 个正项和 m 个负项，那么 

乂 n = Pk — Qm - / 

/ 

这儿号码 k 与 m 与 n 有关.若在级数 （ A ) 中正项与负项都是无穷集，则当 n — oo 
时同时有 /c — oc 与 m — oo . 

在这个等式中取极限，便重新得到级数 （ A ) 收敛的结论，同时它的和等于 

A = P — (3) 

可以说，在上述那些假定下, 给定级数的和等于由级数的所有正项组成的级数的和减 
去由级数所有负项的绝对值组成的级数的和所得之差 .下面我们将应用这 ^ 点. 

如果级数 （ A ) 与它的绝对值级数 ( A *) 同时收敛，则称级数 （ A ) 绝对收敛 .依据 

刚才证明过的定理,对于级数 （ A ) 的绝对收敛性，单只要级数 （ A *) 的收敛性就够了. 

下面可以看到，级数 （ A ) 收敛而级数 （ A *) 不收敛的情形是可能有的 .这时级数 
( A ) 叫做非绝对收敛级数. 

为要确定级数 （ A ) 的绝对收敛性，可以把上节研究过的所有收敛性判别法应用 
到正项级数 （ A *) 上去.但对发散性判别法则必须当 心些： 甚至级数 （ A *) 是发散的, 
级数 （ A ) 也仍然可以收敛（非绝对收 敛). 仅仅柯西判别法与达朗贝尔判别法是例外, 
这因为，当它们断定级数 （ A *) 的发散性时，那就是说,级数 （ A 。 的通项 | a n | 不趋于 
0, 在这情形下， a n 也就不趋于 0, 于是级数 （ A ) 也就非发散不可了.因此，上述的判 
别法可以稍加改变后应用到任意项级数上去.例如，对于达朗贝尔判别法（它多半是 
在实际问题中应用的)，我们作出： 

达朗贝尔判别法 设对于序列 D ；； = 存在一个确定的极限 

以 n 

IT 二 limP；, 

则当 IT < 1时给定级数 （ A ) 绝对收敛，而当 P * > 1时级数 （ A ) 发散. 

378. 例题 1) 把达朗贝尔判别法应用到 370,2) 讲过的所有级数 （ a ) — ( a ) 上，但弃去 
x >0 这一要求，我们得到： 

( а ) 对于所有的 a ; 值，级数绝对收敛； 

(б) 级数当 -1 < x < 1时绝对收敛而当2 > 1或: r 彡—1时发散（当 o ： = 士1时违反收敛 
性必要条 件)； 
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( B ) 级数当 -1 < z < 1时绝对收敛而当 a : > 1或 rr < -1 时 发散; 如果 s > 1，则当 : r = 士1 
时级数也绝对收敛，但若0 < ,s < 1,则当 : r = 1时级数显然发散，而当 rr = -1 时问题暂时是悬 
而未 决的； 

( r ) 级数当 -e < z < e 时绝对收敛而当 : r > e 或 rr 彡- e 时发散（当 : r = 士 6 时违反收敛 
性必要条 件)； 

( a ) 级数当 -| < z | 时绝对收敛而当: r 彡 i 或 a : < - i 时发散（当 ：r =— 王时问题暂 
时是悬而未决的). 

n 

2) 1 + 肝 x ) (1 + W ) … （1 + f ) (工一- 

我们有 

{ >1，如果 一 1 < X < 1， 

b 如果 H ， 

0， 如果 z < — 1 或 a : > 1; 


斬以，对于所有 x ^-\ 的值，级数绝对 收敛. 


3 )E 


X 


n 


n 


这儿 


1 — X 


n 


(怎 # d=l) 


V 


+ 

n 


X 


X 


n+1 


i — 工斜 1 


/ 


，刀 




X 





如果一 1 < a ; 
如果 : c > 1 或 


[ X < 


时级数绝对收敛；当 
仍然可以断定级数的发散性. 

4) 回到超越几何级数 [372] 


X 


> 1 时达朗贝尔判别法不适用，但由于违反收敛性必要条件, 




1 




OL 


( Q ； + 1 ) 


參 •參 


(a + n _ 1 ) • /? ‘ （/? + 1 ) … （/? + n — 1 ) 


n 


nhf - (7 + 1) … （7 + n — 1 ) 


X 


n 


其中是任意的（只假定参数 a , A 7不为0及负整数). 

应用达朗贝尔判别法的新形式，我们可以确信：当 M < 1 时这个级数绝对收敛，而当 | rr | > 1 
时发散. 

现设 : r = l ; 因为比值 




^ n+1 



7 


a — [3 + 1 



n 


Oja 

n 2 


(\O n \ ^ L) 


对于充分大的 n 是正的，所以级数的项，从某处开始后，将有同样的符号.在这情形下，我们照旧 
把高斯判别法应用到这些项（或者它们的绝对值）上去，这就 证明： 当 7 - o — 0 > 0 时，级数收 
敛（当然是绝对收 敛)； 而当 7 - & _ 0 < 0 时，级数发散. 

最后，设 ; r = — 1 . 由刚才所说的事实显然可知，当时给定级数 F ( a ，/3,7，_1) 
的绝对值级数收敛，于是给定级数在这情形下绝对收敛.当 7 _ a _ /? < - 1 时，从某处开始将有 


O^n+l 


< 1 ，即 | a n < l ^- n+l 


a n 不趋于 0 ,级数发散. 
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在 0； = — 1与 — 1彡 7 — ❹― A 彡0的情形时级数 _ F ( a ，/3,7, —1) 收敛性的问题暂时是悬而 
未决的. 

379•幂级数、幂级数的收敛区间考虑形如 

OC 

〉 : d n X n = Go CL\X 工 2 + . . . + CL n X n + ■ ， • (4^) 

n =0 

的幂级数，这幂级数仿佛是变量 X 按升幂展开的一个“无穷多项式 ”( a Q , ai ，私 …在 
这儿表示常系 数). 前面我们已经不止一次地跟这种幂级数发生过关系[例如，参看 

111 § 1) ( a ) — -( 丑)] . 

现在提出一个问题，即是要 说明： 幂级数的“收敛范围”(即是使级数 （4) 收敛的 
那些变数的值的集合 A = { x }) 有怎样的形状.这又是上述应用的一个重要的例子. 

引理 若对异于0的值 x = x 级数⑷收敛，则对满足不等式 | rr | < |5|的任何 
一个 r 值，级数 （4) 绝对收敛. 

从级数 

CO 

〉 : Cl n X n = ClQ CL jX - CL2^ + *■ • + Oj n X n + … • 
n=0 

的收敛性推出：级数的通项趋于0[364,5°],因而是有界的 [26,4°]: 

\ 

\ a n x n \ ^ M (n = 0， l ，2,3, …). (5) 

现在取任何一个: c ， 使 M <间，并作级数 

OO 

〉 : |a n x n = |flo| + d\X + ci 2 X^ + . *. + d n x n + ■.. (6) 

n=0 

因为[参看⑸] 

T n nr n 

a n x n | = | a n x n |* 3 ^ M - 5 

x x 

而级数 （6) 的各项都小于收敛几何级数 

M + M • ^ + M . 3 2 H - h M - ^ n H —— 

X X X 

(有公比 III < 1) 的相当各项，所以，依第366目定理1,级数 （6) 收敛.在这情形 
下， 我们# 道级数 （4) 绝对收敛，这就是所要证明的. 

当 z = 0时，任何级数⑷都显然收敛.但除这个值外，有对任何 z 的值都不收 
敛的幂级数.级数就可作为这种 “ 处处发散的”级数的例子，这很容易利 
用达朗贝尔判别法来断定.我们对这类级数没有什么兴趣. 
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我们假定，对级数⑷一般 地存在 着使级数收敛而异于0的一些值0；二屯并且 
考虑集合 {| x |}. 这个集合可以是上有界的，也可以是非上有界的. 

在后 面一种 情形中 ， 不管怎样取 x 的值， 一 定可以找到这样的屯使得 | x | < | 乳 
于是依引理 ; 对所取的 z 值级数 （4) 绝对收敛，级数是“处处收敛的，’. 

现设集合{间}上有界，而丑是它的上确界.如果 | x | >凡则立即看出，对这个 
o ; 值级数 （4) 发散.现在取任何一个 a 使 | x | <凡按照确界的定义 ； 一定可以找到 
这样的屯使得 M <间 < 及而按照引理,这又引岀级数 （4) 的绝对收敛性. 

所以，在开区间 (_ R ， R ) 上级数⑷绝对 收敛； 对于 x > R 与 x < - R 级数显 

然发散，只有在区间的端点 x ^± R 上不能作出普遍的断言，在那儿，要看情况怎样, 
级数可以是收敛，也可以是发散. 

我们所提出的问题已经解决了. 

对于每一个形如 （4) 的幂级数，只要它不是处处发散的，“收敛范围就是从 
-丑到况（带端点或不带端点）的整个 区间； 这个区间也可以是无穷的.并且，在区 
间内部，级数绝对收敛. 

上述区间叫做收敛 区间， 而数 R(Q < R ( + oo ) 叫做级数的收敛 半径. 如果回到 
上目例题 l )( a ) — ㈤ ， 那么，容易看出，有 

( a ) R = + 00 ； (6), (b) R = 1; (r) R = e : ( a ) R =-. 

e 

对于处处发散的级数取 R = 0: 它的“收敛范围”缩减为一点 x = 0. 


380. 用系数表示收敛半径 现在我们来证明更为 精密的定理、 在这个定理中不仅重新建立 
收敛半径的&在性，而且根据级数 (4) 本身的系数确定收敛半径的数值. 


考虑序列 

Pi = I^i|>p2 = ••‘ ,pn = \/\a^ 

P 表示这个序列的 上极限 [它总是存在的，42]，于是 


P 


lim p n 




柯西-阿达马定理 级数 （4) 的收敛半径是序列 Pn 

- 

P 


的上极限 P 的 倒数: 


(这时若 p = 0,则 R = +00, 若 p = + oo , 则开= 0). 

柯西发现的这个定理后来被遗 忘了； 阿达马 （ Hadamard ) 重新又发现了它，并指出了它的重 
要应用. 



证明 情形 I ： p = 0. 我们来证明，在这种情况下丑=十 oo , 即对任何： c ， 级数 （4) 绝对 

收敛. 

因为序列 { 由正的元素组成，由 P = 0推出序列有确定的 极限： 

lim \/\ an \ =0; 
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^ j 


由此，柯西序列当 




时，对任何 



C n 





n 






0 


因此，根据柯西判别法 [368], 由级数⑴中各项的绝对值组成的级数收敛，这意味着级数⑴本 
身绝对收敛. 

情形 II : p = + oo . 我们证明在这种情况下只= 0,即对所有的 z 笋0,级数 （1) 发散. 


因为 


P 


lim 




+00, 


那么显然可以找到这样的部分序列 { m } y 使得 


lim 




+oo 


因此，对任意 X ¥ 0,存在这样的号码“使得对所有的 i > io , 成立不等式 




> 


X 


或 




> 1. 


我们看出，在这种情况下，级数收敛的必要条件不成立（级数的通项不趋于零).因此级数 （4) 


发散. 


情形 III : p 是有限正数:0 < p < + co . 我们证明，在这种情况下丑 


P 


. 即当 




二-时级数 

P 


绝对收敛，而当 
成立不等式 



> -时级数发散.取任意的: r , 使得对此有 I # < i .取 e 〉0如此之小，使得 


P 


P 



< 


p -\- s 


对于这个 I 显然总可以找到这样的数凡，根据上极限的第一个性质 [42], 使得对所有的 n > iV e 
有： 




< P + £‘ 


由此推出，对于所有的 n >爪，柯西序列 


Cn^ \/ 



X 



-7 



< 



(p + <s) < 1. 


根据柯西判别法，由级数 （4) 的各项的绝对值组成的级数收敛，这意味着级数 （4) 本身绝对收敛 

现在取任意的: r ， 使得 | o :| > I 取£：如此之小，使得 

P 



> 


P 


£ 


根据上极限的第二个性质 [42] 5 对不论怎么大的 n 成立不 等式: 




> P 


e ， 


所以 




X 


> \ x \ • (p - e ) > 1. 


因此，对不论怎么大的 n ， 级数的通项 


a 



> 1 , 


因而级数 （4) 发散. 
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381. 交 错级数 级数的项轮流地一会儿有正号， 一 会儿有负号的级数，叫做交 
错级数. 把交错级数的项的符号明白地写出来是更方便的，例如 

Cl - C2 + C3 - C4 + …+ (― l ) n _ 1 c n + …（〜>())， ( 7 ) 

关于交错级数，有下面的简单定理. 

莱布尼茨定理 如果交错级数 （ 7 ) 的项的绝对值单调 递减： 

^ n+l (几 = 1，2, 3， . . ’） (8) 


并且趋于 0: 

则级数收敛. 


lim 〜= 0, 


证明 偶数个项的部分和 C 2 m 可写成下面的 形状： 

= (Cl — C2) + (C3 — C4) + …+ (C2m-l — C2m) 


因为每个括号都是 S 数[由（8)]，由此就显然有，随着 m 的增大和 C 2 m 也增大.另一 
方面，如果改写 C 2m 成为 


C 2m 



— C 2 m ， 


那么就容易看出， c 2 m 上有界： 

^2 m ^ . 

在这情形下，按照关于单调序列的定理[34]，当 m 无限增大时部分和 C 2m 具有有限 
极限 

lim C2m = C . 

m— 00 

现在讨 论奇数 个项的部分和 C 2 m - U 显然有，= C 2m + C 2m . 因为通项趋 
于1故也有 

lim C 2 m-i = C . 

m— 00 

由此推知， c 就是给定级数的和. 

附注 我们看见过，偶数个项的部分和 递增地向级数的和 C 接近. 写 
C ^ m-l 成 

C^m_l = Ci _ (C 2 — C 3 ) —…一 (c2m-2 — ^2m-l) 
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^2m 〈 C 〈 ^2m—l • 


特别地，可以断定： 

0 < C < Cl. 

这使我们得到一个对于所考虑级数 的余式 (它本身也是交错级数）的极简单而方 
便的估计.即是，对于 

T2m ^ ^2m+l — ^2m-\-2 + ’ 


显然有 


0 < 72m < C2m+1; 


相反地，对于 


72m- 1 = ~^2m + Qm+l — . • ■ = — [c^ra — ^2m+l + • ‘ ‘ ) 




— 1 < 0，1 < C2m . 


这样，在所有的情形下 ，莱布尼 茨型级数 O 的余式都具有与自己的第一项相同的 

^ - ■ ■■ __ _ 1 — ■ , 

符号，并且绝对值比这第一项小 y 

在 利 用级数作近似计算时 [参看 409] 常常要用到这个附注. 



382. 例题 1) 下面两个级数都可作为莱布尼茨型级数的最简单的例子 


⑷ E 


(- 1 ) 


n 


工 — 会十 音 — 一 +(— ir _j + 


n 


n 


⑹ E : 


(- 1 ) 


n 


2 n — 1 


1-^ + 7 —— + (-ir— 1 

o 5 


2 n — 1 


+ 



但同时，这两个级数的绝对值级数都发散:对于级数 （ a ) 这绝对值级数是调和级数，对于级数 
(6) 可得级数 



这个级数的发散性从它的部分和 


• % — — ^ 




n 


n 



2 k 


> 



2 k 


2 


H k 


k 


k 


可明显地看出. 

这样，我们就有了级数 （ a ) 与 （6) 这样两个非绝对收敛级数的例子.[以后我们将看到，箸二± 
级数的和是 In 2 ,而第二个的和等388,2);405,404.] 


①我们把满足莱布尼茨定理的条件的交错级数叫做莱布尼茨型级数. 


[382] 


§3. 任意项级数的收敛性 


• 251 ■ 


2) 按照莱布尼茨定理下面几个级数都 收敛: 



(- 1 ) 


n—l 


n 


s 


，E 


(- 1 ) 


n 


，E 


- 1 ) 


n—l 


n 


n • ln s n nlnn • (In In n) s 

n=2 n=3 


s > 0). 


如果以这些级数的项的绝对值来代替级数的项，那么，我们知道， 当 s > 1时得到收敛级数 , 
而当 s < 1时得到发散级数.由此可见，原来的级数当 s > 1时是绝对收敛的，而当 s < 1时是 


非绝对收敛的. 


X 


n 


特别地，关于在 370 与 378 中我们曾经考虑过的幂级数现在可以说，在级数收 


敛区间的端点$ = - 1处，< 1时级数仍然收敛，但非绝对收敛. 


X 


3) 对任何 x 兴0考虑级数(- l)、in &莱布尼茨定理是可以应用的，如果不能应用到 

这个级数上的话，也可应用到它的充分远的（对下标来说的)余式上.事实上，当 n 充分大时 , sin ^ 
有与： c 相同的符号，并且它的绝对值随着 n 的增大而减少.所以级数收敛[显然韭绝过收敛，# 

看 367,8)(b)]. 

4) 为了要说明在菜布尼茨理中 数~单调递减 的要求决不是多佘的.我们考虑交错级数 


V 2 


\/2+1 





\/3 + 1 


+ 


» » ■ 


+ 


1 


1 


\/n — 1 




+ 


它的通项趋于 0. 它的 2 n 个项的和等于 


71 + 1 




n+1 


k = 2 


Wk 


Vk + 



2 


k 


2 H n 


k=2 


并且与 n 同时无限 增大： 级数发散！不难验出，递减的单调性在每一次由项 


1 


1 


+ 1 


变到项 


y/n + 1 — 


时都被破坏了. 


为了同一目的，发散级数 


0O 



(- 1 ) 


n—l 


n 




H — 

n 


也可以供我们应用，证明留给读者去作. 


5) 最后的级数还引起这样的说明.如果把那个级数跟收敛级数 


- I ) 71 - 1 

\/n 


相比较，就 


可发现，它们的通项的比值趋于 1. 由此可见， 2 在任意项级数中没有类似的^ . 

6) 利用发散级数的计算及在其无穷和上的作用，可以导致悖论，下面就是一个 例子： 


, 0 , 1 1 1 

ln2 = 1 -2 + 3~4 + - 

1 1 1 

_ + _ H - 一 + 
2 3 4 



• ■ » 


2 


_ » » 



H 


2 + 4 + 


1+I+I+I+ 

2 3 4 


* 鲁 ■ 



0 


若把同样的变换应用于级数 


V 


一 石+ 


s > 0)， 
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4 

则得到 


其中 




当 S < 1( 在这种情况下后一级数发散!）仍导致悖论 : P < 0[参看381，附注 j . 当 s > 1，是收敛级 
数，得到通常的结果. 


383. 阿贝尔变换常常必须跟形如 


m 

^ ~ 〉: OiiPi = OilPl H - ^2/^2 + . • ’ + (^9) 

的成对的乘积的和发生关系.同时在很多情形中阿贝尔 ( Abel ) 所指出的下面的初等 
变换是有用的. 

在讨论中引进和 


丑1 = /?1 ，召2 = /?1 + /?2，召3 = /?1 十 /?2十 ft r ‘ •，召 m = /?1 + ^2 + ' * 1 + Pm ， 

于是，在用这些和表示因数 A 之后， 


/^1 = ^1 , ；^2 = ^2 — -^1 , A ~ -^3 ~ -^2 , 1 • * ) Pm — B m — ， 

可以把和 S 写成下面的形状 

S = aiBi <^2(^2 — Bi) + as(B^ — B2) + … + a m (B m — 

如果去掉括号并另外聚集同类项，就得到最后的公式 

m 

S = C^iPi = (c^l — Oi2)Bi + (o；2 — Q ； 3)-^2 + • • • 

i=l 

m— 1 

1 — 召 m —1 + ^ m^rn = > : — H - 召 m - ① (10) 

i 二 1 

丨如果把这公式改写成下面的形状 


m 




m — 1 

一 〉: (^ i +1 — ^ i)^i 5 

i=l 


则有限和的这个公式是积分中分部积分的类似公式，就成为显明的了：在这儿以差 
代替微分号，而以累加号代替积分号]. 


①实质上，我们已经利用了在证明第二中值定理时的类似的变换 [306]. 


[384] 


§3. 任意项级数的收敛性 


• 253 • 


以公式 （10) 为基础，现在导出下面的对上述形状和的估计： 

引理阿贝 尔!〜 引理若因数 〜都不递增 （； 或; to ; 递; 4). 而和莰的绝对值都以 
数 L 为 上界： 

Bi\ < L (S = 1 ， 2,… ， m )， 


则 



事实上，因为在 （10) 中所有的差都有相同的符号，所以 



不难看出，如果因数叫都不递增并 且都是正 的，则和的估计可以 简化： 

m 

S \ = I y ^ a 2 A | < L ■ ai . (11) 


以后我们将依不同的情况屡次利用这些估计 . 现在我们把它们应用来推导一些 
比上面所确立的莱布尼茨判别法更普遍的收敛性的判别法. 

384. 阿贝尔判别法与狄利克雷判别法考虑 级数： 


OC 

a n b n = d\bi + (12^2 + * … + o, n b n + . … ( W ) 

n=l 


其中与 {6 n } 是两个实数序列. 

下面的对于这两个序列中的每一个序列的假定，都保证这个级数的收敛性. 
阿贝尔判别法 若级数 


〉: = 石1 + 石2 + • • • + • 

71=1 


咚单，而数 a n 组成 单调有界序列 


(B) 


a n | < K(n = l ) 2 ) 3,…）， 


则级数 ( W ) 收敛. 

狄利克雷判别法 若级数 （ B ) 的亨 兮夺总是有界 的①: 

B n | < M(n = 1，2, 3,…） 


® 这要求比级数 （ B) 收敛性的假定更广. 


• 254 . 


第十一章常数项无穷级数 


[384] 


而数如组成单调序列，且趋于0: 

麵 ^ ^ IT _ 


lima n = 0, 


则级数 ( W ) 收敛， 

为了确立级数 （ W ) 的收敛性，在两个情形中，我们都可求助于收敛原理 [376]. 


因此考虑和 


n+m 




akbk 


〉: ^ n + z ^ n+i 


fc=n+l 


这和具有⑼的形状，如果令％ = a n+i 5 Pi = ^ n-\-i 的话.我们试图利用引理来估计 
这个和. 

在阿贝尔的假定下，给定 e > 0,可以找到这样的下标 TV , 使当 n > TV 时，不管 
怎样的 P , 不等式 

|^n+l + b n +2 + …+ 6 n + p | < e 


成立（收敛原理).因而，可取 e 作为引理中提到的数 L . 于是当 n > N Rm = 
1,2,3，.■•时 ，有： 


n+m 

^kbk 

k=n+l 


^ ^ n +1 +2 Q / n+Tn ) ^ SK 4 £ ) 


这就证明了级数 （ w ) 的收敛性. 

在狄利克雷的假定下，给定 e > 0,可以找到这样的下标 使当 n > N 时有 


Cl^i £ • 

此外，显然 


\bn-\-l + ^n+2 + …+ 6 n +p| = \B n ^p — B n \ ^ 2M ) 

并且也可以在引理中令 Z = 2 M . 于是，当 n >7 V 且 m = l ,2, …时， 


n+m 

^kbk 

fc=n+l 


^ 2 M * (| a n _|_iI + 2| a n + m |) 彡 6 M . e ， 


级数 （ W) 的收敛性就被证明了. 


附注阿贝尔判别法可从狄利克雷判别法推出.事实上，从阿贝尔的假定可推知 
a n 具有有限极限 a . 如果改写级数 （ W ) 成下面两个级数和的形状 





a)b n + a 6 n 



则其中第二个级数按照假定收敛，而把狄利克雷判别法应用到第一个级数上去. 
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385. 例题 1) 如果单调递减且趋于0,而 6 n = 则狄利克雷定理的条件显然 

满足.因而，级数 


〉 ^ (~ 1 ) U 1 CLn — Q -1 — Ct 2 + 0-3 — ' 4 - (― l) n 1 CL n + …. 

n= 1 


收敛，这样,莱布尼茨定理就可作为狄利克雷定理的一个特别推论而得到. 

2) 在对于的同样的假定下，考虑下列级数 （ a ; 是任意的 )： 






sin nx y 



\ ■' 
2 ^ an 



• cos nx . 


在第 307 目的恒等式⑴与⑶中，令 a = 0, /I = X ，我们得到: 


n 

smix = 

i=i 



cos —x — cos 



X 


2 sin -x 



n 



COS IX 




只假定 a : 不具有 2/ ctt ( A : = 0, 土 1，士 2 ,…）的形状 • 这样，只要: r 〆 2/ ctt ， 对于任何的 n ， 两个和的 
绝对值都以数-^―为上界 . 

. X 

sin — 

2 

依狄利克雷判别法，两个级数对于异于 Mtt 的任何 z 值都 收敛； 可是，第一个级数在 ；r = 

时也收敛，因为它的所有的项都变成为 0. 

特别地，例如，下列级数 收敛： 


oo 

E 

n= 1 


sin nx 

n 




2 + 





n 



smnx 

n 


等等. 


3) 我们对形如 



71 = 1 


( 12 ) 


的级数感到很大的兴趣,其中 { a n } 是年韋实数序列.这些级数叫倘 [狄利克雷级数. 

对于这些级数，可证得下面的引理,这引理跟第 379 目中属于幂级数的引理具有相似的 地方: 

若级数 (12) 在某一值 x = x 时收敛，则这级数对任何的 x > x 都收敛. 

这可从阿贝尔定理立刻推出，因为当 x > x 时级数 （12) 可从收敛级数 





Cln 


n 5 


的各项乘以单调递减的正因数_ (n = 1，2, 3, 

T1/ 


• V • 






h 


2 


n 


级数 （ i 2) 有“处处收敛”的，如像；也有“处 处发箏 的”，如像 - 如果除 
去这些情形，那么，利用上述引理，容易确立收敛沒界点 A 的存在性，它使得级数 （12^ 当 Z >入 


• 256 * 


第十一章常数项无穷级数 


[ 385 ] 


时收敛而当 X < A 时发散.例如，对级数 TT — 说来，显然 ， A - 1,而对级数 ㈠ 广一 1 

^ n x n x 

则有 A - 0. 如果愿意，对“处处收敛”的级数可认为 A 二 - oo , 而对“处处发散”的级数则令 

入 = +00. 


读者容易看出它们跟幂级数的类似 之点： 在两种情形中，“收敛范围”都是整个区间.但也有重 
大的差别:绝对收敛的范围在这儿一般地可以跟收敛范围不一致.例如，刚才所说的级数 


(- 1 ) 


对0： > 0收敛，但只对 :r > 1绝对收敛. 


4) 把级数 



nla 


x(x + 1 ) 


*44 


(x + n) 


(13) 


跟系数相同的狄利克雷级数 （12) 相比您而且，当然认为: c 异于0, -1， -2, …等等. 

在这些限制下，便有这样的定理，朗道 ( E . Landau ) 定理: 级数 （12) 与 （13) 对同样的 z 值收 

把狄利克雷级数 （12) 的各项分别乘以因式 


I X 

nln 

x(x + 1) …+ n ) 


( n = l ，2,3，. u )， 



便可得到级数 （13) •当 n 值充分大时，这些因式有一定的符号.此外，从某处开始后 5 它们就乎$ 
地变化着. ' 

事实上，第 n + 1个因式与第 n 个因式的比值是这 样的： 



x + n + \ 



但 [125,4)] 

并且，类似地 

由此 



从最后的公式中可以明白看 出：当 (x + l)x>0 时上述比值最后成为大于1,而当 (x + l)x < 0 
时，小于 1. 


为要确立因式 （14) 的有界性，我们引用这个事实[这在以后在 402,10) 中要加以证明 ]: 表达 
式 （14) 当 n — oo 时具有有限极限.这样，按照阿贝尔判别法，级数 （12) 的收敛性就引出级数 
(13) 的收敛性. 

因为所说的极限（如我们看到的）永远异于0,所以类似的结论可应用到因式 （14) 的倒数上 
去.在这情形下,根据同一定理，级数 （13) 的收敛性就可引出级数 （12) 的收敛性.证明就完全了. 
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5) 类似的关系可以在所谓兰伯特 ( Lambert ) 级数 




X 


1 


X 


(15) 


与幂级数 [379] 


Ea 


X 


(16) 


之间建立，其中系数 a n 是相同的（值 x = 士1 当然除外 jJ . 更确切地说: 


若级数 


\ 



\ 


a 


( A ) 



收敛，则兰伯特级数 (15) 对所有的 x 值都在茲；目反情形下，这级数恰好在幂级数 (16) 收敛 
的那些 z 值下收敛•[克诺普 ( K . Knopp ).] 

( a ) 首先设级数 （ A ) 发散，于是级数 （ A ) 的收敛半径是 1. 现欲证，对 ： r 
数 （15) 与 （16) 的敛散情况是同样的. 

如果级数 （15) 收敛，则以:乘此级数的项所得到的级数也收敛①，因而级数 （16) 也收敛 ， g 
为它是前述二级数的差 [364,4°]: 


< 1说来，级 



a^nX 



n 


a 


x x 

- — an ’ 1 - X 71 


X 


现设级数 （16) 收敛； 这时，按照阿贝尔判别法，以单调递减的因式 


得到的级数 


1 — x 2n 


乘此级数 的项所 




1 


x 


1 — x 2n 5 


及 



X 


OLn. X 


1 — x 2n 


也收敛.因而，级数 （15) 也收敛 5 因为它是前面二级数的和 [364,4°]: 




X 


1 


X 



1 


dn.OC 


—X 


2n 


H - OLtlX 


X 


1 — x 2n _ 


=1 


对 | x | > 1说来，级数 （16) 显然 发散; 我们断定，在这个 Z 值下级数 （15) 也发散.事实上，在 
相反情形下，从级数 



的收敛性，就会推出级数 



①如果任何级数，比方说， Y ^ T b ^ 收敛，那么这就是说，幂级数 Er b ^ xn 当 z = 1时收敛，于 
是，依第379目引理,这级数对 Id < 1的任何2；说来,显然收敛..在课文内进行的讨论中，我们还 

有两次要利用这个说明. 
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与 



的收敛性 [364,4°], 这与假定违背. 

(6) 如果级数 （ A ) 收敛(于是只> 1), 则对 | rr | < 1说来，级数 （16) 收敛，而级数 （15) 的收 
敛性可像上面一样确定出来.剩下的只要证明级数 （15) 当 M > 1时也收敛. 

事实上，此时 i < 1,而级数 



像上述那样， 收敛； 因而， 级数: 





n 



x " 1 
— x n 





n=l 







O^n 





也收敛 [364,4°]. 

6) 最后，作为直接应用阿贝尔变樹 （10) 的一个例子，我们举世恒等式 


这儿 



A 


n 


do + ci\ + ‘ • • + dn(n = 0 , 1 , 2 , 


• ■ 


)• 


同时 g ： 假定 w 不仅小于第一个级数的收敛半径 r ' 而且小于 1. 


实 际上， 我们有 


71 


n— 1 




i=0 


2 


X 


% 


Ai(x l - X 1+1 ) + AnX^ 


i=0 


由此，当 n CO 时，只要再确立乂 nW — 0,就可得到所要求的等式.为此目的，在条件 


x < r < R,r ^ \ 

下取数 r \ 于是 \ ai \ r % ^ L ( 对 i = 0,1，2, • • • 而言）并且 



最后的表达式在所作假定下显然趋于 0. 
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§4. 收敛级数的性质 


386. 可结合性 无穷级数的和数的概念与有限多个项的和数的（在算术及代 
数中所考虑的）概念的主要区别，在于前者中包含着 极限的过程. 虽然普通和数的某 
些性质也为无穷级数所具有，但常常只在满足一定的条件下才能具有，而这些条件 
正是必须研究的.在另一些情形中，我们习惯了的许多普通和的性质却非常显著地 
被破坏了，因此， 一 般地，在这问题上必须保持小心谨慎. 

考虑收敛级数 

00 

d n 二 辽1 + + • • • + 如 + … • ( A ) 

n=l 

并且用任意方式把它的项联合成若干组，但同时不改变它们的分布 位置： 


a l + . • ‘ + ^n L , a ni +i + . • • + a n2 ， . flnfc-j+l + • • • + dn k ， ... 

这儿 K } 是某一从自然数序列 中抽出 的关于下标的 部分增 序列. 

定理从这些和组成的级数 

(^1 + * ' ■+ a ni ) + (a ni -)-i + ■ * ■+ dn 2 ) + . • . + (^n fc _!+l + • . . + 0 ， n k ) + ♦.. 

恒收敛，并具有与原级数相同的和.换句话说 :收敛 级数具有可结合性. 

实际上 ， 新级数的部分和序列 

乂1，也，…，… 

并非别的，而是原来级数的和的部分序列 


^ni ) 八 U2 > • • • ， 八 rik ) • • ■ 

这 [40] 就证明了我们的断言. 

我们看出——暂时地——跟普通和十分相似 之点； 但这相似点会被破坏,譬如 
说， 如果我们试图把可结合性在相逆的步骤下来应用的话.如果给定收敛级数 （ X ), 
它的每一项都是有限多个加数的和，那么，去掉括号之后，我们得到新的级数 （ A ), 这 
级数就可能是发散的.简单的例子就是：级数 


( 1 - 1 ) + (1 — 1 ) + (1 — 1 ) + …三 0 + 0 + 0 + ...=0 







1 - 0-0 



显然收敛,然而从这级数去掉括号后所得到的级数 


1 - 1 + 1 - 1 + … 
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却是发散的. 

当然， 如果在去掉括号之后，我们得到收敛级数 （ A )， 那么，它的和就与级数 （ X) 
的和相同. 这由上面已知的事实推出. 

在某些条件下，可以预先保证级数 （ A ) 收敛中 同一括号内部 所宥的 加教友 
相同符号@的 级数, 就是这种级数的最简单的情形. 

实际上，在这情形下，当 n 从 rik - i 变到 W 时，部分和将单调地变化，因而 
^包含在乂 ny = 2^与 = 石之间.当&充分大时，最后这两个和与级数 
(1) 的和3相差任意小，因而对于和乂 n 也同样正确，即当 n 充分大时，有 — i . 

以后我们将屡次利用这个说明. 

现在考虑这样的例子： 

例题确定级数 x：^i (― 1 严 (一) 的收敛性. 57) 

这儿首先出来3个负项，之;^ 5个正项，如此下去.如果把每个这样的相同符号的一群项并 
成为级数的一项，就得到交错 级数： 

OO r 

+ pTT + … + (fc + iV-J . ⑴ 

1 

容易确立不等式 

k k +1 

/- A -- A - s 

」一< — H --- 1 - 1 --- 1 - 1 --- 〈- • 

k + l k 2 k 2 ^l k 2 ^rk 卞 （左 + 1)2 - 1 、 fc ， 

例如，因为开头 / c 项的和小于 = 而后面 （/c + 1) 项的和小于 (/ c +1) X = 1，所 

k z k k z + k k 

以，实际上，整个和将小于 I 由此断定，级数⑴的项将趋于0,并且它们的绝对值单调递减.在 
这情形下，根据莱布尼茨定理，级数 （1) 收敛，因而，由于上面所作的说明，所提出的级数就收敛. 

387. 绝对收敛级数的可交换性设给定具有和乂的收敛级数 （ A ). 在级数 （ A ) 
中用任意方式重新配置级数的项后，我们得到新的 级数： 

OO 

a ， k = a i +4+…+ A +…. （ a ’) 

k=l 

这级数的每一项 < 跟原级数的一个确定的项是相同的②. 

现在发生了如下的问题:级数 （ A 0 是否收敛？而在收敛情形下，它的和是否等 
于原级数的和 A ? 在讨论这问题时，我们必须在绝对收敛与非绝对收敛级数之间实 
行严格的区别. 

①对于不同的括号说来，这个符号可以是不同的. 

® 并且,没有遗漏及重复的下标的序列 { n k } 又产生出自然数序列（只有次序上的不同). 



57) 我们记得，_£(: c ) 表不数: c 的整数部分. 
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定理 若级数 （ A ) 绝对收敛，则把它的项重新配置后得到的级数 ( A ; ) 也收敛并 
且具有与原级数相同的和 A 换句话说： 绝对收敛级数具有可交换性. 


证明 （ a ) 分成两个步骤来证明.首先假定，级数 （ A ) 是正项级数. 
考虑级数（ V )的任意部分和数因为 



a 



a 


2 




/ 







所以，取 n 7 大于所有下标 n l 7 n 2, …， w 后，显然即有 A 纟< 因而，更加有 


4 < A 


在这种情形下 （ A ') 是收敛的 [365], 并且它的和，不超过4 


A / < A 


但 级数 （ A ) 也可从 （ AO 重新配置级数的项而得到 ，因此，类似地： 

A < 尤 

比较所得到的关系式，就得到所要求的等式 ，= A 

(6) 现在设 （ A ) 是任意绝对收敛级数. 

因为收敛的正项级数 

OO 

\cin\ — |^l| + |^2| + …+ |a n | + … (A*) 

n=l 

按照上面证明的，在任意重新配置级数的项时仍是收敛的，所以根据第377目中的 
定理，级数 （ A ) 也同时保持自己的（绝对）收敛性. 

其次，在377中我们曾经见过，在级数 （ A ) 绝对收敛的情形下，它的和可表示成 


其中 P 与 Q 是正项级数 


与 


A 


P - Q , 


CO 

k=l 

( P ) 

oo 

〉: Qrri ) 

( Q ) 



它们分别是由级数 （ A ) 的正项和由级数 （ A ) 的负项的绝对值组成的级数.级数 （ A ) 
中项的重新配置引起这两个级数中项的重新配置，但并不影响到（按上面的证明）它 
们的和 PRQ . 因而级数 （ A ) 的和仍然是先前的和，这就是所要证明的. 


/ 
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388. 非绝对收敛级数的情形现在来研究 非绝对 收敛级数而要确定它 们并不 

具有可交 换性： 在每个这样的级数中，由于级数的项的适当的重新配置，可能改变它 
的和，或者甚至完全破坏了收敛性. 

假定级数 （ A ) 收氣 但非绝对收敛 • 从收敛性推知 lim a n = 0 [364,5°]. 至于我 
们在上目中讲到过的级数 （ P ) 与 （ Q )， 那么，虽则显然 

lim Vk = 0与 lim g m = 0， (2) 

k — ►oo m — ►oo v f 

但在给定的情形下，它们二者都发散. 

事实上， 若 k 与 m 分别表示级数 （ A ) 中前 n 项中正项的数目与负项的数目，则 
成立等式 

An = Pk — Qm^ — Pk Qm- ( 3 ) 

应强调的是三个号码 n ，/ c ， m 中，有一个可以任取，其他两个则据它而选定> 从 （ P ) 或 

( Q ) 之一的收敛性，根据（ 3 )中第一式必然会得出另一个的收敛性，而由这两个级数 
的收敛性，根据 （3) 中第二式推出级数 （ A *) 收敛——这与假设矛盾. 

现在要证下面的有名的黎曼 定理： 

黎 曼定理 若级数 （ A ) 非绝对收敛 ， 则无论预先取怎样的数 B (有限的或者等于 
士 oo )， 都可以这样重新配置这级数中的项，使得变形后的级数具有和 R 

证明先讨论有限数 B 的情形.首先指出，由级数 （ P ) 与 （ Q ) 的发散性，根据 
364 目 1°， 可推出，它们所有的余式同样也都发散，于是这两个级数中的每一个 ，从 

任何地方开始， 可以收集那么多的项，使得 和超过任何' 一 个数. 

利用这些说明，我们就用下面的方式作出级数 （ A ) 的项的重新配置. 

首先取给定级数的这样多的正项 （按 照它们在级数中位置的次序)，使得它们的 

和超过数及 

Pi +P2 + …+ 7^ > B. 

在它们之后接着写出负项（按照它们在给定级数中位置的次序)，取这样多项，使得 

总和小于 

Pi + P 2 + * • ■ + Pk 1 — — Q 2 —…一 Qmi < B . 

之后又这样放上一些正项（从其余的数中取出的)，使得 

Pi + ■ ■ • + Pfci — —…- q mi + 仇 1+1 -{-■••+ Pk 2 > B . 

然后收集这样多的负项（从余下的数中取岀的)，使得 


Pi + …+ — qi - q mi + Pky+i + • •. + 瓜 2 — ^rm+i - qm 2 < 
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如此下去.我们设想这个步骤继续到 无穷； 显然级数 （A) 的每一项连同自己的符号， 
会在一定的位置出现. 

写出项 p 或 g 后，如果每次收集的项不多于实现所要求的不等式必要的项，则 
在这一面或那一面 与数 B 的偏差， 按绝对值 不超过最后 写出的 项 .于是从⑵显然 
可见，级数 


(pi +- h Vk x ) - (gi + * ■ * + q mi ) + 

+ … + Pk % ) — + … + Qm-i) + ... 


具有和及由于 386 的说明，这在去掉括号之后仍然是正确的. 

如果 B 二 +CO, 那么，取增大到无穷的数莰的序列后，就会有可能收集到遵从 
我们的要求的正数,使得和依次大于 B u B 2) B 3 等等，而从负项收集的数只需依次放 
在每一正数组之后，用这方法，显然会作出具有和是+00的级数.类似地可以得到 
和是 -oo 的级数①. 

上面确立的结果着重表明这样的事实 :非绝 对收敛性只是由于正 项与负项的互 
相抵消才能实现，并且主要由这些项一个跟着一个的次序来 决定； 但是，绝对收敛性 
则根据这些项减小的速度，而与它们的次序无关. 

例题 1) 考虑显然非绝对收敛的级数 


1 1 

2k-1 ~ 2k + 
^ _ / 




⑷ 




容易证得[参看 2)1 它的和是 In 2. 我们这样调动它的项，使得在一个正项后面跟着两个 负项: 



⑸ 


我们断定，这样调换后的级数的和减小了一半. 

事实上，如果分别用与表示这两个级数的部分和，贝 IJ 



于是乂 ’3 m — ^ ln 2. 因为 

^3m-l = 4m + “与 4-2 = ^3m-l + 
趋于同一极限 ^ ln 2, 所以级数⑸收敛并且即以此数为自己的和. 


©读者容易想出，如何安排给定级数的项，使得变形过的级数的部分和，具有两个预先给定的数 
B 与 C > B 作为最太 於与 最 小的极 _ 限 . 
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2) 如果从调和级数的部分和的公式 [367 ⑷ ] 





^ + …七二 lnn + c + 7n 


出发（其中 C 是欧拉常数，而 7 n 是无穷小)，可以得到更普遍的结果.由此，首先有 

11 11 1 11 

2 + 4 + '-' + 2^ = 2^ = 2 lnm+ 2 C+ 2 7m? 

1 1 . 

1 + 3 十 . • • + 2k - 1 = H<2k ~ 2 Hk = ln2+ 2 lnA：+ \ C + ^ k - \^- 


现在把级数 （4) 的项排成这样的次序：首先放 p 个正项与个负项， 然后又放 p 个正项与 q 
个负项，如此下去.为了要确定出级数 



并且趋于极限 In 和 A 2 n ~ i 也趋于同一极限.最后，由于386的说明，级数⑹也将以 

这个数]作为自己的和. 

\ V Q / 

特别地，对级数⑷说来，可得到 ln 2 (p - g - 1), 对级数 （5) 说来，与 1) 中一样，得到 
2 ln2 (p = i，g = 2). 类似地： 


如此类推. 


3 2 5 7 4 


2 


1 

4 


1 

6 


1 1 
8 + 3 ~ 


1 


10 


暑 1 n2 


(p = 2 ,q = 1) 



12 





14 



16 





5 


= 0 


(p = l,g = 4 )， 


我们指出，如果正项及负项的序列组中的项数从一组到另一组还要改变的话，那么，这个变化 

的规律容易这样选择，使得对变_的级数来说，实际上，得到任何预先给定的和.这点留给读者 
去 证明. 


389 . 级数的乘法关节两个收敛级数的逐颉相加姨相减)，以及以常数因数与 
收敛级数逐项相乘，已经在 364 , 3 。与 4 。中讲过.现在我们研究级数乘法的问题. 

设给定两个收敛级数 


与 


^ — 〉: CL n = (2i + fl2 • * * + CL n + • • • 

n=l 


B 二 〉 : b m = + 62 + * * • + bra + …. 

m=\ 


(A) 


(B) 
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仿照有限和乘法的规则，在这儿也考虑这两个级数的项所有可能的成对的乘积 aib k] 
从这些乘积可作出无穷矩阵 


aibi 

^1^2 


o^ibk 



612^1 6X361 •• • Q>ibi m m m 

CL 2^>2 江3石2… dib 2 • - • 
<22^3 奶 &3 ■ ■ • a i&3 • • • 


d2^>k O^bk … CLibk 


⑺ 


这些乘积可以用很多方法排成简单序列的形状.例如，可以按对角线或按正方形 
写出乘积 




Cb\bi fl 2^1 a 3 办 1 

产 / / , 

d \ b2 d2^>2 ^3 &2 

^ , 

江 1 办3 ^2^3 ^3^3 



f 


ai6i 

^2^1 

^3^1 

CL\b2 CL2^2 

^3^2 

(21^3 ^2^3 a 3 办 3 


t 


它们分别引出序列 

aibi ； aib 2) a 2 bi ] < 2163 , a 2 6 2 , a ^ bi ； - - - ( 8 ) 

或 

d \ bi \ ( 2162 , < 22 ^ 2 , 0 - 2 ^ 1 ) 0 - 1 ^ 3 ) 叱石 3 , 0 - 3 ^ 3 , 奶 & 2 , 0 - 3 ^ 1 ； ' * ' ( 9 ) 

柯西定理 如果级数 （ A ) 与 （ B ) 绝对收敛，则由在任何次序下得到的（ 7 )的那 
些乘积组成的级数也收敛，并且这级数的和即是和的乘积 AB . 

证明按照假定，级数 

OO 

\( in \ ~ l a i | \ a ^\ + …+ | a n | + … （ A *) 

71 = 1 

与 

OO 

y^ v \ b m \ = |^ l | -f |^ 2 | + * ■■ + \ b m \ + … （ B *) 

m—1 

收敛，即具有有限和，比方说， A * 和 B *. 

把乘积 （ 7 ) 的那些用任意方式排列成序列的形状后，从它们作出级数 

OO 

^ a i s bk s = bk! + di 2 bk 2 + • • • + cti s bk s + … 


( 10 ) 











• 266 • 


第十一章常数项无穷级数 


[389] 


为要证明相应的绝对值级数 

oc 

^2 \ ai ^^s I — l a n^i | 4- |^i 2 6fc 2 1 + •. • + \ai s bk 3 1 + … （ 11) 

S=1 

的收敛性，考虑它的第 S 部分和；如果用^表示记号 il ， ^,《2, &2,…, is , 中最大的 
一个，则显然， 


|^21 | + |^i 2 ^2 I + • • ■ + Wi s bk s I ^ 

(|aiI + |a2! + ” . + I 知 |)(|6iI + 1^1 + ' * * + 1^1) ^ A* - B*. 


由此 [365] 得出级数 （11) 的收敛性，因而也得出级数 （10) 的 绝对收 敛性. 

剩下的只是确定级数的和.为此，我们先给级数 （10) 的项以更适当的排列，因 
为，这个级数，像绝对收敛级数一样，具有可交换性 [387]. 把这些项按正方形像 （9) 
中那样排列出来后，我们把彼此不在同一正方形的序列组合并起来： 


Cllbi H~ (aii>2 -f <22 石 2 + CL2bi) + (fll^3 + ^2^3 + ^3^3 + 613^2+ 勿 ^>1) + 



若像通常那样用与汉 n 表示级数 （ A ) 与 （ B ) 的部分和，则对级数 （12) 说来，部 
分和是 


A \ B \ ) A2B2 , - - ■ , AkBk , • - ■ 

它们趋于乘积儿 B ， 这样一来，儿 B 就不仅是级数 （12) 的和，而且也是级数 （10) 的和 
了. 

在级数的实际相乘时，像 （8) 中 按对角 线排列 （7) 的那些乘积，常常是更便 利的: 
通常把在同一对角线上的那些项结合在一起： 


AB = aibi + (aih + d 2 ^ i ) + ( ai &3 + ^2^2 + o ^ bi ) + …. （13) 

柯西即是首次把两个级数的乘积表示成这种形式的.今后，我们把上述级数称 
为级数 （ A ) 与 （ B ) 的柯西 形式的乘积. 

例如，设把下列两个幂级数 相乘： 



〉 : d n x n = dQ -a\X + Cb2X^ + • *. + dn^ n + . * ■ 

n=0 


^2 bmX 


bo + b\x + 62^^ + • ■ • + bmX 711 + 


[并且 x 取在相应的收敛区间内部， 379]. 在这情形下，不难想出，上述方法可得出乘 
积中同类项的系数： 


> : Cb n x n - 〉: bmX 171 — + (cio^i ai6o)$ + (<2062 + + d2^o)^ + * •‘ 

n=0 m=0 

这样 一来, 两个幂级数的柯西形式的乘积被 ^^幂_毋形式. 
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390. 例题 1) 级数 


r ^ = 5 > n 


1 + z + t 2 十 


■ ■蠱 


I n I 

+ x + 




(|工| < 1) 


0 


自乘，用这方法可得 


(1 — 0： 


2 



nx n ~ l — 1 + 2 a : 十 3 x 2 + •… + nx n_1 + 


^ m w 


1 


2) 把级数 



X 


E(-d 


n n -i I 2 

X = 1 — X + X 


4 ■ J 


+ (- l ) n x n + 


0 


与级数 



(- 1 ) 




m 


x 2 X 3 


m 


» 蠱蠱 


+(- i ) m - 1 — + 

m 


l 


相乘（其中 | x | < 1)， 给出这样的结果: 


(14) 


Y^-rnx 


k h , 1 \ 2 


k 


X- ! 1 + - j + …+ + 2 + … • + ^ 1 f + 


» * 4 


fc = 1 


以后我们将看到 [405], 级数 （14) 的和是 ln(l 
3) 求出 （ 2 ： 是任意的） 



提示利用公式 


答案 


4) 恒等式[参看 385,6)] 


或 


X), 于是最后的展开式是函数 

— 1 + x 


x ) 


1 + Z (-1) 




z 


2fjb 


2 


M 


2 2M • ⑽ 2 


U 



2 


(ca = 


2 u \ 


/lI—0 


㈣ 


2 


i + Eh ) 


V 


2 u\z 


2 U 


V 


{ u\y 




n 


X 


n 


— E - 

— X 


n 


X 


n 


n 


0 


71 = 0 



n 

OjXI ^ — 


i 1 - x ) Yl A 


n 


X 


n 


(其中 A n = a 。+ + ■… + a n ) 


n 


0 


n=0 


容易用逐项相乘的方法证明. 


同时，若在区间 (- R , R )(0 < _ R 彡 1) 内，两个级数之一收敛，由此已推出另一级数在同一区 


间内收敛. 
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5) 证明恒等式 （a > 0) 


x 

| | ■ ■ | 蠱 --- 

V a 2 a + 2 


.3 x 


2 



2 • 4 a + 4 


+ 


1+ 2 X+ 2*4 


X 


2 



i ■ 


a 



d +1 

a + 2 


X 



(a + l)(a + 3) 2 , 

(a + 2 )(a + 4) 十 


6) 我们已经知道 [378， l )( a )]， 级数 



X 


n 


2 ^ 

. X X X 

— —l -\ - 1 - 1 - h 

n ! 1! 2! 3! 


n 


X 


0 


对所有的 2 ： 值绝对 g 我们用 E{x) 表示它的和.以 y 代替 X ，可得类似的级数 E(y), 两个级 
数柯西形式的乘积可以按照级数乘法的规则得到.乘积的通项是这样的： 


, y n x y n ~ l 


X 


2 



y 


tl 一 2 



+ 


X 


n 


2 ! 


n 


(n — 2)! 


+ 


m m A 


+ 


X 


k 


y 


n — fc 


k \ 


n — k ) 


n 


n ! 



k = 0 


k\(n — k )\ 


k n — k 

X y 


n\ 


E 广 t/c k n — k 

C n x y 


(工 + y ) 

n \ 


n 


k—0 


这样，我们对于暂时未知的函数 E ( x ) 得到对于任何实数: r 及 y 的关系式 


E ( x ) E ( y ) = E ( x ^ y ). 


以后这将给我们以建立 E ( x ) 是指数函数的可能性 [439,3); 比较75,1 

7) 借助于达朗贝尔判别法容易证明，级数 


o 


C ( x ) 


E(-d 


n 


X 


2n 


0 


(2 n )! 


1- — + ^-■■■ + (-!) 


n 


X 


2n 


2 ! 


4! 


(2 n )! 


+ 


5( x ) 



- 1 ) 


- i 工 


2771 一 1 


1 


(2 m — 1)! 


x 3 x 5 

X — '-rr + 


3! 


5! 




X 


2m— 1 


(2m — 1) 



对所有的 ： r 值绝对收敛.用级数乘法可以证得关系式 


C(x -\-y) = C(x) - C{y) - S{x) - S{y), 
S(x -\-y) = S(x) - C(y) + C(x) - S(y) 


因为实际上 SOr ) 与 C ㈦ 不是别的，而是 sinx 与 cosx [404]，所以我们在这儿得以知道这 
些函数的有名的加法定理. 

8) 最后，考虑正项级数 


C ㈤ 



n 


X 




1 


这级数对 x > 1收敛 [365,2)] 并且是黎曼函数0借助于级数乘法，计算它的平方 


我们把所有可能的乘积 


1 


n 


X 


m 


X 


(n * m ) 


X 


[391] 
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这样排列，使得在分母中有同一数目 k = n ^ m 的那些项列在 一起， 然后把它们合并起来.对应于 
每一个 / c ， 形如的项共有 T (/ c ) 个 [ r ( k ) 是数 A : 的除数 n 的个数.参看 370, 4) -译者].所以, 
最后 



乙 k x 

k = l 


391. 极限理论中的一般定理 为了在当前一目和今后简化叙述，我们来建立极限理论中 


的一个定理，它 




~斯托尔茨 ( Stolz ) 定理的宽泛的 推广. 这个定理属于 特普利茨 



设无穷“三角形”矩阵的系数 


尤 11 



尤 21 

丈 22 


亡 31 

艺 32 

之 33 

tnl 

t n 2 

tn3 . . • im 



符合如下两个 条件： 

( а ) 位于任意一列中的元素趋 于零： 

tnm 4 0当 n ^ oo (m 固定). 

(б) 位于任意一行中元素的绝对值之和被同一个常数 界定： 

M + \tn2\ + ‘ ■ . + \t nn \ ^ K ( 尺为常数 ) - 
那么，若序列 rr n — 0, 则对于借助于矩阵 （15) 系数由原先序列值组成的序列 


也成立 ■ 


工 n tnl 工 1 + 工 2 + * • • + ^nn^n ^ 0 


证明 对 e > 0存在这样的 m ， 当 n > m 时有利用条件（6)，对这样一些 n 
有 

< \tnlXi + ■ ••+ tnmXm + ^ - 

因为此处 m 已经是常数，那么-由于条件 （ a ) ——存在这样的 N 使得当 n > iV 时， 

右边的第一项< ^因此|：4| < e ， 这就是所要证明的. 

II. 设系数 t nm 除条件 (a),(6) 外还符合条件 
(B) T n = t n i + t n2 + + t nn 4 1，当 n 4 00 ① 

那么若数列 : Tn —> fl ( a ——有限的)，则同样有 

~ + in2^2 + ♦ * • + inn^n ~^ 


①在应用中通常丁 n 三 1. 
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证明 0^的表达式显然可以改写为 这样： 

~ t n i(Xi — a) + t n 2 (x2 —<!) + •*•+ t nn (x n — Gt) + T n - a. 

把定理 1 应用于序列 x n - a 0, 且凭借着条件 （ B ), 可直接达到所要求的结果. 

1°若令 - 

tnl = 尤 n 2 = • - * = t nn =——， 

U 

则由此可得出柯西定理 [33]. 符合条件 （ a )，(6),( B ) 是显然的. 

2°现在转向斯托尔茨定理,并仍保持原先的表示，于是设有两个序列与 y n ， 其中第 
个序列单调地趋于 + OC . 设序列 


~ ^n—1 
Vn 一 Vn— 1 


> a 


(几 = 1，2, 3， * • * ; Xo = 2/0 = 0) ; 


把定理 II 应用于此式，设 t nm 
列 


容易验证条件 ㈤ ，⑹， ㈤ 都成立 • 于是翻，序 



这就完成了证明. 

我们来举出特普利茨定理的一系列有用的推论. 

3。设有两个序列 -> 0与如 — 0,同时后者符合如下 条件: 


yi \ + |於| + …+ |yn| ( K (n = 1，2,… ; K ■为常数) • 


那么便有序列 


么 n = Xiy n + X2Vn-l H - h x^yi 0. 

这是当 t nm = Vn - mA-l 时定理 I 的简单应用. 

4° 若序列 -> a ， 而序列 y n — b , 则序列 





^lVn + ^2t/n-l + ■* • + X n yi 

n 


ab . 


首先设 a = 0, 要求证明〜 — 0. 为此只需对 t nm 二 Vn : +1 应用定理 I [定理的条件 （6) 
i Vn 的有界性直接推出]. n 

转而证明一般情况，把； 3 n 改写成如下 形式： 





(尤 1 — a )yn + ( 怎 2 — o)yn-i + … • + ( x n — d)yi "1 + "2 + * • • + 2 M 

- ha* - 

n n 


根据刚刚证明过的，右端第一项趋于 a 根据柯西定理，右端第二项中 a 所乘的因子极限为 6, 所 
以右端第二项的极限为 a 6. 

5° 若 a; n — > a ， 则① 


X 


/ 

n 


2 


1 - $0 + Q \ x \ + On x 2 + 




+ Cn^n 


2 n 


a . 


® 序列的号码，是从0开始，而不是从1开始，这当然不是本质的. 
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Cn = 十 b n -i -)-**■ + G-n- 1^2 + CL n b\ 

而 

C n = Cl + 十 • • ‘ + Cn, 

于是需要证明 Cn — AB . 

首先，不难看出 

Cn — ( L \ B n 4- Cl^Bn — X + . ‘ • + Cbn — xB ^ + d n B \ . (16) 

若令 B m = B - /3 m ( 其中余式 /3 m — 0,当 m — oo 时)，则和式 Cn 可改 写为： 

Cn ― A n B — 7 n , 其中 = Q^lPn + 0^2 pn — \ + . . • + Cbn - lp 2 + CinPl 5 

因为人 — A ， 所以整个问题就归结为证明关系式 lim 7n = 0. 

而这一论断可从 391 的 3 Q (当= p n , y n = a n ) —下子推出来，这只要考 虑到： 

|^i | + | 奶 | + …+ |a n | 彡 A^, 


其中按照假定是收敛级数 ( A *) 的和. 
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作为定理的应用，我们回到390目的 4). 如我们现在所看到的，在那里所提到的等式，在级 

数的收敛区间的端点 x = ± R 也成立，这只要 丑 < 1，且级数在这个端点一般说来是 
收敛的（哪怕是非绝对收敛也成). 

我们指出，如果两个级数 （ A ) 与 （ B ) 都仅仅是非绝对收敛的，那么就不能保证级数 （13) 的收 

敛性■作为例子，试把下述级数[我们在 382,2) 中已知，它是非绝对收敛的]自乘 一次： 



(- 1 ) 


n — 1 


n 


Vn 


1 - 


1 十 4 —....(— i ) 


n— 1 


V 2 


a/3 


\fn 



在这情形下 

^ = (- 1 ) 







• \/n — i + 1 





因为括号中的每一项都大于所以 | cn | > 1 ( 当 n > 1时)，因而级数发散 [364,5 
然而，如果类似地处理同¥是非绝对收敛的级数 [382,1)] 


那么有 


In 2 = 


y - (- i ) n — 1 

n 

n=l 


1 





+ (—i) 


n — 1 




〜=(一1广 




2 * (n - 1) 




c * (n — i + 1) 


■ 鲁 # + 



n • 




这儿，随 n 的 增大， | cn | 趋于0, 孕调递_ ，因而[根据莱布尼茨定理， 381] 级数 ^ J ° c n 仍然是收 
敛的.它的和是怎样的，是否等 f 7 ln ~2^*? 下述定理回答了这个 问题： 

呵贝午定爭若刚好是对两个收敛的级数 （ A ) 与 （ B )， 其所取柯西形式的乘积也收敛，则乘 
积级数的和 （7 必然等于 A ■ 


证明 保持以前的记号，从 （13) 式容易得到: 


C\ + C 2 + * * * + Cn = A\B n + A2B n -\ + …+ A n Bi. 

把这个等式逐项地除以 n ， 令 n — oo 取极限.因为 C n — C ， 则根据柯西定理 [33; 同样参看 

391,1°], 算术平均值 

Cl + C2 十 •…+ Cn ^ 

-^ G- 

n 

另一方面，根据 39 1， 4 。(若令: r n = A n } y n = B n ), 


^iB n + A2Bn—i + •…十 A n B\ 


AB . 


由此 C 4 • B ， 这就是所要证明的. 


n 
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393. 累级数给定依赖于两个自然数标记的无穷数集 

二 1 ， 2, …； /c = l ， 2, …). 

想象它们分布为无穷长方矩阵的形状： 


4 ^~~ 4 ^~~ 4 1 )… 

4 2 ) 4 2) …… 
4 3) 4 3) 4 3) … 4 3) … 


彳） 4 fc) 4 fc) . • 



这种类型的矩阵称为具有 两个列表 值的无穷长方矩阵. 

现在来讲一个与形状⑴矩阵的研究有关的概念——旱舉数 概念. 

若在无穷长方矩阵中分别把每一行加起来，便得到形如 - * 

f > f ) (2) 

i=l 

的级数的无穷序列. 

现在把这个序列累加起来，将有 

CO oo 

EEW . (3) 

k=li=l 

所得到的记号称为累级数.若把行代之以列，即若先把无穷矩阵按列加起来，便得到 
第二个累级数 

OO CO 

EE #. (4) 

i=l k=l 

累级数 （3) 称为收敛的，是 指:若 首先，按行的所有级数都收敛 （其 和相应地记为 
4 ㈨ )， 其次级数 

OO 

t A ⑻ 

k=l 

收敛； 其和是累级数 （3) 的和. 所有这些都容易照搬到级数 （4). 

矩阵 （1) 的元素可用多种方法表为无穷序列 


从1，乜2 , U 


⑸ 
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的形式，据此可组成简单级数 



U 


⑹ 


[关于这一点， 我衍 已在 389 目中，由于特殊类型的矩阵而说过了 .] 反之，若有 一通常 
的序列（ 5 ),则把它的所有项分开（不管其位置）成无穷组的无穷集合,可能有许多方 
法将其表为有两个列表值的矩阵，并根据这个矩阵组成累级数 （3). 自然地会提出由 
同样的项组成的级数 （6) 与 （3) 的联系问题. 


定理1 


若级数⑹勢砂收敛于和?7,则不管它的各项怎样排列为矩阵⑴的形 


式，累级数 （3) 收敛，同时具有相同的和. 


证明按照假设，级数 



U 


T 



收敛;用 Z 7* 表示它的和. 

于是,首先对任意的 n 与 k 




㈦ 




1 


由此得岀级数 
(对任意的 A :). 



f } | 的收敛性 [365], 而意味着级数 



a] 


㈦ 


的收敛性 [377] 


其次，对任意数 e > 0,存在这样的7^，使得 



\ u r \ < £ 


⑺ 


r=r 0 + l 


因此，更加有 


oo 

Ur 

—^ 一 

疒0 

r=ro + l 


r=l 


< £ 


⑻ 



右 n 与 m 充分大，则级数⑹的项 …， u r 含于矩阵 （1) 的前 n 行与前 
列之中，比如说当 n > no，m > mo 时.那么对于所说的 n 与 m ' 表达式 


n 


EE 

k=l z=l 



㈨ 



-E 


u 


r 


是号码大于 r Q 的那一些项的和，根据⑺式，按绝对值 〈已. 
(对于 n > n 。)， 得 



m — oo 


取极限 







r 
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于是，由于⑻式， 

- U < 2e, 

/c=l 

由此得出累级数 （3) 的收敛性，并且就收敛于和 Z 7. 

附注矩阵⑴的某些行可能由有限数目的项 组成； 容易把结果推广到这种情 
形. 

如果我们记起，在386目，把一个简单级数的项分成有限组，同时不破坏它们的 
位置次序，那么很明显，定理1陈述了对绝对收敛级数（相容地）结合性质与交换性 
质的一种深刻的推广. 

逆定理在对累级数作很强的假定下才成立. 


定理 2设给定累级数（3)，若将其各项代之以各项的绝对值，得到的是收敛级 
数，则不仅级数 （3) 收敛，而且由与级数 （3) 相同、按任意次序放置的项组成的简单 
级数 （6) 也收敛，且收敛于同一个和. 

证明按照假设，级数 

0O 00 

EEI^I 

k=li = 1 

收敛;设#是它的和.对任意 n 与 m 有 

k—1 i=l 

现在取级数 （6*) 的任意部 分和： 


U* = | 乜 l| + |^2 | + . ' . + U r . 

对于充分大的 n 与 m , 诸项 H …， U r 将包含于矩阵 （1) 的前 n 行及前 m 列中. 
那么，从⑼式得出 



级数 （6*) 收敛，即级数 （6) 绝对收敛. 

余下的是应用定理 1. 

显然，关于累级数 （3) 所说的一切，对累级 （4) 也都成立，于是作为上述诸定理 
的推论，得到如下命题，它通常是有益的 

①在德文文献中，这个命题被称为 “grosser Umordmmgssatz”. 
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定理 3设给定矩阵 （1). 若将级数 （3) 的各项代之以其各项的绝对值，得到收 
敛级数，则两个累级数⑶与⑷收敛，并具有同一 个和： 


EE 

k=li=l 


a ) 


(fc) 


EE 

i=l k=l 


a - 


(fc) 


394. 



数 二重级数概念与无穷长方矩阵 ( l ) 有关.这就是符号 

a; 1 ) + (^ 1 ) + H -(- H - 


-\-0j 


⑺ 


+ 4 2) + 4 2) + 




+ a ?) + 


+a 




+ 



a : 


(fc) 


( 10 ) 


i^k— 


限于前 m 列与前 n 行，考虑有限和 


此) 


i=m 》 k= 



a 


㈦ 


i ， k=l 


这和叫做给定二重级数的 部分和 .我们将同时增大彼此无关的数 m 与 n , 使他们趋 
于无穷 、，如果存在着极限 




lim 此 ) 


5 


n 


这极限是有限的或无穷的（但有确定的正号或负号)，则称这极限为二重级数的和，并 



A 



a ⑻ . 


i ， k=l 


如果级数 （2) 具有有限和，则称它是收 敛的， 在相反的情形下，则称它是发散的 

我们回到前面^节 [389] 以通项是 



(fc) 


的情形作为矩阵 （7) 的例子.在这种情形，部分和显然等于（如果保持以前的记号) 






于是，相应于这个矩阵所组成的二重级数恒收敛，并且具有和 


C 


lim A m B n = AB ® 


①由此可见，若两个收敛的简单级数的乘积表为二重级数的形式，则后者的和总是难点在 
于，要证明 用简单 级数来表示级数乘积的同样关系. 
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容易把以常数乘收敛级数的各项的定理及两个收敛级数相加或相减的定理 
[364, 3°与4°]搬用到二重级数 上来； 证明留给读者去作. 

完全同样地，二重级数收敛性的必要条件也是通项趋于0: 

lim a( fc ) = 0 

i—oo 

k—^oo 

[比较 364,5°]. 这从下面的公式一下子就可 看出： 

二 — A ⑻一乂卜一 1 ) + 乂 P _1 ) 5 8) 

% % % 一 1 % I— ~ 1 * 


自然地要把二重级数 （10) 与前面研究过的累级数⑶与 （4) 加以比较.因为 



所以，在这儿固定 n 后取极限，当 m — 00时（假定，行级数收敛）得至 IJ 







现在显然可见、累级数 （3) 不是别的，而正是累极限 



两个累级数 （3) 与 （4) 的和相等的问题是两个累极限相等的特殊情况. 

把第 168 目中关于二重极限与累极限的一般定理应用到所考虑的情形上去①， 
得到这样的 结果： 


定理 4 若 1) 二重级数 （ 10) 收敛而且 2) 所有的行级数收敛，则累级数 （3) 收 
敛，并具有与二重级数相同 的和： 



对于第二种累级数（4)，类似的定理也成立. 

二重级数收敛性的问题，对于正项级数的情形可直接解决，所谓正项级数即是 
级数的所有的项都是非负的： af 0 > 0. 

①这儿 m 与 n 起自变量的作用，而部分和乂以则起它们的函数的作用. 


58 )注意，和通常的序列与级数不同，如同收敛的二重级数一样，收敛于零的二重序列可能并不有 


界.例如，若 


k 


~a 


㈦ 


及 


⑻ 


0( 对所有 fc 


1，2, 


及 




3,4 


则级数 


，/ C 


收敛并有等于零 的和； 同时不 晕对^ 样的 M ， 不等式 | af } | < M , 对所有的 ％/c 

\L. 





1，2, 


• ■ ■ 


(fc) 

■ 

都能 k 
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定理5若>0,则级数 （10) 收敛的充分必要条件是它的部分和有界. 

证明这个断言的必要性是明显的.欲证充分性.设 ^ L. 取和 4^) 的集 
合的上 确界： 

4 = sup{A^}. 

现在要证，这个上确界就是给定级数的和. 

给定任意 e > 0. 依上确界定义，可以找到这样的部分和 A ( 二 ), 使得 

心 。 。) > A - 已 

如果取 m > mo,n > no, 那么就更加有 


因为显然随着两个附标 n 与 m 的增大而增大. 

因为每一部分和不超过4所以可以写 

- A\ < e (当 m > m 0 ,n > n 0 时）， 

这就表示 

A = lim # ) ， 

m—^oo 



亦即，级数 （10) 收敛. 

在这个定理的基础上，可以确立类似366目定理1的，正项二重级数的比较定 
理;这留给读者去作. 

现在考虑由矩阵组成的二重级数，而矩阵中的元素不都是正的.显然如对简单 
级数那样，在研究中应除去这样一些情况：当全部元素都是 负的； 或仅仅有有限多个 
元素是正的或负的，因为所有这些情况都可归结到已研究过的情形.所以我们假设, 
在所考虑的矩阵 （1) 中，也意味着在级数 （10) 中，无论是正的元素，还是负的元素都 
是无穷集合. 

除矩阵 （ i ) 夕卜，从元素的绝对值再作一个矩阵 

|^ 1} | i 4 1) i -*> l 1) i ■•- 

i a l 2) i i4 2) i … i a P) … 


a[ k) \ I#! …| 彳 ) 


并从这个矩阵作二重级数 
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与第377目关于简单级数的定理相类似，在这儿也有 


定理 6若由给定级数 (10) 的项的绝对值所组成的级数 （10*) 收敛，则给定级 
数也收敛. 


证明表示 4 fc ) 成为下面的形状: 




的收敛性: 



但这时级数 



也收敛，这就是具有和 

A — P — Q . 


若级数 (10*) 与级数 （10) 同时收敛，则级数 （10) 叫做绝 对收敛级数. 若级数 （10) 
收敛， 而级数 （10*) 发散，则级数 （10) 叫做非 绝对收敛级数 59 ). 

现在证明有关由同样的项组成的二重级数 （10) 与简单级数 （6) 之间联系的定 
理.这个定理与定理1、定理2类似. 


定理 7设给定由同样的项组成的二重级数 （10) 与简单级数 （6). 那么，从它们 
中一个级数的绝对收敛性可引出另一级数的绝对收敛性，并且二者的和相等. 

证明首先假设二重级数 （10) 绝对收敛，即级数 (10*) 收敛; 后者的和记为#. 
取任意一个自然数 r , 构成级数 （6*) 的部分和 


U* = U\ U2 + * * * + U r . 

如同在证明定理 2 时一样，容易建立不等式％* < 4*，和它一同，也建立了级数 （6) 
的收敛性. 

59) 二重级数的绝对收敛性（与非绝对收敛不同）已经导致其诸项的有界性(若 M = | w |, 

则显然 I < M ). 
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设现在已知 ； 简单级数⑹绝对收敛，即级数 （6*) 收敛； 级数 （6” 和记为 Z 7*. 
不管级数 (10*) 取怎样的部分和 

fc=l 1= 1 

都存在这样大的 r ， 使这个和的所有项都含于级数 （6*) 的前 r 项之中，于是 

4*( n ) 〆 

几 m \ u • 

在这种情形下，按照定理 5, 二重级数 (10*) 收敛，这意味着级数 （10) 绝对收敛. 

最后，为了计算级数 （6) 的和/7——由于它绝对收敛——可以把它的项按任 
意适当的次序排列 [387]. 我们按正方形的方式将 （1) 排列； 那么若还是把它的项合 
并，不在同一正方形的各项排在其后，便得到 

lim 处）=儿 

n—^oo 


这就完成了证明. 

对照定理与 7, 最后我们叙述这样的 

資推论 设矩阵⑴与序列⑸由同样的一些项组成.那么三 茎数 (10),^^^ 

^(3),(4), 最后，简单级数⑹——若至少其中之一，当其各项代 之以各项 的 绝对值时 

互收敛的二二则所有四者都是收茲的，并具有同样的~~ 

— _ ■ 一 〜 ■ u … _ ■ 1 1 ' 

395. 例题 

1) 下面的矩阵给出一个有兴趣的例子 (0 < x < 1) : 


X 


X 


2 


X 


2 


X 


3 


X 


3 






这儿行级数绝对收敛并分别具有和 x 5 x ( l - x ), x ( l - x ) 2 r ^ 由这些和组成的级数也绝对收 
敛； 它的和等于 1. 然而，另一种累级数却不收敛，因为列级数具有轮流等于+1或-1的和. 

这件事实丝毫也不与定理2矛盾，因为对于 由绝对 值得到的矩阵来说，任何一种累级数都不 
收敛 • 我们只看出， 行（或列）级数 的绝对 收敛件^它们的稚组成的级数的绝对收敛性的假定 , 

替使绝对值矩阵的累级数收敛的要求. 
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2) 我们来举出著名的“约翰 • 伯努利悖论' 考虑如下正矩阵（其中缺失的项可以用零代 替): 



1 - 2 2-3 3*4 4.5 

1 1 1 


2-3 34 45 


3-4 45 


4-5 


并认为与这个矩阵的相应的两个累级数的和相等.若起初按行求和,便得诸和[比较 25,9)]: 1,^, 
n …，由这些和组成调和级数，这个调和级数的和记为&若按列求和（所有这些列都只包含 
有限项!)，便导致结果：&， J ，"^，•…；由这些数组成了缺少第一项的调和级数，其和为 S - 1. 于 

2 o 4 5 

是 s = s — 1! 


当然，事实上这个“悖论”仅仅是 证明了相反的事实:和 s 不可能是有限数，即调和级数发散 . 

3) 设 g 遍历以自然数为底及指数（大于 1) 的，所有可能的乘幂，并且每一个乘幂只通过一 

■ 

次.求证 

q 

[哥德巴赫 ( Goldbach ).] 

如果 m 取不是乘幂的 j 斤有可 能的自钬数衛 （> 1)，则 




由此 


G 




71 = 2 


n(n — 1) ’ 


其中 n 在这次就遍历从2 Jj 始的所有的自然数值，于是，实际上 ， G = 1 [25,9)] 

[引用已证明过的定理^^正的工作，留给读者去作. 

把这个结果跟下面的施 ( Steiner ) 的结果相比较，是很有趣的： 


OO CO 

EE 

771=2 k=2 



m k 






m{m — 1) 



(这儿乘幂可以出现不止一次!) 
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4) 考虑具有通项 

以）= 0-1)! = ( H )! 

1 i(i + 1) … (i + k) ~ k(k+l)--(k + i) 
的矩阵，利用在363目， 4) 中所建立的关系式 


OC 

E 

n=l 


(a + n ) (a + n + 1) • • • (a + n + p ) 


_1_ 

p(a + 1 ) … （a + p ) 



(当 a = 0 ，p = A : 时)，容易把第 A : 行 求和: 


f ㈦ = (k - 1)! = 丄 

1 k • kl k 2 ’ 

i = l 

由此，累级数的和 

CO oo oo 

EE#) = E‘ （ i2) 

k = l i=l k=l 

由于 4 fc ) 的表示式关于 i 与 A ; 是对称的，另一个累级数与第一个相等，把二者的和相比较并 
不能给出任何新的东西. 

现在把矩阵这样 变形： 在第 m 行中使前 m - 1项保持原状，而第 m 项代之以第 m 行从第 
m 项开始的所有项的和 r m ， 而丢掉其余的项.对于新矩阵 


n 


a 


( 2 ) 


T 2 


4 3) 


4 3 ) 


T 3 


a [ m) 


a ( 2 m) 






(m 十 1) 


4 m) 

4 m+1) 






按行求和的诸级数的和，与先前的第一个累级数的和仍旧一样.对于按列计算诸级数的和， 


r 



(m — 1)! 


% 


i(i -\~ 1) • - (i m) 



(m 


1 )! 


(m — 1)! 


n 


这里我们又利用了当 


a 


(m — 1 + n ) ‘ 1 + n ) m 2 (m +]_)■*■ (2 m — 1) ’ 

m ~ l,p = m 的关系式 （11) .第 m 列其余各项的和等于 



(m — 1)! 


i = m+l 


i(i + 1) 




+ m 



(m — 1 )! 


(m — 1)! 


n 


(m + n ) (m + n + 1) … (2 m + n ) m(m + 1) 


參 ■ 


•2 m 
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按行的累级数恰好具有和 ip ( x ). 因为幂级数在以 M 代替: r ， 以|%|代替 a k 时收敛，而兰 
伯特级数随同幂级数也收敛,所以可以应用定理3而按列相加.我们得到 ip ( x ) 的幂级数展开式 


咖 ) = Y1 
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记号 A :/ n 习惯上表示，累加号只遍取数 L 

例如， 令私 =1或以= P ， 就分别有 




k=l 



oo 

㈤ 

n=l 


X 


n 



其中 r ( n ) 表示 n 的所有除数 ，而 cr ( n ) 表示 n 的所有除数相加起来的和 . 

6) 把上题中所有的项按另一种方式排列，使在矩阵中没有 空白： 



a\x 

a\x 2 

aix 3 

a\x 

a2X 2 

4 

a2X^ 

a2X 6 

Q/lX 

a 3 x 3 

a 3 x 6 

9 

a 3 x^ 


4 

a^x 

a4X s 

a4X 12 

a^x 


4 

8 

12 

16 


按行相加，就保持与上题按行相加的同一和，按列相加则依次 得到: /( x )，/ Or 2 )，/( a: 3 )，/Or 
这样，我们得到联系函数 9与 f 的恒等式： 


4 


oo 


n 


例如，取办=其中 | a 彡1，即有 


/( 工) 


ax 


1 ~ ax 


于是 




( ax) k 


E a - x 

1 一 a • 


x 


k 


k 


X n 


a 




X 


< 1 ) 


7) 所得到的结果可以加以推广.设给定两个幂级数 


f( x ) 



CLti cc 


n 


与 g ( x ) = ^2 


rt 


m 


限制 a ; 的值为 |x < 1，并且在这些 a ; 


值时两个级数 都绝对 


以兀素 a n 6 m x mn 作矩阵 • 因为（对 m > 1与 n > 1说来 ) mn > m + n ， 所以 






Ojj^X 


n 


brn ^ 


m 


由此容易断定，对应于所取矩阵的二重级数绝对收敛.根据推论，由于两种累级数的和相等，我们 
得到恒等式： 


bmf(x 


m 


y ^ j a n g ( x ri ). 


m 


n 


由此，当 6 


1 时 


于是 〆 a ) 


X 


1 ~ X m 


,可得到上题的恒等式 


①在两种情形下都容易验明3= 1，于是只要简单地认定 M < 1就够了. 
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8) 级数 


i 



X y 


匕， fc =0 


可从级数与 n 相乘得到，后面两个级数当 n < 1与 ㈤ < 1时（绝对） 收敛； 对 
于这些％ &值来说，二重级数也（绝对）收敛. 

> 1或 M > 1，则违反收敛性必要 条件: 通项不趋于0,级数发散.容易直接验证,发散 


若 


性在 



或|沒 


的情形时也出现 


9) 考虑级数 






i a k ^ 


a > 0 ) 0 > 0). 


这级数也从级数 
级数在这些假定下也收蔹. 


与 E 


^相乘得到，后二者当 


a > 


与/? > 1时收敛，于是二重 


反之，如果 a 彡 i ( 或0彡1)，则二重级数一定发散，因为这时所有行（或列）级数发散（比较 
前一目的推论). 


10) 研究下面级数的收敛性 



i y k= 1 


(i + k ) 


cr > 0). 


为此，把级数的项依对角线排列起来后,把级数表示成为简单级数的形状.因为在同一对角线 
上的项都相等、所以，为计算方便起见把它们合并起来后，得到级数 


心几 -i) 



2 


由于显然的/不等式 


~r Tl ^ Tl 一 1 Tl } 


以 f 除后，即有 


2 n 


7 彡 （ n - 1) ■ 


n 


(7 




n 


-i f 


由此明白看出，我们所得到的简单级 数当 i 7_> 2时收而当2时发散. 根据 定理7, 对二重 
级数说来，这同样是正确的. ^ 


11) 现在考虑更复杂的级数 


i，fc = 1 





i ， k=l 


( Ai 2 


2 Bik + Ck 2 ) 


( P >0)， 


其中二次型 Ar 2 + 2 Bxy 七 Cy 2 假定是正笔姐 r ^ F^A = AC - B 2 > 0 , 并且 C > 0. 


如果用 L 表本数 | A |, | B |， |(7|中最大的一 ^ 个， 那么，显然， 


Ai 2 + 2 Bik + Ck 2 < L(i + kf ， a ?) > 


Lp 


i 4 - k) 2 P 


在这情形下，从 10) 显然看出，当 P < 1时给定级数发散. 
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另一方面，有 


Ai 2 + 2Bik + Ck 1 = ^[(AC- B 2 )% 2 + (Bi + Ck) 2 ] ^ 




于是 


由此容易得到 


1 、 AP 





并且，类 似地， ^ 


Ap 



k 2p 


a 


(fc) 


l 






iP - kP 


把这跟 9) 比较，我们看出，当/> > 1时，所考虑的级数收敛. 

12) 在定理4中，与关于二重级数收敛的假设同时,还特别作了所有行级数都收敛的假定.下 
面的简单例子 表明： 没有第二个假设是不行的 一 它不能从第一个假设得出.照如下图式的二重 
级数： 












2 2 




3 


3 


3 


3 



VO 


是收敛的，其和为 0. 同时，所有的行级数发散. 


i 


确定下列二重级数 的和: 



I 


/ 



a 


n 







中 oo 


( b / 它％) 



(p + n 


p+ 1 


(p > -1); (6) ^ 


771 = 2,71 


1 (2 n ) 


m 


In 2; 




(4 n - l)2m+l 


7T 

8 




n=l 


{An - l) 2m 


f 2; 


(4 n - 2 ) 2m 


7T 

8 



y …八- 1) 


提示 Jj ye 啲求 g gji 、 变为累级数.利用展开式 






2 



pK 



( Z > n - I 






111 
1 — _ + _ — _ + 

2 3 4 

i 1 1 1 

1 — — + — — — -f- 

3 5 7 


♦暴參 


In 2, 


7T 

4 






作为已知. 

_ JU ) 考虑两个变量的函数 


把绝对收敛级数 



e 


X 




Z 



Z 


% 



2 
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相乘，就得到对这个函数而言的（也绝对收敛的) 



W (尤， 2) 




i y k—0 


2 


2+fc (_l)fe 

i \ h \ Z 


把 z 的同一幂次的项收集在一起（推论)，可以把二重级数变形成为累级数 


+ 




^ M x ) 


Z 


n ① 


5 


其中对于 n 彡0说来 


而对于 n < 0说来 


可是，容易看出， 


CO 




Jn(x) 



(- 1 ) 


k 


/ x \ 2/c + n 


/c=0 


k\{k + n )\ v 2 




V (- 1 )" ( x 

L k\{k + n )\ \ 2 

k = — n 


J - n ( x ) = ( — l ) n Jn ( X ). 


2/c+n 




函数 J n ( x)(n 二 0, 1， 2, …） 叫做带下标 7 i 的 贝塞尔 函数 ; 这些函数在数学 $理、 天体力学 
等学科中起着重要的作用,函数以 ： r ，4( 从它的展开式可以得到贝塞尔函数）^贝塞尔函数的 
“母函数”. / 


396. 两个变量的幂 级数； 收敛区域按变量 x 与 y 的正整数幂次排列的形如 


a ^ xl v k 

i ， /c=0 



的二重级数，叫做 两个变量的幂级邀 L / 

我们仅限于研究收敛幂级数 （14) 的一种形式，即是绝对收敛.与此相联系的是， 
我们 把绝对收敛的两个变量的幂级数简称为“收敛的”_级数:•不存在绝敛性 



像我们在379目中对简单幂级数作过的那样，在这儿我们也提出问题:说明级 


数（ I 4 )的“收敛区域”(即是使级数收敛的那些平面点的集合川= { M ( x , y )}) 的形 

状. 


引理 若级数 （ I 4 ) 在某一点 M ( x , y )( M ) 收敛，这点的两个坐标都异于 0, 则 
级数在满足不等式 | x | < \ x \,\ y \ < \ y \ 的所 夸的点 （即是，在以坐标的原点为中心而 
以点 7(? 为一个顶点的整个开矩形内绝对）收敛. 


® 级数 f 


+ 00 
— oo 




按照定义> 是 下列两个级数的 和数: 




\ 

i 
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可得 


y 


(L 




于是 


只要 I 




^ 1 , \y 




在右端我们有收敛级数的通项 [395,8)]; 由此 


即推知级数 （14) 的绝对收敛性. 

我们只着手研究这样一些级数，对它们说来，有类似 M 的点 存在； 至于其他的 
级数，我们并不发生兴趣.由于引理的特性，容许了我们只要限制我们的讨论在坐标 


的第一象限内；由此所得到的结果 
象限内. 


按对称性质 


可以很容易地推广到其他 



Q’ 


在第一象限内取从原点开始的射线 0 L ， 
它与^轴构成角 0( 图 55) .与379目中 一样， 
利用引理，可以证明：我们可找到这样的正数 
风 0)( 它也可能是无穷)，使得在这射线上的所 
有的点 M 中，对于 


OM < R (0) 


的那些点 M 说来，级数 (14)( 绝对)收敛，可 
是，当 


OM > R (9) 


S 55 


时，级数 （14) 发散. 


如果至少对于一条射线说来 ，_ = +00,那么，由于引理，级数在全平面上是 
(绝对）收敛的，这时全平面就是“收敛区域 ” M 

现在除去 处处收敛的级 数这种情形.于是 R (9) 就是6> 的有限函数，并且在每 
条射线01上都可找到一个界点71办，对于这界点，有 


OM & = 剛. 

点把射线上使级数（绝对）收敛的点 M 同使级数发散的点 分开； 而在点飾本 
身上，要看情况，级数可能收敛，也可能发散. 

如果过作铅垂线尸尸与水平线 QQ /( 看图55)，那么，在矩形 O 尸内部\ 
级数显然收敛，而在角 内部 级数显然发散（根据引理!) . 因此，在对应于任何 
另一角度 V 的新射线 OV 上，沿着0 丑 上的点将是收敛性的，而沿着上的点将 
是发散性的.因而，在这条射线上的界点应当位于 R 与 S 之间.由此容易看 


证明与379目引理的证明完全类似.从级数 （14) 的项当2 =屯 y = p 时的有界 
性 

a iyk x l y k \ ^ L ( i ， = 0, 1，2,… ） 
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nr 

出，当0由0变到 5 时/⑹ 连续地变着，于是点娜在第一象限内画出一条连续的 

边界曲线. 

因为当0减小时，点的横坐标抑不递减，而它的纵坐标 M 不递增,所以当 
沒4 0时二者都具有极限值.于是，显然，况⑹也具有极限值.如果这极限 


lim R(0) = Ro 
e^o 

是有限的，则点趋于 o : 轴上的某二极限点 M o *(^ o ,0), 而在相反的情形下，边界 
曲线具有与 z 轴平行的渐近线（这渐近线可能就是: r 轴本身).把: r 换成 y 后，容易 
把所有这些说明转用到0 ^的情形上去. 

Li 

附注可是，不应当以为刚才讲到的极限点 M 。* 必须跟 x 轴本身上的边界点 
重合•点 Mq 可以在的更右面（甚至位于无穷远处).这一可能性不应当使读者 
惊讶，因为引理及根据这引理所建立起来的那些推论，仅与坐标轴外的点有关. 


现在在其他象限中作出（对于二坐标轴与原点而言）与第一象限中边界曲线对 
称的曲线.用这方法我们得到一条完全的边界 曲线， 这曲线事实上就定出我们感到兴 

趣的“收敛区域”刈:在有界曲线所划出的那块平面的内部，级数 （16) (绝对)收敛，在 
那块平面的外部，级数发散①，在有界曲线本身的点上，级数可能收敛，也可能发散. 

现在考虑一些例子. ^ 

397. 例题 1) 像在 395,8) 中我们已经见过的级数 


E i k 

x y ’ 

i,fc — 0 


它的 4 ‘收敛区域”人 1 是开矩形（-1，1;-1，1)(图 56). 在这矩形 
的范围内，级数的和是 - 

1 — x 1 — y 


2) 对于与上题类似的级数 



(这儿指数 从1 开始变化)，它的“收敛区域”包含着与上题 
同样的矩形组成的，并连同两根坐标轴在一起.在这情形下，虽 
然上面讲到过的边界点 Mo 当 (9 — 0时也趋于 o ; 轴上的极限 



M o *( l ,0 ), 但收敛性在整个 z 轴上都成立（参看附注). 
3) 级数 



E 











S 56 


①如果不算二坐标轴 的话； 因为在有些情形下，沿着这两根坐标轴，像已经指出过的> 级数也可 
能在这界线范围外的点上收敛. 
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显然，在全平面上绝对收敛. 

4) 为了使级数 

绝对收敛，亦即级数 

收敛，必要及充分条件是使级数 



E 





i，/c = 0 



oo 

^(\ x \ + \y\T = 

n=0 


1 - (|x| + \y\) 


收敛，这级数是上述二重级数按对角线相加得到的.这使我们得到条件 | x | + M < 1. 因而，在这 
儿“收敛 区域” 是斜置的以（士 1，0)，（0，士1)为顶点的正方形（图 57 ). 



5) 最后，考虑下面的二重级数: 


x l y k = 1 + rr + rr 2 + .. ♦ + rr m + . * • + + x 2 y + • • ， + x m y + - 

k 


■ 鼹 


, 2 2, , m2, , rri m , 

+x y H - \- x y -\- - \- x y + … 


假定这级数绝对收敛，如果把它按横行加起来，就得到 

(1 + x + 工 2 + ■.. )[1 + 工 2 / 十 ( X y) 2 H - ] = — ■ . 

1 — x 1 — xy 

由此显然看出，对于绝对收敛性说来，必须 | x | < l,\xy\ < 1;同时，这些不等式也是充分的.“收敛 


区域”表示在图58 上; 这区域上的曲线为等轴双曲线. 
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398. 多重级数 十分自然地产生了对于无穷级数的概念的更进 ^ 步的扩展.设 

给定用呛 > 2) 个下标〗，&•••，/编号的无穷数组 、'\ 

\ 

…、 I 

这些下标中的每一个都彼此无关地取所有可能的自然数值.在这情形下，符号 

DO 

■- ，/ 

i ,/ c , *• } l=l 

就叫 做多重 (更精确地说是 重)级数. 

如果级数的部分和数 

n m p 

U n ,m, ■■- ,p = ……， I 

i=l k=l 1=1 

当 n — cx)，m — oo, …， p — oo 时趋于有限或无穷（但有确定的 $ 号或负号）极限， 
则这极限就 是级数的和. 级数 叫做收敛的， 如果它具有有限和的话. 

多重级数中最重要的一类 是多变量的幂级数： 

OO 

X 、 々 /c I 

2^ ( h ' k 、 … jxy … Z . 

i : k ' … ,1=0 

上述理论的基本概念及定理也可推广到多重级数 上去. 

§6. 无穷乘积 

399. 基本概念 如果 

_Pl ， P2 ， P3, … ， : Pn，... ⑴ 

是某一给定的序列，则由它们组成的符号 

OO 

PJ . P 2 . P 3. Pn = Yl 〜① ⑶ 

71=1 

叫做无穷乘积. 

现在着手把 （1) 中的数连乘起来，组成部分乘积 

Pi = Pl ， P2 = ‘ 仍，尸 3 =Pl.P3，...，Pn =Pl .P2 . Pn ， … (3) 


我们总是把这些部分乘积所作成的序列 { P n } 跟符号 （2) 相参照. 

® 乘积的这样的表示法我们早已遇见过，但那时只是有限多个 因数. 
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如果部分乘积 P n 当 n — oo 时具有有限的或无穷的（但有确定的正号或负号) 
极限 \ . 


lim P n = P , 

则这个极限叫做乘积 （2) 的值，并写作 

P = Pi-P2 . Vn … 

如果无穷乘积具 有异于 0 的有限 值尺则乘积本身叫做 收敛的 ，在相反的情形下，乘 
积叫做发散 的①. 

为要使所有乘积的值等于0,只要乘积的因数中有一个是0就够了.在以后的 
考虑中，我们把这种情形除开，于是我 们恒有# 0. 

读者容易建立起跟无穷级数相似的那些事实[362]，并可以认 识到： 与级数相似 5 
考虑无穷乘积，也仅只是研究序列及其极限的一种特殊形式.熟悉这种形式是有用 
的，因为在有些情形下，这种形式比起另一些形式来是更方便的. 

400•例题 去）. 

因为部分乘积 




Pn 





n + 1 1 

- ^ - 

n 2 


所以无穷乘积收敛，而它的值是 I . 

2) 沃列斯公式 [317] 

y 

■ 

r 

7 T 2 • 2 ■ 4，4 .2 n * 2 n 

—^ lim - 

2 ti—oo 1*3*3*5* 4 *** (2 ti — 1) • (2 ti + 1) 


显然，相当于数$的无穷乘积展开式 

7 T _ 2 2 4 4 2 n 2 n 

2 = T ' 3 ' 3 * 5 .2 n - 1 • 2 n + 1 

这公式可化成下列公式： 



(2 m + I ) 2 



2 

7T 


3) 证明（当 | x | < 1时) 


(1 + x)(l + x 2 )(l + x ^) 


4 


• » 


(1 



X 


2 


) 


1 


X 


①这样一来（我们强调这点)，如果 p = 0, 则乘积对我们说来是发散的.虽然这个术语跟无穷级 
数中所采用的术语有些冲突，但它是大家采用的，因为它能使许多定理的叙述更为容易. 
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实际上，连乘以后就容易断定 


(1 — Z ) • 尸?1 = (1 — (1 + T)(l + ■ _ * (1 + X 


2 


71 — 1 


X 


2n 


> 


Pn 


1 — X 


2n 


1 — X 


由此取极限，就得到所求等式. 

4) 在 54,7 a ) 中我们曾经有极限 

hm cos — * cos 

2 2 

现在我们可以写成 


cosg ^^(^ O ) 

2 n ip 



cos 




2 n 


sm <^ 


n 


7T 


特别地，当 P = # 时，得到展开式 


2 


7T 


7T 7T 

COS 了 • cos 

4 


7 T 



COS 


2 n+l 


如果回想一下 


cos 


7T 

4 




5 + 2 COSa, 


则这个展开式可改写成下列的形状 


2 


7T 




1 


1 


2 



2 



2 



1 


1 


2 



2 



1 


2 



2 



2 


达 ( F . Vieta )]. 这个公式与沃利斯公式一起，在分析史上提供给我们最初两个无穷乘积的例子 
5) 在 315(10) 中，对于第一类全椭圆积分，我们确立了公式 


K ⑻ 


7 T 


2 n 


lim (1 + A ： i)(l + /C2) … （1 + fcn) 


其中 序列心 用下面的递推关系式来确定: 


kn 


1 


V 1 


^-1 



V 1 


圮 — 1 


( k 0 


左) 


这公式给出 K(k) 的无穷乘积展开式 


K ㈦ 


7 T 


n(i 



^ n ) 


n 


6) 再考虑这样的无穷 乘积: 




g n 


n 


i + — 

n 


在给定情形中部分乘积具有下面的形状 


Bn 


14- - -1 - 1 - 丄 

e 丄十 2十十 n 

n + 1 


e 


In 71+(7+-7 


n 


n 


n + 


n + 


e c * e 7n , 
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▼ 

其中 C 是欧拉常数， 7 n 是无穷小量 [367(4)]. 由此 可知， 乘积收敛，并且它的值 


P 



401. 基本定理 • 与级数的关系 在无穷乘积 （2) 中弃去前 m 个项后，得到余 

乘积 

CO 

丌 m = Pm +1 ■ Vm—2 … Pm+k …= p Uj ⑷ 

n=m4-l 

它与无穷级数的余式完全类似. 

1。若乘叙⑶收敛，则对任何 一 个 m , 乘积⑷也收敛；反之，从乘积、⑷的收 
敛性可推出原来乘积 （2) 的收敛性①. 

证明留给读者去作[比较 364,1°]. 

由此可见，在无穷乘积的情形下，弃去开头的有限多个因数或在前头加进一些 
新的因数，也都不影响乘积的敛散性. 

2°若无穷乘积 （2) 收敛，则 



[参看⑷]‘ 

这从等式 

P 


与尸 m 趋于尸# 0推得. 

3。 若无穷乘积 （2) 收敛 ，贝 >J 


实际上，尸 n 与同时趋于 P ， 


lim p n = 




lim 



Pn = 


HmP n 

limP n ^ 1 


P 

P 



[比较 364,5°.] 

我们不-列举类似于无穷级数的其他无穷乘积的性 质了. 现在我们来确立无 

穷乘积与无穷级数的收敛性间的关系，这关系使我们能够把对于级数详尽地发展了 
的理论直接对于乘积来利用. 

在收敛乘积的情形下，因数 p n ， 从某处开始，将全是正的 （3。). 而且，由于 1。， 如 
果以后假定所有的> 0,并不因之破坏普遍性. 


® 提醒一下，我们永远假定 p n # 0. 
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4。无穷乘积 （2) 收敛的必要充分条件是级数 







收敛. 

当这一条件满足时， 如果 L 是级数的和，即有 

P = e L . 


毛 _ L n 表 7 K 级数 （5) 的部分和后，即有 


Ln 


lnP n ) P n 




⑸ 


从对数函数与指数函数的连续性，现在推知， 如果八 趋于有限正极限 P ， 则 L n 趋 
于 InP ; 反之，如果 L n 具有有限极限 I ，则对于八而言，极限是 

在研究无穷乘积 （2) 的收敛性时，令 



Pn 1 + 


把乘积写成 

cxd 



JJ (1 + a n ), 

n=l 

(2*) 

再把级数 （5) 写成 




V-AJ 

ln(l + a n ) 

n=l 

(5*) 

这样常常是更方便的. 




在这些表示法下，我们有下面的简单定理: 

5°若至少对于充分大的 n 说来，有 


ttri > 0( 或< 0)， 

则乘积 （2*) 收敛的必要充分条件是级数 

0O 

a n ⑹ 

n=l 

收敛. 

因为对于乘积 （2*) 与级数 （6) 的收敛性说来，在每种情形下，必要条件都是 



⑺ 
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[ 参看 3 。]， 所以我们假定这一条件是成立的.于是即有关系式 


lim 



ln(l + a n ) 



[77,5)(a)]. 在这样的情形下，由于级数 （ 5*) 与⑹二者的项从某处开始都保持一定 
的 符号； 根据 366 目定理 2, 这二级数同时收敛或同时发散.由此，由于 4 。， 就推岀 
我们的断言. 

回到一般的情形〜多0,还要证明这样的定理： 

6° 若级数 

⑻ 



与级数 （6) 同时收敛，则无穷乘积 （2*) 收敛. 

事实上，从 （8) 首先推出⑺.回忆一下函数 ln(l + x ) 依泰勒公式的展开式 
[125,5)], 我们有 


ln(l + a n ) = a n — 




由 366 目定理 2, 级数⑻的收敛性引出级数 



的收敛性.因为已假定级数⑹是收敛的，所以由此推出级数 （51 的收敛性.这里级 
数两个收敛级数的差.剩下的事就只是应用定理4° 了. 

现在略为讨论一下无穷乘积“发散”于0的情形. 

7。无穷乘积⑶[或 (2*)] 具有零值的必要充分条件是级数 （5) [或 （5*)] 具有和 


特别地，若< 0而级数 （6) 发散，或级数 （6) 收敛但级数 （8) 发散，则也有这 
样结果. 

证明留给读者去作.只是关于最后的假定，我们指出， 从级数⑻ 的发散性，由 
于（9)，推出级数 （10) 的发散性，级数 （10) 将有和 + oo . 而在这情形下，由于级数⑹ 
的收敛性，显然可知级数 （5*) 的和是 - oo . 

最后，我们利用乘积 （2) [或 （2*)] 与级数 （5) [或 （5*)] 之间的关系来建立无穷乘 
积绝对收敛性的概念.无穷乘积在它的因数的对数所作的对应级数绝对收敛的情形 
时，就叫做 绝对收 敛的. 

第 387 目与第 388 目的研究使我们可能立即断定，绝对收敛乘积具有可交换 
性，可是非绝对收敛乘积显然不具有这一性质. 
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按照5°的 范例， 容易证明 



乘积 （2 


* 


绝对收敛性的必要充分条件是级数 （6) 的绝对收敛性 


402. 例题 

⑷ ( 


1) 把上面证明的定理应用到下列无穷乘积 上去: 


1 + ^ (x > 0) 按照与级数同样的敛散情形，当 : r > 1时收敛，而 
(5°)； 类似地， Y [ n =2 & — 当$ > 1时收敛（ 5 。)，而当0 < Z 彡1时发散 


当 rr < 1时发散 (5°); 类似地 ， [I 
于 0(7°). 


⑹ n 


OC 

n= 


i + 


-i) 


n — 1 


n 


当 $ > $ 时收敛：即，当 a : > 


时乘 积绝对 收敛，因为级 


数 


收敛 (8°); 而当每< x < 


时乘积 非绝对 收敛， 因 为级数 e 


-1) 


n — 1 


n 


与 


n 


sr^oo 
/ 」 n=l 

第二4 


n 


2x 



收敛 (6 Q ); 最后，当0 < i ^时乘积的值是0,因为这两个级数中的第一个收敛，而 
收敛 (7°). 


7 T 


2) 设 x n 是包含在区间〔0, ^内的任意序列 • 这时乘积 


n 


COS x n 


与 


Sin Xn 


X 


n 


n 


n 


收敛与否，要看级数 e 

首先假定，序列: r n 
与 3)] 的话 • 


n 


X 2 n 是否收敛来决定. 


0;这时，这些论断可从5°与7°推出，如果利用下列展开式 [125,2) 


cos X 


, / 2x SmXn 


n 


+ o(x n ), 


X 


n 


X 


n 



+ o(x 


Tb 


若 x n 不趋于 o , 则同时级数也发散，而两个乘积都具有零值®. 


3) 从无穷乘积的理论容易得出阿贝尔定 理：若 2 


n 


an 是给定的正项级数，表示其部分 


和，则级数 


a 


n 


n 


与给定的正项级数 


OC 


an 同时收敛与发散[参看 375,4)1. 仅需要对发 


散情形证明.若 — 


oo , 则无穷乘积 nr = 


a 


n 


级数 e 


a 


A 


n 


n 


n 


^ n — 1 


发散到0,于是丨根据 


n 


♦ 


n 


A 


发散. 


n 


考虑重要的乘积 


X 


X- 

n 2 7 r 2 


n 


[以后，在第 408 目中，我们将看到，这乘积代表函数 sin 4 设 h ， 其中 


0 ， ±1 ，士 2, 


乘积的收敛性（当然是 绝对收 敛性）从级数 
个 因式分解成两个因式而把乘积写成下面的 形状： 


x 

n 2 7r 2 


的收敛性可一下子推出.如果把每 


X 


那么，因为1 - 
级数 


X 

1 -- 
7 T 

X 


U 7 T 


1 + 加- 


X 




2 tt 


1 + 


X 




2 tt 


» » ■ 


i -^) ( i + 

n 7 r / v 


X 


■■■■I ■ 參 • I 


717T 


，在所指出的因式分解下收敛性保持着，乘积的值也保持着.但这次由于 


X X 

•— — I - 

7T 7T 


X X 

27T + 2 丌 


X X 

I - 

n7r nix 


①乘积具有确定的有限值，可从它的所有因式都是真分式这点明白 看出； 还有它的值不可能异 


于0,因为这是违反必要条件 （3 


的. 
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的非绝对收敛性,乘积的收敛性成为非绝对的，于是这些因式不能任意调换位置. 


现在以因式 


干 土 + 

717T 


代替每一因式1干 


X 


n 丌 


容易看出，这既不影响无穷乘积的收敛 


性，也不影响它的值.同时新的乘积也是绝对收敛的，因为 [125,1)] 


e 


土 


X 


1 士 


X 


X 


2 


U7T 



2n 2 7r 2 


+ 0 


n 2 


干 


x 


TL7T 


e 


土 


x 


1 


X 


2 


2n 2 7r 2 


+ o 


n 2 


并且从某处开始，因式成为正真分式. 

5) 证明恒等式（当0 < g < 1时) 


(l + g)(l + g 2 )(l+^) 


3 


1 


• ■ 




■ ■ 


(欧拉). 

提示 两个乘积的收敛性都可借助于5°来确定.把它们中的第一个表示成下面的形状: 

(l-g 2 )(ll 4 )(l-g 6 ) … 

(1 - q)(l - q 2 )(l - q 3 ) - ■ ' 


6) 证明（当 a ： > /?时) 


lim Pifi + 1) … (0 + n - 1) 

n—oo Ct{(X + !_)••• (Ck + 7X ~ 1) 



为此，只要确立无穷乘积 




P + n 
a + n 



a — /3 

a + n 


的发散性或[参看 7°] 级数 


DO 

n=0 


a — (3 

a + n 


的发散性就够了.而这容易从把所写出的级数跟调和级数相比较而推出. 


附注 这个例子以及下面的几个例子在这方面是值得特别注意的，即是，这些例子指明：利 
用相当发展了的无穷乘积的理论，把寻求序列的极限的问题化成研究无穷乘积的问题，有时确实 
是有利的. 


7) 现在讲我们早在 3 TO ，2)( a ) 与 378,1) U ) 中考虑过的级数 E 


71 = 1 


(nx) 

n! 


n 


我们曾把在收 


敛区间端点 x 


e 


上级数的敛散情况留作悬案. 


在这情形下可得到交错级数 


E(-d 


71 


71 


n 


n\ 


e 


n 


n 


它的项依绝对值单调递减.回忆一下莱布尼茨定理 [381], 我们看出，级数收敛性的论断由下面等 

式的存在来决定： 


lira 


n 


n 


n 


n\ 


e n 


0. 
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因为这序列的第 n + 1个值跟第 n 个值的比值是 



e 




所以可把问题表示成等价的形式——求无穷乘值 



e 丄丄 e 

n=l 



的值.取对数，得到 [125,5)] 


In 






于是类型 （5) 的对数级数发散，并具有和 - oo . 在这样的情形下（7°)，无穷乘积的值（所求极限也 
跟它一样）实际上就是 0. 级数收敛. 

8) 现在来全部解决当$ = -1 时，在 — 1 < 7 0 < 0的假定下（亦即这种情形我们曾 

留下了没有考虑过) 超越几何级数 


F ( a ,/3,7,^) 



.(a + n - 1) ‘ . (/5 + 1). (/3 + n - 1) — n 

几!7 * (7 + 1) … （7 + n — 1) 


敛散情况的问题 ，看 372与 378,4)]. 

这儿第 n + 1项系数跟第 n 项系数的比值等于 


(a + n)(/3 + n) 

(1 + n)(7 + n) 



— a — P + 1 
n 



An 


n 2 


(An ^ L ). 



对于充分大的 n 值 说来， 这比值是 正的； 设7 _ a - /3 > -1，于是比值到后来总是小于 1. 这样， 


级数 



a • (a + 1) 


■ (a + n — 1) > • (/3 + 1). ((3 + n— 1) 

n!7 * (7 + 1) … （7 + n ~ 1) 



如果在弃去若干个开始项后，就变成每项的绝对值单调递减的交错级数了.并在这儿，把求通项的 
(绝对值的）极限化成确定无穷乘积 


n (a + n)(/3 + n)^ 

(1 + n )(7 + n) 

n=riQ 

的值更为方便.如果 7 - & - A > - 1( 像我们已经假定的)，则从（11)，由于 7' 可推知这乘积具 
有0 值； 级数收敛. 

在 7 - a -0 = _ l 的情形时，公式 （11) 得到下面的形状： 

( 1+ rjI? + rj =1+ 每 队1“)； 

® 开始值 n = n 0 可假定为如此之大,使得所有因数都是正的. 
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按照定理 5' 无穷乘积的值异于0,对级数 （12) 说来违反了收敛性的必要条件，&数发散. 

我们终于完成了对超越几何级数敛散情况的研究.所得结果可以作成 下表： 


X < 1 


绝对收敛 

X > 1 


发散 

X 1 

j — a — P > 0 
^ ~ a — 0 ^ 0 

绝对收敛 
发散 

X ~ —1 

^ — a — 0 > 0 

0^^/ — a — /3> — 1 

^ — a — /3 —1 

绝对收敛 
非绝对收敛 
发散 


9) 证明，级数 

oo 

a n (x 2 — l)(x 2 — 2 2 )… (a: 2 — n 2 ) 

71=1 

对所有 rr 值收敛，如果至少对一个非整数值 x = 收敛的话[斯特林 ( Stirling )]. 

这级数的项与收敛级数 


〉 : a n(XQ — 1)(^0 — 2 2 ) • * * (Xq — n 2 ) 


的项只相差因式 

(x 2 — 1)( 工 2 - 2 2 ) ■■- (x 2 — n 2 ) 

- 1)(x1 - 2 2 ) - ■ (xl - n 2 )' 

这些因式当 n 充分大时，是单调变化着的. 


还剩下的事只是确立它们的 有界性 (因为这时就可以应用 阿贝尔 判别法了)，为此目的，最简单 


的办法是来断定无穷乘积 



X 2 — n 2 
Xq — n 2 


的收 敛性； 我们把它留给读者去作. 

j 考虑（像欧拉所考虑过的）无穷乘积 


r ㈤ 二； n 




(13) 


认定: r 异于0,并且异于所有负整数. 

容易把它的普遍因式表示成这样: 




由此，由于 8 。，推出给定乘积（绝对）收敛.这乘积所确定的函数 r ⑷是（在讲了初等函数以后) 
在分析中考虑到的 最重要拉 ML 中的:一个 .以后[第十 四章， §5] 我们要给这函数下一个另外的定义 
并更深入地研究它的性质. 
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因为第 n 部分乘积具有下面的 形状: 


n + 1) 


X 


n + 1 


X 


n\n 


X 



n 


x{x 1) (x + 2) ■ ♦ * (X + 71) ’ 


所以就可以令 


r(x) 


lim 


卜 x 


run 


n 


x{x 1)(X + 2) 


(x + n ) 


写出 r (: r + 1) 的类似的公式，容易看出， 


(14) 


r(x) 

我们就得到一个简单而重要的关系式: 


r(x + 1 1= lim 體 


n 


>oo X H - 1 H - 


A 


r(x + 1) = x - r(x) 


(15) 


如果令 x 等于自然数 m , 就得到递推公式 


r(m + 1 ) 


m 


r ㈣ 


因为 r ⑴ 


1 ( 这很易验明)，所以由此得 


r(m 十 1) 


ml . 


如果把等式 


X 


r(x + 1) 


r(x) 


X 



+ n 


n 


, X 

i + - 

n 


与 


e 


C x 



X 


X 


n 


i + - 

n 


逐项相乘（其中前者由 （13) 与 （15) 推出，而后者容易从 400,6) 得出)，我们还可得到函数 r 的 
个重要的公式，即 


e 


Cx 


r(x + i) 



2 L 

gn 


, X 
1 + - 
n 


或 


T(x + 1 ) 


e 


Cx 






(16) 


n 


记上 



就是魏尔斯特拉斯公式. 


现在讲一个也是属于欧拉的变换无穷乘积为级数的著名 例子. 如果依递增的次序 把素数 


pi 


2 ， P2 


3 ， P3 


5,… 


则当 ： r >1时就有恒等式 




2 X 


V 


3怎 


X 


2 X 



3 X 


+ 


4^ 


+ 


1 



n 


X 


+ 


vt 
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或 



于是这一乘积表示黎曼函数 C ⑷ [365,2)]. 

按几何级数的求和公式，我们有 

1 ,11 1 

- = 1-1 -1- h … H - h … 

p% (Pl) x iVkY 

pi 

如果把对应于不超过自然数 TV 的所有素数的有限个这种级数相乘起来，那么部分乘积就等于 


二 n 



/ 


N 


/ 



n 


X 



n 


X 


+ 



n 


X 


) 


n 


n 


n 二 iV+1 


(17) 


这儿一撇表示累加号不是管到所有自然数，而只是管到它们的那一部分(:还要管到1)，这一部 
分自然数在分解成素因式的分解式中，只包含已经引进的那些素数（前面 7V 个自然数当然具有这 
种性质).由此，更加有 


0 < Pi N) 


N 





n 


X 


< 


n 



n 二 jV + 1 


由于级数的收敛性，表示着这级数第 n 项后余式的右端表达式当 N — oo 时趋于 
0;取极限，就得到所 g 求的结果. 

12) 当 a: = 1时，关系式 （17) 还保持有效，由此 



Pk^ N 



N 


> 



n 


H n 


n 


于是当 iV —> oo 时，这次 A (N) — +0O , 即是乘积 






Pk 


发散并具有值 +OC. 

欧拉所给的素数集合是无穷的这一事实的新的证明，就是根据上述结果得出的（实质上，在上 
面所作的讨论中，我们并不会利用过素集合是无穷的这一事 实); 事实上，当这集合是有限时，乘积 
就会具有有限值，这与上述结果相矛盾.如果把所得到的结果改写成 



则由于5°，可以断定级数 


1 1 1 
2 + 3 + 5 + 




+ 


1 


Pk 


+ 








Pk 
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的发散性.此外，这个重要的命题还给出素数增长的某一特征.[我们强调指出，这一命题在断定调 
和级数的发散性时是极有力的，因为这儿只讲到调和级数的所有项的一 部分」 

13) 类似地（当 .T > 1时）可以确立恒等式 



这儿在左端分母中的+或-号依据（奇）素数是否形如 4 n - 1或 4 n + 1来取定. 


§7. 初等函数的展开 

403. 展开函数成幂 级数； 泰勒级数在第379目中我们已经考虑过形如 

OO 

〉 : a n X n = O-o + CL\X + (22 工 2 + ‘ • ■ + CL n X n + . . ‘ (1) 

0 

的依0：的乘幂展开的幂级数.如果除去“处处发散”的级数,则对每一个这样的级数 
说来,存在着以点 x = 0 为中心，从-开到丑(这儿收敛半径丑 > 0,但也可以是无穷) 
的收敛 区间. 这区间是否包含端点在内，要看情况怎样来决定. 

考虑依二项式工-吻(代替 ： r ) 的乘幂展开的更普遍形状的幂 级数： 

OO 

a n( x ~ ^o) n = ^0 CL\{x ~ Xq) + . •. + a n {x — Xq) 71 + … （ 2) 

0 

这种级数跟形如 （1) 的级数没有本质上的差别，因为用一个简单的变量 替换: Z-ZC) = 
?/( 只有变量表示法上的不同）就可把它化成级数 （1). 对级数 （2) 说来，如果它不是 
“处处发散”的〉也有收敛区间，但这次中心是 点吻， 从吻 - i ? 到卻+凡它的端点, 
跟级数⑴的情形一样，可以属于，但也可以不属于区间内. 

在以后几节中我们要详细地研究幂级数的性质，它们在许多方面都与多项式相 
似，多项式是幂级数的段（部分和)，这使幂级数成为近似计算的便利的工具.由于这 
个事实,把预先给定的函数按0； - 吻的乘幂（特别情形，按: r 的乘幂）展开的可能性 
的问题，亦即把函数表示成类型 （2) 或⑴的级数和形状的可能性的问题，就获得很 
大的重要性. 

在这儿我们要研究初等函数的如此的展开式，并且在 124 〜 126 目中详细研究 
过的泰勒公式给我们打开一条通向解决所提出的问题的道路.事实上，假定所考虑 

的函数/ ㈤ 在区间[邱，吻+丑]或[吻 - H ) x 0 ]( H >0) 上具有各阶导数（因而它们 
都是连续的).于是像我们在第 126 目中已经看到的，对于在这区间上所有的 x 值， 
即有公式 
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其中余项 r n ㈤ 可以表示成第 I 26 目中所指出的形式中的任一个.同时我们可以取 
n 任意大，即是，把这展开式进行到 x - x 0 的任意高的乘幂. 


这就自然地引出无穷展开式的想法. 


/⑷ 


/(^o) 



1 ! 



^ o ) 





(4) 


这种级数——它跟收敛与否及是否具有和 /&) 无关—— 叫 做函数/(4的 泰勒级 
数 .它有 （2) 的形状，并且它的系数 



叫做泰勒系数. 

因为/⑷与泰勒级数 n +1 项和数之间的差数，由于（3)，恰好是 r n ( x ), 所以显 
然:在 某一^ 值时，展开式 （4) 实际 上成立的必要充分条件是.在 这个 x 值时 、 泰勒 
公式的余项 r n ( x ) 随着 n 的增大而趋于 0: 

一 L11X1 ■|_■■|■|| >■ _ !圆/ ‘圓 ■圓一 ■_ " "" " 


lim r n (x) 


0. 


⑹ 


这等式是否成立，以及在怎样的$值时这等式成立，在研究这些问题时，依赖于 
n 的余项 r n ( x ) 的各种形式对我们是有用的. 

常常要讨论跟 x 0 = 0 与函数/( ㈡ 直接按 z 的乘幂展开成级数 



的 情形； 这级数具有 （1) 的形状，系数为 


⑹ 



现在更详细地写出适合于这一特别 假定: 吻二0 [ 126 ] 的余项 。(: c ). 


⑺ 


拉格朗日形式: r n ( x ) = ’( n +1) 0 + i ， 

(n + 1)! 

柯西形式: r n ( x ) = 户 +1 : ㈣ (1 — 6) n x n+l . 

n! 


⑻ 


⑼ 


并且，关于因数0只知道它包含在0与1之间，但它在: r 或 n 改变时（甚至在从这 
一形式换成另一形式时）可以跟着改变. 

现在讲一些具体的展开式. 

①这级数通常 叫做麦克劳林级数， 参看第一卷 124 目和 125 目的有关脚注. 
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404. 展开指数函数、基本三角函数及其他函数成为级数 首先证明下面的简 

单定理，它直接包含了一系列的重要情形. 

若函数 f ( x ) 在区间[0，丑]或[一丑，0](丑 > 0) 上具有各阶导教，并且当： r 在所 
给区间上变化时， 所有这些导#的缺对俏神和同的 粉尽 令 . 

3 Wx eX ; \f^\x)\^L (10) 


这儿 i ： 不依赖于 n )， 则在整个区间上展开式 （6) 成立. 

事实上，取拉格朗日形式的余项 r n ( x )[ J)l (8)], 由于（10)，我们有 


r n (x ) = 


|/ ( n +1) ( ftr )| 
(n + 1)! 


x 


n+1 


( L - 


丑 n+l 

(n + 1)! ’ 


像我们在 35,1) 中见过的，当 n 无限增加时，表达式 
364,5°] 也可从级数 


丑 n+l 

( n +1)! 


趋于0;但是，这 [由于 


的收敛性推/ 



：370,2)( a )]. 但在这样的情形下, r n ( rc ) 就具有极限0,这就证明了我们 


的断言 ■ 

( a ) 可把这定理应用于在任何区间 \- H , H ] 上的下列 函数: 


f ( x ) = e'sin a :, cost . 


因为它们的导数 f ^\ x ) 分别等于 


e x ) sin ( x + n * 



cos : r + n • 



并且在这区间上，函数 P 的各阶导数的绝对值以数^为上界，而函数 sinrc 与 C0S 2 
的各导数的绝对值以1为上界. 

因为在1 25 ，1)一 3 )中我们已经计算过这些函数的奉勒系数，所以可以立即写出 
展开式： 




X 


2k-l 


(2 k -1)1 


I 

{ cos X = 1 

i 



2 ! 




X 


4! 





4 ■ 


+ ( _1 ) 


k 


X 


2k 


㈣! 





它们在任意 ^ 值时都成立. 


由) 

( 13 ) 
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⑹不难用类似方式得到基本 双曲函 数的展开式，但更简单的是回忆一下它们 


的定义: 


sh x 


e x — e— x 


e x + e 

~~ Y 



5 


ch x 


—X 


然后用把级数 （ li ) 与下面的级数逐项相加或相减的方法引出这些展开式.这级数是 
在级数 （11) 中以 - z 代替 z 而得 到的： 


e 


—X 


X 

1! 


X 



2 ! 




+ (-i) 


n 


X 


n 


n \ 


+ 


用这方法我们找到: 


3 


5 


sh x 


ar x 

X + rrr + ttt + * … + 


2k-l 


i 

i 


3! 


5! 


(2 k 



+ 


^ch x 


1 



2 4 

X 

+ — + 


2 ! 


41 

■ ■卷 


+ 


x 


2k 


4 


(2 k )\ 


+ 


(b) 开头所证明的定理就不能用到函数 y = arctg x ±. 实际上，在 116,8) 中已 
求出的这个函数的第 n 阶导数的普遍表达式 


\ 

\ 


V 


(n) 


(n — 1)! cos n y - sin ?^ 


丌 

y H —— 
y 2 


(14) 


并不保证所有的 y (n) 有共同的界. 

因为对应的泰勒级数[参看 125,6)] 


X 


X 3 X 
■ + - 


5 






k-1 


X 


2 fc-l 


2 k 


1 


+ 


只在区间上收敛 ' 所以在这区间外已经用不着说到用这级数来表示函数 
arctg x . 反之，对于|以1，依拉格朗日公式 (8) [考虑到 (14)1, 我们有 


V 


n 


⑷I ^ 


COS 


n+1 


ye • sin ( n + 1)(^ + 


7T 



n 



X 


n+1 




n 



r 


其中如 

有展开式 


arctgl 由此显然可知、,〜 ㈤ — 0,于是对于在区间 [-1,11 上所有的 x 值 


i 


1 arctg x 


x 


3 


x 


5 


X 



3 



'■ 參參龜 



+ (—1) 


k—1 


X 


2k-l 


2 k - 1 


+ 


(15) 


我们再一次强调， 龜 aTctfr 百龜间^頃 有确定的意义 但 雇开式 （15) 在那 

儿就是不正确的，因为级数没有和. 


特别地 


5 



X 


1时，从级数 （15) 可得到著名的莱布尼茨级数 


7T 

4 


1 - - + - 






k-l 


2 k ~ 1 


+ 


(16) 


这是 给出数 7 T 的展开式的第一个级救. 


①按 [377] 达朗贝尔判别法容易 确信： 如果 ㈣ < 1，级数（绝对）收氣而当问> ：!时级数发散. 
当 : r = 士1 时级数的（非绝对）收敛性可从 [381] 莱布尼茨定理推出. 
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405. 对数级数 如果取 ln(l + x)(x > - 1) 作为函数 fix ), 则对应的泰勒级数 
是这样的 [ 125,5)] : 



这级数只对于在区间（-1，1]上的 x 值收敛这就是说，研究余项 r n (^) 的情况仅 
仅对这些值来说才有意义. 

首先取拉格朗日形式 （8) 的余项.因为 


/ (n+1) ㈤ = 



n ! 

(1 + x ) n+1 


[116,2)], 所以 

1 r n+l 

V n ( x ) — (―1广 一 —T - /I I /d \ n _Lj (0 < ^ < 1). 

n + 1 (1 + 0 x) n+l J 

如果 0 < x < 1，则最后的因式不超过1，由此 

|^ n (^)| ^ 几 + 1，于是 ” n ( Z ) ―^ 0( 当?！ 一 ^ OO 时). 


但是， 当 X < 0时，这个因式的情况不明，因而必须采用柯西余项形式[见 （9)]. 


我们有 


r n ( x ) = ( 



(0 < 0 < 1)， 


于是 


rp 打十1 



因为当 x > -1 曰寸有 1^0 x > 1-0, 所以最后的因式小于1;因而，只要 ㈣ < 1，就 
显然有 r n ( x ) 0. 

很有趣地，虽然柯西形式完全解决了在 -1 与1之间的所有 a ： 值的问题，但当 
rr = 1时，它什么结果也不能 给岀； 因为在这情形下我们得到 


r n ( l )|<( l -^)-, 


但由于0随 n 而变的可能性，不能断定 （1 



n 


o . 


所以，总起来说 5 对于在区间上 = U 1_ 上所有的0；值，事实上，有 


ln(l + x ) = x ~ 


x 


2 


X 


3 


2 






71 — 1 


X 


n 


+ 


n 


特别地，当 x = 1时就得到我们熟悉的级数 


In 2 


^ JL A. 

1 _ 一 -|- 一 


一 1 


■ ■■蠡 




+( - + 


# * ■ 


①比较上页的 脚注； = 



X 


-1时可得到（只有符号上的差别）发散的调和级数 
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从级数（ I 7 )可以导出另一些有用的展开式.例如，以代替其中的： r 后，从级数 
( 17 )中逐项减去所得到的级数（在此我们认定 | x | < 1)，就得到下面的级数： 


n 




(19) 


式 


406. 斯特林公式 作为应用，我们 说明， 如何借助于这级数可以导出一个重要的分析公 
一 斯特林 ( Stirling ) 公式. 


在 （19) 中取 ; r 


+ 1 


，其中 n 是任意自然数.因为在这情形下 



X 



—X 


2n + 1 


n + 1 


n 


5 


2n + 1 


所以我们得到展开式 


In 


n + 1 


2 


n 


+ 1 


+ 3 ■ (2 n-h l ) 2 


+ - 


(2n+ l) 4 


+ 


( 20 ) 


这展开式可以改写成下面的 形状: 


n + - I In 


1 + - 

n 


! , - 1 ! 1 1 
3 (2 n-h l ) 2 5 (2 n + l ) 4 


+ 


这个表达式显然大于1，但小于 


+ 3 


(2 n + 1) 


2 



(2n + 1) 


+ 



12n(n + 1) 


所以，我们有 


1< I ) In [ 1 + — I < 1 

2/ V n 



12n(n + 1) ’ 


由此，取指数，得到 


n+ 


e < 


1 + — 
n 


1 

5 < g 1 十 12n(ti + l) 


现在引进序列 & 


n!e 


n 


n n+ 5 


* 这时 


n+ 


a 


n 


H - 

n 


2 


^n+1 


e 




从上面的不等式即可推知 


1 


< 


a 


n 


L 


江 n+1 


< gl2n(n + l) 


e 12 八 


i 


e 12(n + l) 


于是，一方面， a n > a n + i ， 另一方面 


a n - e ™ < a n +i * e 12 ( 几 +i) 
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由此可见，随着 n 的增大，序列 a n 递减（保持下有界，例如，以0为下界)，并且趋于有限极 
限 a ; 而序列 a n . e ~ Tk 递增，并显然趋于同一极限 a (因为 e -ifc 1). 因为对任何 n ， 不等式 


a 


n 


e 12n < a < a 


成立，所以可以找到包含在 0 与 1 之间的这样 的数仏 使得 


0 


a 


a 


n 


e 


12 71 


或 an 


0 


4 12n 


a ‘ e 


(我们指出 ， 一 般说来，数 0 依赖于 n .) 回忆一下变量的定义，我们得到 


n ! 


a 


\fn ^ 


/n 


e 


n 


6 


(0 <0 < 1 ). 


( 21 ) 


现在剩下的事只是定出常量&为此目的，回忆一下沃利斯公式 [317], 这公式可写成下面的 


形状: 


丌 

2 


lim 


71 


2ti + 1 


2 n !! 


(2 n - l)H 


2 


在括号中的表达式可用下面的方式加以 变形: 


2 n !! 


(2 n - l )!! 


(2 n!!) 2 

2 n ! 


2n 


( n !) 


2 


2 n ! 


在这儿用公式 （21) 


n \ 的表达式代替 n !, 而用类似的表达式 


2 n ! 


a 


V 2 n 


2 n 


2n 


B 1 


e 24n 


e 


( 0 < 9 ； < 1 ) 


代替 2 n !， 用初等方法化简后，得到 


2 n !! 


(2n 


1 )!! 


a 



40 - 9 / 

g 24n 


于是 


由此 


- =lim 


2e - e / 


2 n _ 

—— a ■一 • e 12n 

n—>oo 2 n + 1 2 


a 


2 


4 


a 


2 


27 r 向 a 




把这个 a 值代入公式 (21), 我们就得到斯特林公式 


in ! 


71 


v27m ( — 


0 


e 12n 




e 


( 0<0 < 1 ), 




这公式使我们可能估计很大 & n 值时阶乘 n ! 的数值 


建议读者作为练习实际求出级数 



nln 


+ 1 
2 n — 1 


1 


n 


的和.这个级数的收敛性在 367 目 9)(6) 中已证明过了. 

提示： 计算第 n 部分和，借助斯特林公式作变换后，取极限.答案： 去(1 - In2 ) 
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407. 二项式级数 最后，取/( ㈤ = (1 + x ) m , 其中 m 是任何异于0及异于所 
有自然数的实数(在自然数 m 时按牛顿公式可得已知的有限展开式).在这情形下， 

泰勒级数具有下面的形状 [125,4)]: 


1 + mx + 



m(m — 1 ) … （m — 

1 - 2 . n 




这级数叫做 二项式级数， 而它的系数叫做 二项式系数. 在对 m 所作的假定下，这些 

系数中任何一个都不是 0( 反之，如果 m 是自然数，则及所有在它后面的系数 

都变成 0). 利用达朗尔判别法 [377] 容易确定，当 M < 1时二项式级数（绝对）收 

敛，而当 | x | > 1时级数发散.我们将在 | x | < 1的假定下来作余项 r n ( x ) 的研究，并 

且一开始就取它的柯西形式 （9)( 拉格朗日形式在这儿给出的答案不是对所有的 xU 
的). 

因为 


f^ nJrl \x) = m[m — 1) … (m — n + l)(m — n)(l + x) m_n 一 1 


所以就有 


r n {^] 


m(m 



(m 


n)(l 



Ox ) 


m — n — 1 


•2 


n 



e ) n x n+l 


重新配置因数之后，把它表示成下面的 形状: 


r n { x ) 


(m 


l)(m 



暴參 


(m 


1 


n + 1) 


2 


x 


n 


n 


mx(l + Ox ) 


m — 1 



n 


1 6 x 


这三个表达式中的第一个是二项式级数的通项，但对应于指数 m - 1;因为当 
|. x | < 1时二项式级数收敛，不管指数是怎样的，所以这个表达式当 n — oc 时趋于 0. 
至于其他两个表达式，则第二个的绝对值包含在与 n 无关的界 


mx\ ' (1 — | a ;|) m-1 与 \mx\ - (1 + | x |) m_1 

之间；而第三个，与405中一样，小于 1. 这样一来，〜⑷ — 0, 亦即对于 | x | < 1 说 
来，有展开式 

Xi , 、 m … m(m — 1) o - 1) … （m — n + 1) ^ , 

(1 + x) m = 1 + mx + \ 0 : x 2 + … 屮 —— — v - } -x n + … (22) 

1 - l 1 - 2 . n 

它也是跟牛顿的名字联系着的. 

我们还没有考虑过在值 X = ±1时展开式的适合的问题.容易想出，二项式级数是超越几何 
级数的特殊情形，并且可从后者 当 a = = 7 时，以代替 a ; 而得岀.由于这点，按照 

402,8) 中的表，容易作出二项式级数在它的收敛区间的端点 : r = 土1 上特征的敛散情况 的表： 


X 1 

m > 0 

0 > m > —1 

m ^ —1 

绝对收敛 
非绝对收敛 
发散 

iE = — 1 

m > 0 

m < 0 

绝对收敛 
发散 
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可以证明，每一次当二项式级数收敛时，它的和就是 （1+ x ) m 在这儿我妁不讨论这点，借以 
避免余项的烦难的研究，因为这结果可简单地从以后将要证明的一个普遍定理[参看 437,6°] 推 
出. 

我们指出二项式定理的一些特别情形，例如，对应于 m = -1， t - $的 情形： 


1 — X + 一 • • ■ + ( — 1) 




1 



X 


n^n 丨 

X + 


» to » 


(―1 < X < 1 ) 


(通常的几何级数)，然后， 


与 


Vl + X = l-\- -X -- 



X 


2 


16 


x 3 - 


128 


x 4 + 




- 1 ) 


n— 1 


(2 n 


3)!! 


2 n \\ 


x 


n 


-1 ^1) 


2 


vl 



X 


： 1 - 2 " + 8 " -16 


+(- 1 广 1 ^， 




128 


+ 


• v « 


( 一 1 <C x ^ 1) 



(24) 


这是重要的，强调指出：在有 MLm 的情形下，二项式级数的和总是给出根式的算术的值. 


附注 I . 下面的有趣的展开式，例如属于施勒米希 ( Schlomilch ) 的展开式，就建立在这特别 
情形上面.首先.在 （23) 中令 : r = - y \ 其中 -1 彡 y 彡1，我们得到 


V 


2 



(2n — 3)!! 2n-l 
~~ 2 nM ^ y 


n 


然后，在这儿用表达式 2 代替 y ， 其中 Z 在- oo 与 + oo 之间变化.有 

I + Z z 



如果 M 彡1， 
如果 lz > ]_• 


这个例子因为下面的事实而是很有兴 趣的： 因为对于在不同区间上由不同的分析表达式2：与 
^所定义的函数，同时却给出一个单一的在级数和形状下的分析表达式[比较 46,363,5)]. 

Z II . 在上面所有考虑过的例子中，函数展开成泰勒级数引出这样的结果：对于使级数收敛的所 
有的: r 值、级数的和等于建立起该级数的那个函数.因此，可能会引起读者这样的 猜疑： 要保证展 
开式 （4) 或 （6) 的成立，甚至想不必去检验关系式 （5), —般地以为只要确立级数的收敛性就够了. 

可是，事实上事情并非这样.例如，如果回到在138目附注中考虑过的函数 


f ( x ) = e ~^ (当 x / 0时)，/(0) = 0, 


则对于这个函数，如我们见过的，虽然在 x = 0 时有各阶导数，但在这点都变成 0. 系数全部是0 
的形如 （6) 的泰勒级数当然处处收敛，但是任何一个 a ; 值（除^ = 0外）都不能够再产生原来的 
函数的值. 
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408. 展开 sin 2 与 cosrr 成无穷乘积 我们在上面熟悉了一些最重要的初等函数依: r 的乘 
幂展开的无穷级数展开式，亦即熟悉了把这些函数表示成“无穷多项式”的形状.在本节末了，我 
们要把 sino : 与 cosx 表示成无穷乘积的形状，这些乘积仿佛是实现分解成对应于“无穷多项式” 
的因式. 

我们从推导一个辅助公式开始.从代数学中我们已经 知道棣莫弗公式® 


cos z -\- i sin z ) 


cos mz + i - sin m 之， 


其中 m 认定是自然数.依普通法则解开左端的括号，并比较左端与右端的“虚单位％ 
系数，我们得到 



- 1 的 


sm mz = m cos^ 1 sin , - 咖_ 1 )( 爪— 2) cos^ 3 z • sin 3 z + 


ft 蠢 


1-2-3 


如果 m = 2n + 1 是奇数，则按 公式: cos 2fc ^ = (1 - sin 2 z ) k 替换余弦函数的偶次幂后，我们把所 
得结果表示成 


sin ( 2n + l)z = sin 2 - P(sin z ), 

其中 P(u) 是一个 n 次幂多项式. 

如果用 u u u 2 ) …， u n 表示这多项式的根，那么这多项式可以用下面的方式分解成因式 


(25) 


P ( u ) 


Cl{lL- _ lii) 


b m 


(1Z — lin ) — 


A 

( 

u \ 


U \ 

1 - 


\ - 

■ 


V 

U\ ) 

V 

Un ) 


从 （25) 容易定出根 ui , U 2 




n 


，只要注意到，如果 z 使 sin ( 2n + 1 ) 2 变成 0 ，但保持 


7T 


sin ^ 异于 0 ,则 sin 2 z 就一定是多项式 P(u) 的根.显然，包含在 0 与 f 之间并且依次递增的值 
之= ，… ， n ^^， 对应着也是递增着的（因而是相异的）根： 


2ti 1 + 1 


+ 1 


• 2 ^ 

Ul = sm ^ TTT ^ 2 


sin 2 2 丌 


2/1+1 


，乜 


sin 2 n 


7 T 


2 ti 1 


最后，系数 _A = _ P ⑼可以作为当 z — 0 时比值 sin ( 2n + l ) z / sin z 的极限而定出；由此 ^4 
2n + 1 . J 

这样 一 来，就得到公式 


sin ( 2n 4 - l)z = ( 2n + 1 ) sin z 


1 


sin 2 z 


sin 2 2 


sin 


2 


7 T 


2n + 1 


sin 2 n 


丌 


2,71 ~r 1 


令 


X 


z 


+ 1 


，可把这公式改写成 


smx 


( 2n + 1 ) sin 


X 


sm 


2 


X 


2/1 + 1 


1 


277 / ~h 1 


sm 


2 


x 


sm 


2 


7T 


l - 


271+1 


2n + 1 


sin 2 n 


7 T 


(26) 


2n + 1 


我们认定： c 异于 0 , 士 7 T ， 土 27 T ， …，于是 sin x 7 ^ 0. 在条件 （ A ; + l ) 7r > | a :| 下取自然数 A :, 并 
设 n > / c . 现在把 sinx 表示成下面乘积的 形状： 


smx 




(n) 


) 


(27) 


® 例如，参 看下面 453 目. 
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其中 


ui n) 


(2 n + 1) sin 


X 


sm 


2 


x 


2 n + 1 


sm 


2 


X 


+ 1 


sin 


2 


7 T 


1 


+ 1 


2 n + 1 


sin 2 k 


7 T 


2 tz + 1 


只包含 A ： 个在括弧中的因式，而 


yl n) 


sm 


2 


X 


27i+l 


sm 


2 


x 


sin 2 (fc + 1) 


7 T 


2 n + 1 


2ti 十 1 


• 2 爪 

sm n 


2 n + 1 


包括所有其余的因式. 

暂设 k 是固 定的； 容易找到当 n 
因式组成.因为 



时 ^ n ) 的极限，因为这个表达式由确定的有限多个 


lim (2 n + 1) sin 


X 


2 n + 1 


X ， 


sm 


2 


X 


lim 


2 ti + 1 


X 


2 


n 


sin 2 h 


7 T 


2 n + 1 


h 2 7T 2 




所以 


U k 


lim U ( k n) 

n—^oo 


X 1 


X 


2 



由于 (27)， 极限 


J \ 


1 


x 


2 


X 


2 


47 T 2 ) 


k 2 7T 2 ) 


Vk 


lim 


\ 


存在，并且 


sin x = U k ' 14. 


现在研究极限〗 4 的估值. 


7T 


已知，对于 0< p <^ 不等式 


2 


7T 


(p < sin < (p 


成立 [54, ⑼； 133, 1)]. 所以 


sm 


2 


x 


< 


X 


2 


2 n + 1 (2 n + l ) 2 


并且 


sin 2 h ^ 


2 n + 1 


> 


4 


2 2 


h 7T 


丌 


2 


(2n + 1) 


2 


( h 




A : + 1， * 


m 鼴 


) 


n ， 


于是 


!>^ ( 


n) 


> 


X 


2 


4 (/c + l ) 2 


囅 》 蠱 


1 - 


X 


2 


4n 2 / 


(28) 


无穷乘积 



1 


X 


2 




Ah 2 
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(其中知如此挑选，使得4砧> z 2 ) 收敛，因为级数^收敛 [401, 定理5。].因此余 


乘积 


14 



X 


2 


h = fc+l 


4/i 2 


3 k 


oo 时应当趋于1[401，2。]-显然，如果写 




> t 4, 


我们只加强了 （28) 中的第二个不 等式； 当 n — oo 时取极限（在固定的 A : 下)，得到 


> Vk ^ Vk ^ 


由此推知， 


lim Vk = 1，于是 lim Uk 

k — >oo k 


smx, 


最后，我们就得到有名的展开式 


smx 


x 



1 


x 


2 


n 2 7r 2 J 


x 1 — 


X 


2 


X 


2 


7T 


2 


47 T 2 / 


X 


2 


n 2 7 r 2 / 


(29) 


这是欧拉首先建立的. 

自然，这个等式对于先前除外的那些值 a : = 0 ) ±7 T ,= b 27 r , ••- 也成立，因为这时等式的两端都 
是 0. 容易看出，这些各别的因式恰好对应于 sinx 的不同的根 


7T 


如果在所得到的展开式中令 x = ^就得到 


2 


7T 


OO 


n( 


1 


4n 2 


n 


于是又推出瓦理斯公式 [317; 比较 4 00, 2 )]. 

我们再指出这个展开式的一个有趣的应用；以 7T：T 代替 X ， 这展开式可以表示成下面的形状 


sm 7 TX 


7 TX 



1 


X 


2 



n 2 


回忆一下函数 r ⑷的定义 [402,(13)] 


X 


1 + 


r ⑷ 


X 



n 


n 


X 

+ 一 
n 


及关系式 r (: r + 1) = x * r(x)[402 5 (15)]. 于是 


一 X 


r(i — x) = —x * r(—x) 



1 + - 
n 


1 


x 


n 


©关于重新配置因式的可能性,参看 402,4). 
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相乘以后，立即得到所谓余 元公式 



i 


r(x) - r(i - x) 


7 T 




Sin7TX 


\ 


5 


这也是欧拉求 得的； 这公式在任何非 整数的 z 值时成立® 

类似于 sinx 的展开式，可导出展开式 


(30) 


cos X 




4 x 


2 


(2 n 


1) 2 7T 


2 



X 


2 


2 n - 1 、 2 

— 7 T 


2 


2r? — 1 

它显出 cosx 的根是士 7 T . 并且，它也可以从 sinx 的展开式依下面的公式得到 


cos X 


7T 

sin [ — — x 

2 


或 


cos X 


sin 2 x 
2 sin x 


最后，我们提一下展开式 


sh x 


x 



x 


2 



n 2 7 r 2 


^ ch x 



1 


X 


2 



2 n — 1 

~~2~~ 


2 


(31) 


7T 


它们也可以借助于相似的讨论建立起来. 


§8. 借助于级数作近似计算 

\ 

409. 一 般说明 在我们所得到的具体的展开式的例子上，我们要说明，如何可以利用无穷 
级数来达到近似计算的目的.我们预先讲述一些一般说明. 

如果我们可把未知数4展开成级数 


A = ai + + a3 + ■ • • + a n + * * * , 

其中 ai ， a 2 ， a 3 , •…是容易计算出的数（通常是有理数)，并近似地令 

m 

A = An — CLi + + ■ • • + fln ， 

那么，所要弃去的一切其余各项的 校正数 可用下面的余式表示出来: 


= 0^n+ 1 + Cln+2 + • • ♦ 

当 n 充分大时，这个误差成为任意小，所以人 1 可以以任意预先给定的精确度来表达儿 

我们感到兴趣的是要简单地作出余式的估值的可 能性； 这使我们当计算接连的部分和时， 
在已经得到了所要求精确度的近似值下，就能够及时停止而不再往下作. 


①特别地，在这儿令 i 我们得到 



2 



因为当 x > 0时， r ( a ；) > 0,所以 r 
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如果所考虑的级数是项的绝对值单调递减的交错级数（“莱布尼茨型”的)，那么，如我们曾经 
见过的[381，附注]，余式的符号即第一项的符号，并且余式的绝对值小于这项的绝对值.对于这 
个估值，在简易这一意义下说来，不能再希望有比它更好的估值了. 

在正项级数的情形下，事情就稍微复杂一些. 

在这情形下，通常是设法找出一个其各项大于我们所关心的级数的各项，容易相加起来的正 
项级数，并对这新级数的余式估值. 

例如，对于级数 rrA 可得到 

^ m z 

1 

TTL — 

m—n+1 ' ’ m=nH-l 



m 


2 


< 



1 


m(m — 1) 




[这个估值跟 373,(11) 式中借助于积分法所得到的估值一致1，而对于级数1 + ^7,有 

mi 



7n=n - 1 


1 1 1 1 

n\ (n + l)**‘m n! (n + l) m ~ n 

m = n + l m —n+1 



n!n 


[在 37 中计算数 e 时，我们实际上就是利用这个估值的 1. 

通常是求数乂的十进位近似值，可是级数的项也可以不用十进位小数来表示.在把它们变成 
十进位小数时，依尾数的取舍规则使它们进一位，又是新误差的来源，这也应当计算进去. 

最后，我们指出，具有使我们感到兴趣的数 A 作为和的任何级数并非都是适合于此数 A 的 
实际计算的（哪怕它的项是简单的，并且佘式的估值也容易作出来的).问题在于收敛的速度，亦 
即在于部分和向数4接近的速度. 

作为例子，取分别给出数^与 ln 2 的展开式的级数[参看 404(16) 与 405(18)]: 




与 



为了要利用它们来计算这两个数，比方说、精确到在第一种情形，必须加到五万项，而在第 
二种情形，加到十 万项； 这当然是不能实现的.下面我们用不着费多大的力就可计算上述两数甚至 
到很大的精确度，但利用的是更合适的级数. 


410•数 7 T 的计算利用已知的反正切函数的级数 [404,(15)] 


如果取 : r 


丁 3 ^5 rp 

arctgrr = x —— — + — -- + 


邐 ■ _ 



5 


7 




，贝 ij arctgx 


7T 



，我们就得到级数 


(一1 ^ X ^ 1). 



这对于计算已经是合用的， 

回忆一下反正切函数的加法公式 


arctg：r + arctgy = 


arcts f ^ 0 


® 在这形状下的这个公式，只在角度的和依绝对值< ^的假定下才是真确的 [50]. 
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并选取任何两个满足关系式 


1 — 柯 


1 或 （x + l)(y + l )=2 


的真分数作为^ 及％ 即有 


7T 

—= arctgx + arctgy = 




例如，令 1 = - = 1，我们得到 


TT 

4 




1111 
— 4 11 ■ - ■■ 一 -暑， … 1 

3 3 3 5 3 5 




可是，对于数 w 的计算，还有更方便的级数.令 


a = arctg -于是 


tga 



10 

12 _ 120 
25 _ 119* 
' 144 


由于这数的接近于1，显然可知，角度 4 a 接近于 



} 即有 


由此 


tg/3 = 


120 


119 

:120 
1+ 119 


239 


，于是= arctg 


239 




入 /% 





1 / l^ri 






7 r = 16 a — 4/? = 16 



1 

5 



1 

53 



1 

5^ 


1 

7 


1 1 

—+ _ 
5 7 9 


1 

59 ~ 






这就是 梅钦 fMachin ) 公式^ 

我们要按照梅钦公式计算数 7 T 到小数后第7位数字.为此，只需要上面实际上已经写岀的那 
些项就够.因为两个级数都是莱布尼茨型的，所以在被减数与减数中，弃去了的未写出的项的校正 
数，分别是 

A A 16 1 ^ A 4 1 

° < Al < 13- 5 13 < W 与 ° < A2 < 5 - 239 5 < 10^ * 

把保留下来的项化成十进位小数,使它们（依小数的尾数取舍规则）近似到第8位数字.把计算列 
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b ■ 

411 

k ， 


成下表（括号中的士号指示校正数的符 号): 



16 


16 

5 ■ 5 5 
16 

9*5 9 


= 3.200 000 00 

= 0.001 024 00 

= 0.000 000 91 
3.201 024 91 


(+) 


3.201 024 91 
-) 0.042 695 96 
3.158 328 95 


算出全部校正数，有 



16 


3-5 3 


16 


7-5 7 

+) 

16 

11‘5 11 — 


4 _ 


239 _ 

-) 

4 

o 


0.042 666 67 ㈠ 


0.000 029 26 (-) 


0.000 000 03 (-) 


0.042 695 96 
0.016 736 40 (+) 


0.000 000 10㈠ 


0.016 736 30 


3.158 328 95 < 16 a < 3.158 328 98 
-0.016 736 32 < - A (3 < -0.016 736 30, 


于是 


3141 592 63 < 7 T < 3.141 592 68. 
所以，最后， 7 T = 3.141 592 6 •…， 并且所有写出的数字都是真确的. 


411. 对数的计算级数 

■ 


In 



= ln(n + 1) — Inn 


2 

2?i + 1 



1 

(2 n + l ) 2 




⑴ 


是计算的基础，在第406目中[参看 (20)] 导出斯特林公式时我们已经利用过这公式. 

当 n = 1时，得到 ln 2 的展开式： 


In 2 


2 




11 


9 5 


这级数对计算是完全合用的.例如，只要限于已经写出的这 些项， 我们证明可以找到有9位真确 
的十进位数字的 In 2. 

事实上，如果弃去这级数从第10项开始的那些项，那么，相应的校正数就是： 

A 2/1 1 11 \ 2 A 11 \ 

•研+ 豇 • — + ‘‘‘）< 3-19.99 P + 石十庐 + …」 

一 1 2 
=12 • 19 • 9 8 〈 lQio * 
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计算到10位数字，作岀 下表: 


2 



2 


3*39 


2 


3 • 5 ■ 9 2 


3个9 3 


2 


3 * 9 * 9 4 


2 


3* 11 -9 5 


2 


3 • 13 ■ 9 6 


2 


3 • 15 • 9 7 


2 


3 ■ 17 * 9 8 


0.666 666 666 7 (-) 


0.024 691 358 0 (+) 


0.001 646 090 5 (+) 


0.000 130 642 1 ⑴ 


0-000 011 290 1 (-) 


0.000 001 026 4 (-) 


0.000 000 096 5 (-) 


0-000 000 009 3 ㈠ 


0.000 000 000 9⑷ 


算出所有的校正数后，我们有 

0.693 147 180 2 < In 2 < 0.693 147 180 9, 

于是 

In 2 = 0.693 147 180…， 

并且所有写出来的九位数字都是真确的. 


0.693 147 180 5 

现在在 （1) 中令 n = 4, 我们找到 


In 5 




21n2+ 9 


1 + I 

3 


1 

81 + 5 


81 2 


+ 



利用已经算出来的 In 2 的值，按这公式容易算出 ln 5, 然后也可算出 Inl 0 = ] n 2 + ln 5. 在这之 
后，可以算出变自然对数为常用对数时的模 


M 


In 10 


到任意精确度；它等于 M = 0.434 294 481… . 乘以这模后，得到常用对数 : lg 2 与 lg 5 

在基本公式 （1) 中取常用对数： 


lg(n + 1) - lgn 


2M 


2 n + 1 


1+ 3 - 


(2 n + l ) 



^ + 5 


(2ti + 1) 


+ 


⑵ 


在这儿令 n = 80 — 2 3 * 10并注意 n + 1 


81 


3 4 ,我们找到 


41 g 3 


31 g 2 


2 M 

161 


+ 3 • 25921 十5 • 25921 2 



m a 


与 


由此容易找到 lg 3, 其次，在公式 （2) 中令 n = 2400二3 • 2 3 . 10 2 ,即有 n + 1 = 2401 = 7 4 


4 lg 7 — 3 lg 2 — lg 3 — 2 = 


2 M 

4801 



23049601 



23049601 2 



于是就找到对数 lg 7. 选配类似的数的组合，可以找到素数的对数到任意精确度，而按素数的对数 
用相加及以自然数乘的方法，可找到复合数的对数. 
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,可以按照另一方式来进行我们的工作，即 直接计算相继的自然数的对数并借助于公 
Ign 过渡到 lg ( n + 1)」 例如，为了计算从1000到10000的数的对数，在公式⑺中只要取一项， 
亦即近似地令 


lg(n + 1) - lg 


2 M 



2n 十 1 


(10 3 ^ n < 10 


在此校正数是 


A 


2M 


2 n + 1 


3 


1 1 1 
(2 n + l ) 2 + 5 • (2 n + 1) 


+ 


< 


2 M 


3(2 n + l ) 3 


1 


1 



(2 n + 1) 



(2n + 1) 


+ 


2 M 


< 


2 M 


3(2 n + 1) .2 n . (2 n + 2) 24 n 3 


因为我们有 n 彡 10 3 , 而 2 Af < 1，所以 


A < 


1 


24 • 10 9 


< 


1 


10 10 ‘ 


哪怕把所有的差误都加起来，一般地说，误差仍然会小于 


10 


1 


2 • 10 10 


2 - 10 6 


. 但在按第 一 种 


方法算出整系列的控制对数之后，这种误差的累积是容易避免的.用这样的方法可以达到极大的 
精确度，同时保持了第二种方法所固有的计算的 自动化 的特点（这是很有价值的，尤其在造巨型的 
表的时候). 


412. 根式的计算根式可最简单地借助于对数表来计算.可是，如果一些个別的根式需要 
很大的精确度，则更适合的是采用二项式级数 [407(22)] 


(1 + X 


1 + mx + 



(m — 1) 



•2 


x 



(m— l)(m —2) 3 

li/ 1 


■2.3 


\ 


假定需要计算并已知这根式的近似值 a (大于或小于真值)，但要求改善它.如果，比方 


说 


A 


k 


+工， 



其中 



是不大的一个真分数，那么可以用下面的方式把根式变形: 


VA 




A 



k 



(1+ X 


h 


并可利用当爪时的二项式级数，有时从等式 


a 


A 


1 + x f 


出发是更合适的，如果|/|又是一个不大的真分数，并且采用另一变形 


Va 


a 


a k 


a 



(1 + x 


k 


A 


此后取 



k 


，应用二项式级数， 
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作为例子，从^的近似值 1.4 出发，计算^到很大的精确度.为此目的，按上述两种范式 
中的一种把根式变形： 




1.4 X 



L 96 


1.4 x 



1 + 


0.04 

L 96 


1.4 x 1 


2 



49 


或 




1.4 


1.4 



L 96 

~ 2 ~ 



1.4 x 1 


2 


0.04 


50 


为使计算容易起见，自然宁愿采用第二种方法.这样，我们有 




L 4 x 


1+ 2 


3 

50 + 8 ^ 5Q2 



35 


16 50 3 



128 50 4 


63 


1 


256 50 5 



蠢 % 


限于已经写出的这 些项； 它们都可以表示成有限十进位 小数: 


1 + 


5 



16 50 3 
35 


1.010 152 5 


128 50 4 
63 


0.000 000 043 75 


256 50 5 


0.000 000 000 787 5 


1.010 152 544 537 5 x 1.4 




L 414 213 562 352 50 


因为在^的幂次下的系数递减，所以校正数可以像通常那样加以估 计: 


A < L4 x 


231 


1024 x 50 6 


x 1 


1.4 x 231 


50 



50 2 



m A 


1024 x 50 5 x 49 


< 


2.1 


10 11 


因此 


1.414 213 562 352 < V 2 < 1.414 213 562 373, 


V 2 = 1.414 213 562 3 


小数后所有 10 个数字都是真确的. 

利用变形 

\/2 = 1.41 ( l - 


119、-4 
20 000； 


容易得到非常多的数字，现在再举出一些类似的变形的例子（借助于二项式级数的计算留给读者 
去作)： 


\/2 


1.73 x 




3 

125 


71 


2 


30 000 


；VTT 


10 



3 




10 

y 


29 


1000 
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413. 欧拉级数的变换 当为近似计算而应用级数时，先对此级数作一个变换有时是有好处 
的.这个按某种规则，用另一个具有相同和的级数代换已知收敛级数,称为变换.当然，仅在新的 
级数收敛更快，并便于计算时，这样的变换才是合适的. 

我们来引入以欧拉的名字命名的经典变换的公式.设给定收敛级数 

oo 

S(x) — 〉： ( - = CLo — (h\X -j- Ci 2 X^ — • . • + + ■ ■. ， (3) 

Jc =0 

其中 X > 0, 我们仅仅是为了方便，才把它的第 / c 个系数表为 ( h 完全没有假设 所有如 > 0. 
对于序列 dfc(/c = 0， l ，2,. …）我们在研究时引入序列的差分(这与在 122 目对具有连续变量2：的 
函数 f ( x ) 所作的类 似)： 

八 2 

△ — Qz/c》△ Q/fc = — — Clfc+2 — + CL 允， 


—般地 


A p a 


k 


△ P 


^/c + 1 


A 


p-i 


Ojk 


dk+p — C^a/c+p-i + Cgafc+ P 一 2 —… + ( —l) p a/c 


⑷ 


把已知级数改写为 这样: 


S ( x ) 


do 


1 -\- x 


a\X — aox 

1 + x 



a2X 2 — aix 2 


a 3 X 3 — a 2 X 3 


1 



x 


1 



X 


+ 


这是容许的，因为新级数的第 A : 个部分和与级数 （3) 的同类部分和相差的仅仅是 




k + 1 


这 一项， 由于原先级数的收敛性，这一项当 A : 


1 



x 


- 1 ) 


fc+i 



时趋于0[邾 4 ,5。]•为了简化记号，现 


在引入 差分: 




1 + x 


- Q o 

{ao — Aao * x + Aai - x — Aa2 ■ 2 ：十 • ‘ • 


保留第一项 


CIO 


1 X 


，把余下的级数 


X 


1 



X 


X 

{△ao — Aav ^ x + Aa2 


x 2 — 




如同 S ( x ) 那样改写为 


X 


1 + 2 ： 1 X 


2 … 2 ? 


{△(20 — △CLQ * x -f- CLi 


} 


的形式，因此，再次分出第 一项， 便有: 


S ⑷ 


CLo 


Aao 


1 + x 


(1 + $ 


2 


• X 七 


X 


2 


(1 十$ 


.{ A 2 


— * X + . •. 




继续这样进行下去，经 P 步之 后得: 


处) 


ao 


Aao 


A 2 ao 



x 


(1 + 4 


2 


X + 


(! +^) 


3 


X 


2 


—. … + (― l ) 


-1 A^-^q 

(1 + x)p 


- x p 


一 1 


+ ^ p( x )y 


⑸ 
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其中 


R P ( x ) 


(- 1 ) 


V 


X 


V 


{△ p a。— A p ( 2 i - x + A p a 2 ^ x z — • 


2 


(1 





V 


» 4 


(-1) 


X 


(1 + Z 


V 




fc =0 


现在来证明:当 p — oo 时趋于 0. 

把 p 阶差分用它的展开式 （4) 代入，并重新排列和式，得到 


Rp ( x ) 


(1 + x)p 


E(-D 


k ^ P X k+P 


r 

y ^(- i )^ pQfe + P - 


% 


1 


k =0 

P 


i =0 


(1+0： 


Z(-i 广 - w P -# fc+p 


l 


i = 0 


k = 0 


若引入对原先的级数 （3) 的余式的表示，令 


r n 



1) 


fc+n 


江 / c + n 工 


/c+n 


(n 


0，1，2, 


■ m 


)， 


A;— 0 


m Rp 的表达式最终可以写成 


R P ( x ) 


ELo C W - r P-i( x ) 

(1 + 4 




(1 + x ) 


因为 


r 


n 


㈤ 


0,则根据 391 目6。，&(>) 


0 


在 （5) 式中令 p 


— oo 


而取极限，求出 


S ( x ) — 


1 x 


do 


Aao 


X 


2 


l-V x 


+ △ a 0 


X 


2 



X 



- l ) p A p a 0 - 


X 


p 



X 


十 


I * ■秦 


将 列 4 代之以它的表达式 （3)， 便得 到欧拉 变换: 


I 


E (- D fc 


CLkX 


k 


k = 0 



X 


Y^(-ir^ P ao 


X 


p 



f 


I 


p=0 



X 


l 



1 时应用此式，那时它把数值级数变为数值级数: 


⑹ 


乞 (- l) k 


a/c 



- l ) p A p a 0 


2 p+i 


fc=0 


p—0 


i 




⑺ 


414, 例题 


1) 令 


2 + 


，其中 z 是异于 0，- l ，-2，-3-* 的任意常数.在级数 



k =0 


(- i) fc 

z 
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中若去掉前面充分多项，它便是莱布尼茨型级数，因此级数收敛. 

容易计算差分的序列 La k 、 W 借助于数学归纳法，我们得到 




(- 1 ) 


p 


p ! 


z -\- k){z + k 1) … （z + A ; + p ) 


特别地 


A p a 0 = (- l) p 


p ! 


z(z 



1) … （z + p) k 


于是 5 按照公式 （7) 



fc =0 


z k 



V 


o 


2 p+1 z(z + 1) * • * (z + p) 


若令 


z 


, 便得到著名的对 In 2 的级数 变换: 


in 2 = y ^( _i ) 


m 



1 


n ■ 2 n 


n 


读者很明了，对于 ln 2 的近似计算，利用第二个级数，远为有益 得多： 为了得到 0.01 的准确 


度，第一个级数需要99项，而在第二个级数中只需取5项! 


2) 设叫 


z + 2 /c 


^异于0, -2, -4,…把 a ； c 改成如下形式 : djt 


2 z 


,对表达式 


A p a 0 可以利用以前的公式: 


2 +/c 


A p a 


0 


(- 1 ) 


P 


P ! 


2 UI +1 





z 

7 ： +P 


-1) 


2 p+l - p \ 


2 之 (z + 2) • • • (z ~h 2p) 


在这种情况下，欧拉变换具有如下 形式: 




E (- i ) 


k 


Z 


fc =0 



2k 



p ! 


2 乙 ^ z(z + 2) … （z + 2p) 

p—O 


特别地，当 z 


7 T 


1 时由此得出表示 ！ 的莱布尼茨 级数娜 


7T 

4 


E(_d 


k 


k=0 


2k+ 1 



p ! 


p=0 


(2p + l)!! 


3) 对 0 < a : < 1，在 404 目， ( b ) 中有展开式 


arctgrr 


E(-d 


k 


2k 


x 


2/c+l 


k =0 



欲对这个一般的级数应用欧拉变换，在 （6) 式中令 a fc 


的公式（对 z 


1 ): 


2k 



；于是对 A ^ a 0 可利用上一例子 


A p a 


0 


- 1 ) 


(2p)!! 


(2p + i)ir 


此外，在 （6) 式中以: r 2 代替 X 且等式两端还乘上因子 x . 结果便得到 


arctgx 


E(_d 


DO 


k 


fc =0 


2k 


x 


2/c+l 


X 




(2p)H 


X 


2 


P 


1 + x 2 (2p + 1)!! 

p=0 


1 + rr 


2 


⑻ 
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4) 不应认为收敛级数的欧拉变换总是导致收敛性的 改善彳 这时，比较两个具有任意符号的项 
的级数1：^。以与 E^o 4的收敛性质，像在 375 目 7) 中那样，从二者的相应余式 7 n 与< 

的比值的性态出发：若 f — 0,则第一个级数收敛较快，而第二个级数收敛较慢」 

下面就是 例子： 

OO ^ CO 

变为收敛较快的级数 X ]* .去， 

fe =0 p =0 

而 

OO OO 

变为收敛较慢的级数^ 

fc =0 p =0 

5) 在应用级数变换作计算时，直接计算级数的最先若干项，仅对级数的余式作变换常常是有 
益的.我们现在以在 2) 中讲的借助级数计算 7 T 值作为例子来加以说明： 






3 - 5 



(2 p + 1) 




因为 后项与前项之比 所以级 数丢掉的余式总是小于被计算的最后一项 .例如，因 

— Ap i ■丄 Z - 

为第21项 

1-2*3 . 20 

2 • , o 产 - 7T = 0.000 000 37 < 0.000 000 5 ， 

1.3.5. 41 

对上述级数计算了 21 项之后，我们得到小数点后 6 位准确数字.如果直接计算原来级数的前 7 
项，仅仅对第7项以后的余式作变换，得到 




‘2… v 
…… （15 + 2p) 



在这里，括号中的级数的8项已经小于所要求的界： 

1 ■ 2 • 3 • 4 ■ 5 ■ 6 ■ 7 

2 - ---- = 0.000 000 2 ■ ■ ■ , 

15.17 ……29 

为了达到同样的精确度，对比前述的 21 项，除了保持原来形状的 7 项外，只需再计算 8 项，即总 
共 15 项！ 


415. 库默尔变换 我们已看到，基于准确叙述的规则的欧拉变换导致单一的结果，当真不 
总是有益的 [414,4)1- 库默尔提岀的级数变换的方法允许更大的任意性，给计算者的技巧提供许 
多东西，然而，在简化近似计算的意义上是目的性更强的.我们只叙述作为所论方法的思想，并用 
少量例子说明它. 

设给定收敛级数 

A (1) + 4⑶ + …+ A {k) + … • (9) 

欲计算级数具有给定近似程度的和.显然 — 0 (/c — oo ). 取另一个与4⑻等价的无穷小 
a [ k) [62], 使得级数 

4 1) + af ) + ... + #) + … 
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不仅收敛于有限和而且使得这个和易于计算.如果令 


A 


(fc) 


(fc) 

一4 


a 


㈦ 


那么 


a 


㈨ 


i 


o(A ㈦ )， 


艺 ,) 





㈦ 


1 


1 


且计算原先级数的和归纳到计算各项显然更快趋于零的变换级数的和. 


例如，想要计算级数 e 


k 2 


的和，我们记起和等于1的级数 



(S k 


oo 时 ) 


k(k + l) 


1 


1 


k 2 




k(k + 1) 


因为差 


1 


k 2 


k(k + l) k 2 (k^l)" 


于是 



k 2 




l 


l 


/ e 2 (/c + l ) 


且变换级数对计算更为有益. 


所指出的过程可以重复进行，取新的无穷小 a ( 2 k \ 它与 a 




等价 ， 使得级数 


ag ) + + 


• ■ » 


+ CL 


㈦ 

2 


+ 


收敛于有限的、易于计算的和/ 2 ,我们按公式 

fy <=) = a +也 + fx) 
1 1 

把计算原先级数的和归结为后一级数和的计算，这后一级数的项 


— = 0(0^)) 

趋于零比更快. 

重复这个过程 p 次，达到公式 

% 

OO oo 

^2 A(k) = ^1 + ^2 + • ■ ■ + Ap + ^ , 

k=l k = 1 

其中 

CO 

Ai = ^(i = 1 ， 2, ‘ • • ， p) 

k= 1 

是一连串分离出来的级数的已知的和.把事情归结为计算级数 y , T 的和. 


[25,9)] 并注意 


( 10 ) 
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这样，我们在前面引人的，计算级数 ^ 


的例子可以照如下进行: 


于是 

接着是 


oo 

E 

k = l 


fc 2 (fc + i) 


oo 

E 

k — l 


k(k + l)(/c + 2) 



P(A: + l)(fc + 2)’ 



OO 

十 2!E 

k= 1 


k 2 (k+l)(k + 2Y 



+ 3! E 


k 


k 2 (k + l)(k + 2)(k + 3) ’ 


如此等等.经 p 步之后，得到 



同时，我们始终利用为我们已知的公式 



OO 

E 

fc — 1 


k(k + 1) … （/c + p — l)(k + p) 


1 

p - p\ 


[由在363目 4) 中所引人的关系式中，当 a = 0得到的]. 

这样一来，计算收敛较慢的级数的和被归结为计算它的前 p 项（对适当的 p 值). 
的和及 一个收敛较快 的变换级数. 

再举一个更为复杂的例子. 

用 S 办 ——自然数）表示级数 


CO 

E 

fc=i 


k 2 {k + l) 2 --{k^r V -l) 2 ' 


对暂时不定的 y 有 


_ + y k + l + y 

/c 2 (fc+l) 2 ‘，‘（/c + p-l) 2 — (/c + l) 2 (A: + 2) 2 ---(A: + p) 2 

(2p — \)k 2 + p(p + 2y)k + yp 2 

k 2 (k + l) 2 • ■ • (A; + p — l) 2 (k + p) 2 * 


由此可见（当 



1 

/c + y 

fc+l + y " 

2p- 1 

_k 2 {k -\r l) 2 … （/c + p — l) 2 

(k + l) 2 (/c + 2) 2 … {k + p) 2 ^ 


k 2 (k + 1) 


2 


(k-\-p- l) 2 • 


如果以 级数& 的与这些项等价的各个差代替级数&的各项,便得易于计算、其和为 


+ y 


2 p — 1 (1-2*3 …… p ) 2 
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的级数，余（“被变换的”）级数将具有通项 


2 p - 2p p _ 1 (p + 2 v ) k 



P 


yp 

2p- 1 


k 2 (k-hl) 2 


(/c + p) 


现在我们就利用 y 的任意性，选择它使得分子上含有 A ; 的项为零 


V 


3 p 

T 


- 1. 


考虑到所有讲过的，对级数得到这样的变换公式: 


s p 


3 p 


2(2p - l)(p!) 2 



P 


2(2p - 1) 


5 P+ 


由此，把数值 


4*4 


, P 接连代入 P , 有 


(11) 


E 


k 


k 2 


Si 




鲁 + 卜， 


2 52 


3 1 , (2!) 3 

2*2 2 3 2 2 .3!! ’ 


[( P - l )!] 3 

- 1 (2p-3)!! 


S p 


3 


( p — 1)! 


p - 2p (2p 


1 )!! 



( p !) 3 


2P(2p- 1)!! 


Sp+i ， 


最后，将这些等式逐项相加，得到如下结果: 


E 


fc = l 


2 ! 


k 2 


3 ^ _ +- * _ -(- - * — * * * - - 

12 2 * 2 2 3 3 * 23 5!! p • 2P 






(2p —1)!! 



( pO 


3 


E 


2p • (2p- 1)!! U k 2 (k+l) 

k = l 


2 


(知 + p) 


2 


(ii 




(106) 


例如，取 p 


5, 在变换级数中也取 5 项，可以计算原先级数的和准确到 


10 7 


416. 马尔可夫变换马尔可夫 （ A . A . Markov ) 所指出的对变换给定的收敛级数 （9) 


OO 




A 


的方法，同样给计算者留有很多任意性.以任意方式把每一个展开 成收敛 级数，我们有 


A ㈦ 


Ea 


㈦ 


2 


I 


所有这些级数的项组成具有两个列表值的无穷长方矩阵[比较 393,(1)] 
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于是所求的数 A 径直是由这个矩阵组成的；^级数 


的和.其次，还假设所有按列的级数 


A 


EE 。 

fc = l i=l 


㈦ 



收敛，马尔可夫建立了级数 A z 收敛于同一个和 A 的必要与充分条件. 马尔可夫变换 是将一 
个二重级数用另一个二重级数代换： 


A 



例如，在 393 目定理 3 中给出了应用马尔可夫变换的冬今条件[其实，马尔可夫定理本身十 
分宽泛，因为甚至没有假定在定理中所提到的级数的绝对收敛 

395目中的关系式 （13) 是应用马尔可夫变换的例子，所谈的级数4^它的第&项这 
次表为有限项的和 



k 2 


a 


⑻ 



4 fc) + • 


醪 m 


+ a 


⑻ 

k-l 


+ r k 



1 

2*3 …… (/c + 2) 

( fe - l)i 

F(/c+l)--*(2/c 







然后按列求和，便达到所提到的关系式 I ；参看 395,4)]. 

有趣地指出：若应用展开式 


k 2 



则马尔可夫变换，如395目 4) 中已强调的，不给出任何新东西，因为径直回到原先的级数. 

可以构造联系于重复应用库默尔变换的矩阵 （12). 关于这一点在上一目已经谈到了 [参看 
(10)]，但是在那里，库默尔的（变换）过程重复仅仅有限次，而在这里我们考虑的重复进行是延续 
到无穷的.只不过每次应 j ■亥验证当 p — oo 时 （10) 式的“余式”趋于零： 


lim 


P 


E 


k = l 


a 


⑻ 



为了证明这 一点， 例如，对于 （106) 式，我们指出：在余式中出现的和不超过表达式 


因此整个余式不超过量 

\ 


㈣ 2 


OD 

E 

k=l 



k 2) 


P ! 

2p{2p- 1 )!! 



k = l 
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显然，它当 ： p — oo 时趋于零 •在 (106) 中取极限，便得等式 


OC 

E 

fc = l 





2 ! 1 
麵 —I— , • • —I— 

5!! p • 2 P 



1 ( P —1)! 

乙 p.2P (2p - 1)!! 

P=l 


不难看出它与 395 目的 （13) 式恒等. 

然而类似的极限过程并非总是导致有益的 结果: 例如，若在等式 (10 a ) 中取极限,我们直接得 
到等式 



^ k 2 


k=l 




p=l 



p 2 


这样一来，马尔可夫提出的方法给出了十分一般的模式，给计算者提供广泛的可能性，但对技巧有 
较多的要求. 


^§9. 发散级数的求和法 


417. 导言在本章整章中，直到现在为止，对于已给的数值级数 

• oo 

= ao + ai + ^2 + … + + …， 

n=0 

我们是在 部分和的极限 


(A) 


A = lim^4 n 

存在并有限（或者等于有确符号的无穷大）的假定下，取这极限作为级数的和.我们 
总认为“振动”发散级数没有和，并且一贯地不考虑它们. 

在 I 9 世纪后半期，由于数学分析领域中的种种事实，例如两个收敛级数乘积的 

I 散性 [392], 自然地提出了在某些新的意义下(当然与通常意义不同)发瓦 k 数表石 

两可能#问题.某些这样的“求和”方法看来特别 有效； 我们来详细谈谈这个问题. 

必须说明：在柯西建立严格的极限理论（以及与它相关的级数理论）以前，在数 

学的应用上已经时常遇到过发散级数.虽然对于它们在证明中的应用有过争论 ，然 

而有时甚至于曾经有将它们赋予数值意义的企图.譬如，从莱布尼茨的时代开始，已 
经取数 | 作为“振动”级数 


1 — 1 + 1 — 1 + 1 — ]_+•■■ 

的“和'例如欧拉以为这种做法的理 由是： 在展开式 


=I — x x 2 — x 3 X 4 — X 5 ^ — 
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(实际上这个展开式只对问< 1成立）中用1 代替; r 时，恰好得到 

I 

~ = 1 — 1 + 1 — 1 + 1 _ 1 +… 

在这里已经包含了真理的核心，不过问题的提法不够 明确； 这样任意选取展开式造 
成了各种可能，譬如说，由另一个展开式（其中 n 与 m 任意但 m < n ) 


l + x + --+ a ; m_1 

1 + z + …+ x n ^ 1 



1 — x n 



— x n+m + ^2n 



同时就得到 

m H ^ 

— = 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — ••• 
n 

现代分析学用另一种方式提出问题.它是以级数“广义和”的某些精确表述的定 
义为基础，这种定义不仅是为了具体的我们感兴趣的数值级数而建立的，而且还要 
应用到一整类这样的级数上.这种方法的合理性不会引起怀疑：读者必须回忆到不 
论通常的“级数和”概念看起来是怎样简单而自然，它也是建立在（只是被证实为合 
适的）有条件地被采用的定义上 i ‘广义和”的定义通常要 适合两个 条件 : 

第一， 若级数取广义和 A 级数 E 6 n 取广义和 B ， 则级数 E ( pa n + g 6 n ) ，其 

中 P 与 g 是两个任意常数，必须取数 + 作为广义和.满足这种条件的求和法 

称为线性的. 

第二，新的定义必须色含通常的定义作为特例.更精确地说，在通常意义下收敛 

于和 A 的级数必须有广义和，并且广义和同样等于 A 具有这种性质的求和法称为 

里则求和法.当 然,只有在比通常的求和法更广泛的情形下还可以求得“和式”的正 
则求和法才有用处：只有这时我们才能有充分的理由说到“广义求 和”. 

我们现在直接转到讨论在应用的观点上特别重要的两种广义求和法. 


418. 幂级数法 在实质上，这种方法是泊松 ( Poisson ) 所发现的，而且他首先 
企图将它应用到三角级数.现叙述这种方法 如下： 

按照已给的数值级数 （ A )， 作出幂级数 

OO 

> : Oj n X n = 以 0 + CL\X + Cl2X^ + … • + a n x n + •…； ( 1 ) 

n=0 

若这级数关于0 〈: r < 1收敛，并且它的和 f ( x ) 在 rr — 1 — 0时有极限 


lim 

x —1— 0 



A 


则数4称为已给级数的 （在泊松意义下的）广义和. 

例 1) 在这里，根据定义本身，从欧拉所讨论过的级数 


1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 +"* 
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就可导出它的和为 



X 


的幂级数当 T 




0时趋近于极限^这就是说，实际上，在此处精 


确建立的意义下，数^就是所指出的级数的广义和 


2) 我们取更一般的 例子： 三角级数 


2 


+ 


cos n 6 


⑵ 


n 


对于一切值 -7 T < ^ < 7 T , 是发散的. 

实际上，如果 0有芑 7 T 的形式，其中 p 与 g 是自然数，则对于 g 的倍数 n ， 就有 


Q 


cos = 士 1， 


因此违反了级数收敛的必要条件.如果比值 
渐近 健?， 如我们 所知，脑 


丌 


是无理数，则将它展开为 ： a 衷產泣毯，并且作出其 



7T 


m 


n 


< 


n 


2 


从而 


nO 


rmr 


丌 

< - 
n 


这样，对于无穷多个值 


n 


cos n 沒士 1 


7T 

< 一 
m 


因此 


cos nO 


> 1 -- 

n 


由此也可见收敛的必要条件不能成立. 
如果作出幂级数 


CO 


-+ r n cos n 9 (0 < r < 1) 


n 


(在这里字母 r 代替了前面的字母 z ), 则对于不等于0的值义它的和是 


r 


2 


2 1 — 2 r cos ^ + r 2 


(3) 


参考 440(5)], 并且当 r — 1 - 0时趋近于 0. 因此，对于0 / 0,0是级数的广义和.如果沒 




则级数 （2) 显然有和等于 + oo ; 而在这种情形下表示式 （3) 化为 

3) 同样，从只有当0 = 0或士 7 T 时收敛的级数 


1 + r 
Y \ ~r 


0, 


，也以 + oo 为极限. 


sin nO (—tt ^ 0 ^ ti ) 


n 


可导出幂&数 



r n sin nO 


r sm 



2 r cos 0 十 r 2 


n 


l 


[461,6)( a )] > 因此在这次广义和当 0^0 时等于当6> = 0时等于零 
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由此显然可见所讨论的广义求和法是线性的.至于这种方法的正则性，则可从 
如下的阿贝尔定理确立： 

若级数 （A) 收敛，并有和 4( 在通常的意义下)，则对0 < Z < 1，幂级数 （1) 收敛， 
并且当 X 4 1 - 0 时，其和趋于极限4.① 

首先，很明显 [379], 级数⑴的收敛半径不小于1，因而事实上对0 < a; < 1，级 
数⑴收敛.我们已有等式 


a n x n = (1 - x) A n x n 

n=0 n=0 


(其中 A n = a 0 + ai + *.. + a n ) [参看 385,6);390,4)] ; 将其与显然的等式 


n=0 


A = (1 — x) 


逐项相减.令 A - = a n ， 便得等式 


A 


Z a n x n - (1 

n=0 


X 



o^ n x 


n 


n=0 


⑷ 


因为 a n — 0, 则对任意给定的 £>0 存在这样的 TV, 使得只要 n > N , |a n | < 

将（ 4 )式右端的级数和分成两个和式： 

N oo 

(1 - x ) ^ a n x n 及 (1 - x ) 二 a n x n . 

n=0 n=N-\-l 


第二个和式立即可以估计，且与 x 无关: 



^2 OL n ^ n 

n=N-\-l 


彡 （1 




a 


n 


X 


n 


n=JV 十 1 




< 2 *( 1 "^) E 

n=N-\-\ 


X 


n 



至于第一个和式，则当: r — 1时，它趋于0,因而当 a: 充分接近1时有 


(1-x) Z a n x n 

n=iV+l 



于是最后有 






n 


n 


t > 


< £， 


这就证明了我们的论断. 

® 这个定理是阿贝尔在研究二项级数理论时证明的[我们在437目6°中将回到这个定理].毋 
庸怀疑，即是这个定理导致广义求和法的一般表述.泊松仅仅是把广义求和法应用到特殊情形 .由 
于炎-点，虽然发散级数求和法的观念与阿贝尔全然无关，方法本身却常常被称为阿贝尔法.今后， 
我们还是把它称为泊 松-阿贝尔法. 
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419. 陶伯定理 .若用泊松-阿贝尔法求得级数 （ A ) 的和 A ， 则如我们已经看到的，这级数 


在通常的意义下可能没有和.换句话说，从极限 


X 


lim 

+ 1 — 0 / 


(Xn^C 


71 


A 


⑸ 


n=0 


的存在， 


般说来不就推得级数 （ A ) 收敛.因此自然地产生了下面的 问题： 为了使得可由⑷断 


定的级数 （ A ) 收敛，也就是断定它在通常的意义下有和，应当对这级数各项的性质加上怎样的补 
充条件？ 

在这方面的第一个定理是陶伯 ( Tauber ) 所证明的；这个定理说： 

设级数 （1) 当 0 < a : < 1 时收敛，并且极限等式 （5) 成立 • 若级数 （ A ) 的各项适合 


lim 


ai + 2a2 + 


♦ * * 


+ na n 


n 


n 


0, 


⑹ 


则 



a 


n 


A 


72=0 


证明 我们将证明分成两部分.首先假定 


lim na 


n 


0或 a 


① 


n 


n 


n 


若令 

S n = max \ kakl ， 

则当 n — oc 时，数量夂单调减小，并趋近于零. 

对于任意的自然数 W ， 我们有 


因此② 



N 




n 


A 


o 


N 

0 


na 


n 


i ( i -:) + E 


na 


n 


X 


n 



^ (1 一 x^NSq + 


N 十 1 


Sn+i 


n 




nX n -A 


0 


(N + l )( l ~ x ) 





n a; n - A 


0 


① 根据著名的柯西定理 [33,13)], 由此已可推出条件 (6) 成立，但是反过来却不正确，因此我们现 

在是从比 （6) 更特殊的假定出发. 

② 我们应用到显而易见的 （当0 < Z < 1时） 不等式 


1 — x n = (1 — x)(l + x + • • * + 一 i) < n(l — x) 


及 



N + l 


X N+1 
1 — X 
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取任意小的数 e > 0,令 


(l-x)N 


£ 


或 


X 


1 


e 


N ' 


因此当 iV 



时， 


X 


现在设 iV 选得充分大，使得:1)不等式< £ 2 成立； 并且 2) 相 


对应的 o ： 是这样接近于1，以致 




n 


X 


n 


-A 


o 


< e 


这时 


N 




n 


A 


o 


< (2 + So) - £ y 


这就证明了定理 


定理的一般情形也可化到所考虑的特殊情形，令 


= ai + 2 a 2 + • •. + na n (n ^ 1) ， 训 = 0, 


于是 


然后 



(n > 1)， 


0 



+ E 



n 

一 X — 

n 


oo 

E 



^n—1 n 

- X 

n 



ao 


+ a-^)E 


V 




n n 
X 

n 




V n 


1 


1 


n(n + 1) 


X 


n+1 


但是由定理的假定，也就是由于^当 n — oo 时趋近于零，我们容易得到 

n 




为了要证明它，在这里只需将和式分成两部分: 


⑺ 


⑻ 



N 




iV+1 


并且选择 iV 使得第二个和式中的一切因子=的绝对值小于预先指定的数 £ >0——因而无论 

工是怎样，第二个和式的绝对值小于至于 g 确定的有限个项所组成的第一个和式,则当: r 接近 
于1时也是这样. 

因此，由⑺， (5) 与⑻就有 


X 


lim 
1 一 


X 


V 


n 


1 


n(n + 1) 


X 


n+1 


= A. 一 clq • 


但是在这里已经能应用定理的已证明的特殊情形，因此 


CO 

E 

1 


^71 

n(n + 1) 


= A 一 clq . 
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另一方面， 


E 


Vm 

m(m + 1) 



m 



n 



1 


Vm 

m 


n+l 

-E 

1 



m 



因为上式右端的第一项趋近于零，于是 



lim 


n 




二 



这样就完成了定理的证明. 

后来，许多数学家建立了一系列同一类型的精巧的定理（称为“陶伯型”的定理)，它们包含形 
状改变了的并且推广了的陶伯条件.我们对此将不加研究. 


420. 算术平均法 这种方法的最简单的观念是弗罗贝尼乌斯 ( FVobenius ) 所提 
出的.但是通常它与切萨罗 ( Cesko ) 的名字发生联系，因为后者对这个方法作了进 
一步的发展.这种方法就是： 

根据已给的数值级数 （ A ) 的部分和 4 n ， 作出它们的逐步算术平均 

Aq + Ai 乂 0 + 乂 1 + ■ • . + 乂 n 


如果变量当 n — oo 时有极限為则这数称为已给级数的（在切萨罗的意义下的) 
广义和. 

例 1) 回到级数 

1 — 1+1 — 1 + 1 — 1 + , 


在这里我们有 


Oi2k = 


A: + 1 
+ 1 


0!2 fc-l 



2, 


于是 Otn ^ ~- 

2) 级数 


我们所得到的和数与用泊松-阿贝尔法所求得的相同 [418,1)1- 



2 


OO 

+E 

71=1 


cos n 9 


(~7T 0 ^ 7 C ) 


的部分和是（只要0 # 0时) 


^71 



0 
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现在不难计算算术平均: 


71 


n + l)a 


n 




sin n + 



1 


n 


sin ~0 m=0 


4 sin 2 -0 



cos mO — cos(m + 1)0] 


o 


2 


cos(n + 1) 汐 


2 


sin ( n + 1)- 

7~0 

sm - 
2 


因此，最后得到 


2 


sin(n + 1) 


a 


2 


2(71+1) 



sin - 
2 


显然 — 0: 在这里，当沒/ 0时，0就是广义和[参考 418,2)] 


3) 最后，重新提出级数 


〉: sin n 0 


(― 7T 彡 



彡 丌）. 


n 


当 M o 时，我们有 


a 


n 


cos -6 — cos I n + - 
△ 

2 sin —6 

2 



然后 


(n + 1)an = ! i ± l c 1 


n+1 


2 




4sin2 尹 


[ sin(m 十 1)0 — sin mO ] 


n +1 1 

— c 


2 




sin(n + 2)0 — sin 

4sm V 



由此可见 Q； n — 号 Ctg 合 


在一切情形下，根据切萨罗法所求得的广义和与根据泊松-阿贝尔法所求得的一样.以后 [421] 
要说明这并不是偶然的. 

在这里也立即可见切萨罗法是线性的.在极限 


lim A n = A 

n—oo 

存在时，由著名的柯西定理 [33,13)] 就可证明算术平均 a n 也有同样的极限.因此， 
切萨罗法是正则的. 

421. 泊松-阿贝尔法与切萨罗法的相互关系我们从简单的说明 开始: 如果用 

算术平均法可求得级数 （ A ) 的有限‘ ‘和” _ A ， 则必须有 


a n = o ( n ). 
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实际上，由 Q： n -i —> A 及 


n 



a 


n 


n 


4 可知 


(n + l)a 


n 


TiOinfi _1 




o 


n 


n 


而这时也有 


a 


n 




n 


1 儿一 


n—1 


n 


n 


n 


n 


->0, 


这就是所需要证明的. 


下面的弗罗贝尼乌斯定理可解决在本目标题上所提出的问题： 

如果用算术平均法可求得级数 （ A) 的有限“和” A ， 则同时用泊松-阿贝尔法也可 


求得相同的和. 

这样、设 a 


n 


A. 由本目开始所作的说明，显然幂级数 


/⑻ 





n 


n—0 


关于0 < z < 1收敛.运用阿贝尔变换两次[参考383,并且特别是 385,6)], 我们逐 
步 得到： 


/㈤ 



X 


[同时应回忆到為+ Al + 


D * 參 


E 乂 

n=0 

+ An 


n 


X 


n 


(1 - x) 2 y^(n + l)a ’① 


n 


X 


n=0 


(n + l ) a n ] ‘ 已知（对于 0 < ^ < 1)(1 



2 


Eo °°( 


n 



l)x 


n 



GO 






2 


Z ( n + 


n 


0 


用 4 乘这个恒等式的两端，再逐项减去前一恒等式: 


a 


/⑷ 


(1 — x) 2 〉 ： (n + 1)(A — a n )x n 

n=0 


将右端的和式分成两部分: 


7V — 1 




2 


[ +(1 ~x) 2 ^2, 


o 


N 


右端显然收敛的级数（由于 an 有界）出发，不难直接证实上面的恒等式正确 


(1 — + X 2 ) ^"^(n + l)a n x n — ^^[(n + l)a n — 2na n -i + (n — l)a n - 2 . 


x 


n 


0 


0 


>: {[( n + — TlOt n -.i 


: na n -i 一 （n - l)a n ^ 2 ]}x 


n 


0 


^ ^(An - A n -i)x 


n 



CLnX 


n 


0 


0 


[这时我们令 t 




a_2 






0」在这里可知最后一级数收敛. 
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在这里选择数 iV ， 使得当 n > iV 时， 

1^. — a n \ < e , 

其中 e 是预先任意给出的正数.这时第二个和式的绝对值小于与 x 无关!)，而当 
: r 接近于1时，第一个和式也是这样.由此证明就完成了 [与418目阿贝尔定理的证 
明相比较]. 

这样，我们断定：在应用切萨罗法的一切情形下，应用泊松-阿贝尔法也得到同 
样的结果_反过来说则不 正确： 有的级数可用泊松-阿贝尔法求和，而在切萨罗的意 
义下无广义和.例如，我们考虑级数 


1一 2 + 3 — 4 + *- 

因为在这里显然（在本目开始所指出的）用算术平均法求和的必要条件不成立，所以 
不能应用这种方法.而同时级数 


1 - 2x + 3x 2 - 4x 3 + • ^ 

有（对于0 < x < 1) 和它当 z — 1 — 0时趋近于极限这就是用泊 
松-阿贝尔法所求得的级数的广义和. 

因此， 泊松-阿贝尔法比切萨罗法要强些，也就是说可应用到比较广泛的一类情 
形，但是当同时可应用两种方法时，它们彼此不相矛盾. 


422. 哈代-兰道定理 与在泊松-阿贝尔法的情形 一样， 对于切萨罗法也可证明陶伯型的定 

理，亦即确立级数各项的一些补充条件,使得当那些条件成立时，如果级数可用算术平均法求和， 
则它在通常的意义下收敛. 

由弗罗贝尼乌斯定理，显然从泊松-阿贝尔法的每个陶伯定理都可特别引导出切萨罗法的这 
种 定理. 例如陶伯定理本身可以改述 为:若 a n — 冼并且条件 


成立，则同时也有 


lim 


di + 2a2 + 


■ + na n 


0 


n—>oc Tl 

而且在这里，由容易证实的恒等式 


⑼ 


A ai -h 2a2 十 ■ • • + na n ^ 

/in — — " . 

n + 1 

可直接推出这个结果，这个恒等式指 崔了： 在所考虑的情形下，条件 （9) 是必要的. 


® 我们有 


(几 + l)^n _ (几 + l)oCn — l)-An — (Aq + A.\ + • • ■ + A. n ) 

— (^n ~ 乂 0) + (A n — A\) + … ♦ + (A n — An — i) 

~ ( a i + 幻 + …+ tt n ) + (a2 十 • • ■ + an) 十 …+ a n = ai + 2a2 + ■…+ na n . 
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哈代 ( Hardy ) 证 明了： 不仅当 a n = o 时 （ 这种情形已经包括在前面!)，而且在更广泛 

的假定 几 


\ mam \ < c ( C 为常数, m = 1，2,3,…) 

下，可断定由 a n — A 能推出 — A 兰道 ( Landau ) 证明了甚至于只要这种关系式“单侧 
成立，也就能够得到这样的结论. 

若可用算术平均法求得级数 （ A ) 的“和”式而且条件 

mam > —C {C = 常数 ; m = 1,2 5 3,…） 


成立，则同时也有 



0 


丨改变级数的所有项的符号，我们看到也可只假定另一方向的不等式成立: 

mam < C . 


显然这定理可特别应用到各项符号不变的级数. 


为了证明起见，首先考虑和式 


n+k 


S 



A 


m 


m=n+l 


其中 n 与是任意的自然数；用恒等变换的方法，容易将它化成下列形式 


n+k 


n 


s 


^2 


(n + Zc+ l)a n 十 A: 


(71+ l)cVn — + (几 + 1) (^n+/c — * (10) 


0 


0 


C 


若取任意的 A m (当 n<m < n + A ; 时)，则利用所假定的不等式 a m > -二，可得的在下方 

m 

的估计值： 


A 


m 


A 


n 



A : 

(a n+1 -f + A n --C, 


于是对于 m 求和，就得到 


S > kA 


k 


2 


n 


n 


c 


由此与 （10) 式比较，得到这样的不等式: 


< Oin-\-k 



Tt \ , 、 k 

丁 ( a 斜 ， f 


( 11 ) 


k 


£ 


现在令 n 任意增加到无穷大，而令 / c 的变化适合下一条件： 比值& 趋近于预先给岀的数 
> 0. 这时不等式 （11) 的右端趋近于极限 A + £：(7,因此对于充分大的 {! n 就有 


An < X + ^sC • 


(12) 


完全同样，考虑下一和式: 


S ， 



^771 = 尨以 n —/c 十几 (&n ― (^n—k 




n — /c + 1 
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并且作出(当 m . - A : < m < n 时）的在上方的估计值: 



A n — (ftm+1 + • • • + CLn) < A n + 


k 

n ~ k 


C ， 


我们得到不等式 


5 7 < kA 


k 2 


n 



n 


k 


c. 


由此 


An > Oin-k H - ^~(ct n — a n -k) 


k 


n — k 


C 


如果 n — oc , 并且与在前面 一样， 同时 g — e (但 这次设 e H 则这个不等式的右端趋近于极 

限乂 —— —C > A -2 eC . 因此，对于充分大的 n ， 应有 

1 - £ 


A n > A - 2eC. 


(13) 


比较（ I 2 )与（ I 3 )，我们看到确乎 


lim A n = A. 


这样，定理得证. 

我们 注意： 对于泊松-阿贝尔求和法，也建立过类似的陶伯定理——刚才所证明的定理只是 
这个定理的一个特别的 推论. 但是由于它的证明复杂，我们在这里不能加以研究. 

423. 广义求和法在级数乘法上的应用 现在讨论广义求和法在依照柯西法则 [389] 的级 
数乘法问题上的应用.设除级数 （ A ) 夕卜 5 还给出级数 

Z 6 n =知 + + …+ + … ( B ) 

71=0 

则级数 

co oo 

> : Cn = 〉 ^(dob n + Ciibn-l + " • + (2 n —l&l + CL n bo) (C) 

n =0 n =0 

称为级数 （ A ) 与 （ B ) 的 乘积. 如果两个已给的级数收敛，并且有通常的和 A 与则级数 （ C ) 
还是可能发散[在392中，我们有过这样的例子]. 

然而，在一切情形下，我们可用泊松-珂 页尔 •法克级数 （ C ) 的和，并且所得和数就是 AB . 

实际上，对于0 〈: C < 1，级数 （1) 与级数 

oo 

b n x n = 6o + b\x + b 2 X 2 + … + b n x n + … 

n =0 

都绝对收敛 [379]; 用 /( x ) 与 g{x) 分别表示它们的和.根据古典的柯西定理 [389], 这两个级数 
的乘积，亦即级数 


OO 

E 


c n x 


71 


n=0 


^ ^ (apbn + Cilbn-l + • • • + CLn — lbl + Cbn^o)^ 
71 = 0 
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收敛， 并且以乘积 f(x)g{x) 作为和 • 当 x — 1 - 0 B 寸， 这个和趋近于因为如我们所已经看到 

的，分别有 


X 




A ， 


X 


1[ ?-0 9{X) 


B . 


因此，级数 （ C ) 的“广义（在泊松-阿贝尔的意义下）和”的确是这就是所需要证明的. 

由此，作为推论得到了关于级数乘法的阿贝尔定理.同样地，由证明本身很清楚,若级数 （ A ) 
与 （ B ) 不是在通常意义下收敛，而仅是按 照泊松-阿贝尔法求的和 >4 与尽 则结论同样保持有效. 

在这样的情况下，考虑到弗罗贝尼乌斯定理 [421], 可以作出如下 断言: 若级数 （ A )，( B ) 与 （ C ) 

在切萨罗的意义下可求和，且分别具有“广义和”与 C ， 则必然 C = AB . 

作为例子，我们考虑级数 






的“平方”，这个级数是在二项展开式 


VI 十 $ 



中取 a : 二1而得到的.将所述数值级数自乘，就得到我们所熟悉的级数 


1 — 1 + 1 - 1 + 1-1 + …①. 

无论根据泊松-阿贝尔法或是根据切萨罗法，它的广义和总是^ 

△ 

其次，把这个发散级数自乘，得到级数 



2 


一 2 + 3 _ 4 + 


* 摹 ♦ 




其泊松-阿贝尔意义下的广义和是 


4 



2 


(在切萨罗意义下它是不可求和的 


424. 级数的其他广义求和法 

1) 沃罗诺伊 （ Voronoi ) 法. 设有正的数值序列 { p n } 且 


Po 


Po Pn= P0+Pi -\ - hPn (n > 0). 


由级数 （ A ) 的部分和组成表达式 


W n 


Pn^O + Pn-l-^l + • • . + PO^n 

K 


若当 

义和. 


n 


oo 


时 


w 


n 


> 


A 则 A 称为级数 （ A ) 对给定序列 { p n } 的选择在 沃罗诺伊意义下的广 


® 这儿我们利用了数值的等式 


n 



0 


(2m — 1)!! (2n — 2m — 1)! 

(2m)!! 


(2n — 2m)!! 


1， 


其中 （-1)!! 与 on 约定等于 1. 
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无论在这种情况下，还是后面各种情况下，方法的线性性质都是明显的，所以我们不再谈它. 

对于沃罗诺伊法的正则性，其必要与充分条件是 


lim ^ = 0. 


n 


Pr , 


必要性 我们首先假设所考虑的方法是正则的：设由^4 


TL 


A 总可推出 — A 特别若 


取级数 


1 - 1 + 0 + 0 + 0 + 


* 4 « 


对此级数， Ad = 1，而= ◦(因而 A = 0)，则必然有 


w 


P 


n 


n 


Pn 


0 


充分性 现在假定定理的条件成立，我们来证明，由 A 
注意到特普利茨定理 [391] 且以 代入 x n , 


TL 


A 可推出 w 


TL 


A 


V 


因为 


Pn 


代入 t nrn , 这个定理的条件⑷成立， 


nm 


Pn—ra Pn—ra 

一〈 


Pn 


Pn 


0 


m 


条件⑹与 （ B) 成立是显然的，因为 


n 

5 : trim 

m=0 




因此，如所要求证明的 —A 

2) 推广的切萨罗法.我们已经熟悉了算术平均法 [420]; 它是切萨罗提出的求和法的无穷系 
列中最简单的一种.一经确定了自然数 A ：， 切萨罗引进序列 





n 



n+k 


且把当 n — oo 时它的极限看作是级数 （ A ) 的 （ fc 次）广义和①•当 A : = 1时，便回到算术平均 
法. 


今后我们将不止一次用到组合系数 C 之间的如下关系式: 


— 1 广 k 一1 一1 

^fc-1 » °/c 十 Ufc+1 


+ 


» 蠡感 


+ C 


/c 一 1 
71 + fe — 1 


r^k 
W 十 


k 


(14) 


若从已知的关系式 


pk 

n+k 


— 

— l ( n - l ) + fc 




出发，对 n 作数学归纳法，则 （14) 式易于证明. 

首先证明 ，所有次数的切萨罗法是正则的沃罗诺伊法的特殊情况 .为 此， 只需令 p n = C 
因为由 （14) 式便推出八二 C ^ +fc) 加之 


fc — 1 

71 + — 1 



Pn 

K 



n 十 A; 




® 在有的书中将其记为 ( C ， k ). ——译者 
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借助于等式（14)，利用量 S ( n k \ 可确立 


S (灸 - G 





(fc — I } 


+ 




+ 


处) .① 


(15) 


这给出了解释 / c 次切萨罗求和与 （/c - 1) 次切萨罗求和之间关系的可能性.设级数 （ A ) 容许 
( k -1) 次求和.因此 7 i fc_1) ^ A . 根据 （14) 式与 （15) 式，有 ’ 


7》) 


sL k) 


S ( o k 


- 1 ) 





+ S n 


(fc—1) 



n+fc 


pfc 

° n+fc 


d — ”+《 


a ：—i 〜 （允一 1 ) 



+ 


» 蠢 


‘ + CH 1 ) 


p/c 

^ n+/c 


到这里应用特普利茨定理 [391], 同时令 


X n = ^ 一'、及 tnm 


r^k— 1 

m+i 


k-1 



(m 




0，1， 


囅 ■毳 


， n) 


n+fc 


便得到结论 ： — A 这样 一来， 若级数 （ A ) 按某一次数的切萨罗法是可求和的，则这个级数按 

任意更高次数的切萨罗法也是可求和，并且求得同样的和. 

现在转向已为我们所熟悉的弗罗贝尼乌斯定理 [421] 的 推广: 若级数 （ A ) 按任意次 (比如说， 
次)的切萨罗法可求和，则它按泊松-阿贝尔法可求和并求得同样的和. 


设给定 


lim 7?) 


lim 


n 


n 


c (^) 

^>n 

nk 


A 


(16) 


由此容易断定：级数 


y^ y sj k) x 


n 


(17) 


n=0 


对 一 1 < rr < 1 收敛. 实际上，因为 Ct 


k 


n+fc 


n 

k \ 


，则从 （16) 式有 


lira 


S ^ k) 


n 


n 


k 


~ k \ 


若 A # 0,则 


lim 


71 


y \ s ^ 


) 


因而，根据柯西-阿达马定理，级数 （17) 的收敛半径等于 1. 若 A = 0,级数的收敛半径在任何情 
况下都不小于 1. 


现在考虑等式的系列: 




n=0 


n 


n 

X = 


- x )^ a 


TL 


n 

X = 


(1 -工) y ^! o) 工' 


n=0 


n=0 






© 


71 = 0 


n=0 






(1 - x)^S ( n k) x 


n 


n=0 


n=0 


① S ! 0) 就指 A n . 

® 此处与后面，要注意到等式 （15). 
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在前面我们已得出上述系列最后一个级数在开区间（_1，1)内的收敛性，由此可推出[参看 
390,4)] 前面所有级数的收敛性.此夕卜 


oo 

n =0 




(1 - x) k + 1 y^ 7 n fc) Cn + feX n . 

n —0 


把此式与另一等式 

oc 

1 = ( 1 — x) k + 1 〉: Qn+k xTl 

n — 0 

相比较 ——(19) 式在同一开区间 (-1,1) 成立 ,(19) 式是由对级数 



OO 

n 二 0 


微分 / C 次得到的.等式 （19) 两端乘以态并从其逐项减去等式 （18), 最后得到 


a-E 




n 


(1 — X 


fc +1 




7 义 )] 


0 


0 


(18) 


(19) 


随后的论证[考虑到 （16) 式]与 418 目的阿贝尔定理及 421 目的弗罗贝尼乌斯定理的证明中所 
用的完全类似，这些都留给读者.结果我们得到： 


lim 

1-0 ^ 

=0 


CLjxCC 


A. 


这就是所要证明的. 

注意，存在着按照泊松-阿贝尔法可求和的发散级数，但它按推广的切萨罗法没有一个方法是 
可求和的.于是，所说过的方法当中，第一个方法原来强过所有后面的，甚至比它们合起来还强. 

3) 赫尔德 （ H 61 der ) 法 这些方法不过是重复使用算术平均法.所有有关正则性及相互关系 
的问题，都限于引用柯西定理. 

可以说，使用 / c 回算术平均法完全等价于应用一回 A : 次的切萨罗法，即对同类级数求和，并 
得同样的和. 

4) 博雷尔 （ Borel ) 法 这个方 法是： 根据级数 （ A ) 及其部分和 An 作出表达式 



若后一级数收敛，哪怕是对充分大的0；,当 ： r — oo 时，其和有极限则这个数值就是对级数 （ A ) 
在博雷尔意义下的广义和. 

我们来证明博雷尔法的正则性.设级数 （ A ) 收敛，并用 （ A ) 表示其和，它的余式 A - A n m 

OLn 表示对于充分大的工）有 
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给出任意小的正数£ > 0;找出这样的数码 iV ， 使得对 n > N 成立 | a n 


和的形式: 




N + 1 


< 把最末的式子表为 


对不论怎样的％第二项按绝对值< f 而第一项是乘以（对1的）多项式，对充分大的 X ， 

变得绝对小于 f 由此就全部证完了.① 

5) 欧拉法. 对级数 


y ^(~ i ) fe a fc 

fc =0 


在 4 13目有[参看⑺式]公式 


oo oo 

z (- l )、 二乙(-1， 


A p ao 

2 p+i 


( 20 ) 


它表示的是欧拉变换.同时，如所证明的 ，由左端级数的收敛性已经推出右端级数的收敛性，并且 
二者的和相等. 

然而在第一个级数发散的情况下，第二个级数可能 收敛; 在类似的情况下，它的欧拉和可作为 
广义和而赋予第一个级数.级数求和的欧拉法其实质就在这里，刚才所作的说明保证方法的正则 
性. 


若把所考虑的级数写成通常的形式 （ A )， 而不分出正负号士，并回忆起 413 目，对; p 阶差分 
的表达式（4)，则可以说按照欧拉求和法，取通常的级数和 


OO 

E 


a。 + Cpdi + CpO-2 + • • * + Cpdp 

2 P + 1 


作为广义和（假设后者收敛). 

我们就在这里结束发散级数求和的各种方法的述评，因为给读者建立起关于这个问题的方法 
的多样性的印象，所引述的已经足够了.在所有的情况下，我们都把方法的正则性作为其必需的特 
性建立了起来.只可惜我们不总是可能充分深入到不同方法之间关系的问题中去.其实可能会发 
生两个方法的使用的范围交叉（而不是一个覆盖另一 个)； 可能出现两个方法把不同的广义和赋予 
同一个发散级数的情形. 

425. 例子 

1) 设 K } 是正的单调递减序列，收敛于0.令 

■/ 4_0 = ^0 ) ^-n = ^0 ^1 0/n (? T / 〉 0 ). 


证明变号级数 


^ 4 o — Ai A2 — A3 ' 


©读者会觉察到这个证明与阿贝尔定理 [418] 与其他定理的证明的相似之处. 
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按 （1 次）切萨罗法是可求和的，它的广义和等于收敛的莱布尼茨型级数 


(X = CLq — (2i + (22 — 辽 3 + • • • 


的和的一半[哈代 (Hardy)]. 

提示 计算所给级数的前 2 m 个部分和的算术平均值，它可表为如下 形式： 

1 (ap — ai) + (ao — ai + «2 — a^) + …+ (a 。 — a\ + …+ a2m-2 — d2m-i) 

^_ _ / 

2 m 


根据柯西定理 [33,13)], 它趋于然后已经容易证明前 2 m + 1个部分和的平均值趋于同一 
极限. 

2)取如= ; ^ 7 或如 = 111^^( 7 1 = 0，1，2广.），根据1)中定理，证明发散级数 

十丄 Ti 十丄 

Hi — H2 ~h — H4 + • ••① 


与 


In 2 — In 3 + In 4 — In 5 + … 

二者按切萨罗法可求和，其广义和分别等于 | hi 2 和王 In I . 

提示 在第二种情形利用沃利斯公式 [317]. 2 2 

3) 借助于同一定理证明：当 -1 < x < 0时，发散的狄利克雷级数 


oo 

I : 

71 = 1 


(― l ) n-1 
n x 



(^ = -x,0 < ^ < 1) 


可按切萨罗法求和. 

提示 把“表为如下和的 形状： 

= (1 - ◦) + (2 《 —1) + • ■ ■ + (n^ — (n — 1) 勺， 

并且用微分学的方法证明，随 n 的增长，序列 - (n - 1)( 递减[同时，由于32,5)，序列趋 
于 ◦]. 

4) 若把收敛级数的项用零来“稀化”(即指用加入零来作为原先的项之间的间隔 一 译者)， 
则这绝不会影响级数的收敛性，也不会影响其和的数值.由下面的例子可以看出，发散级数的广义 
求和法，可能是另外一种情况，考虑级数 

(包)1 — 1-卜1 — 1 + 1 — 1 + — . 

0 1 2 3 4 5 


(6) 1 — 1 + 0十 1 — 1 + 0+1 — 1 + 0 + •… 
012345678 

(B)0 + l- l + 0+ l + 0 + 0 + 0- l + …② 

012345678 


① (通常)丑 n 表示调和级数的第 n 个部分和. 

② ㈤ 中的 ±1 项位于第 m 个位置（其中 m = 0，1，2,3，..），在（3)中士1 项移到了第 2 m 个位 
置，其佘的位置用零填满. 
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关于第一个级数，我们已知它的按切萨罗法的广义和等于 f 证明:级数 （6) 已经有另外一个 

和，即 I 而级数 （ B ) 按切萨罗的意义全然不可求和. 

提示 在级数 ㈤ 的情形，当 n 从 2 2 m - 1 变到 2 2m - 1时，前 n + 1项的算术平均值 


从 


3 



2 

3 


到 



3 


22 m 





3 


振动 • 

5) 设是任意自然数，考虑级数 




E(-D 


n 


c 


n=0 


k 

n+fc) 


证明 Efc 用 A : 次切萨罗法不可求和，但用 


次切萨罗法可以求和（趋于“和 


应用等式 （18) 并应用等式 （19) 两次（第一次以-工代换 X ，而第二次用 x 2 代换： r )， 顺次得 


到: 




OO 

^(- l ) n C ^ x n = 

n=0 


(1 — x 2 ) k+1 


CO 

E pfc 2m ① 

m=0 


比较第一个和最末一个级数中 0； 的同次幂的系数[在这里我们应用了幂级数恒等的定理，这个定 
理将在后面437目,3°中证明1，得到结论： 

SH k 、 si k 2 +1 = o (m = l ，2,3, …） （ 21) 


这样一来 fc 

(fc) _ C m + fc 丄 (fc) _ Q 

/2m — 1 hm+1 一 u ， 

^2 m+fc 

所提到的级数没有 / c 次切萨罗广义和. 

另一方面，由于 （21),(15) 和 （14) 式，无论是对 n 二 2 m ， 还是对 n = 2 m + 1都有 S ( n k+l) 二 

pfc 丄 pk 丄 丄 r^k _ pfc+1 rb ih^ 

十 Ll + fc 十. ，•十 — ^m+fc+1* 出 1 ^ 


7^ +1) = 


m+fe + 1 


p / c +1 

2tti+ fe +1 



2； c+i 


对也同样成立.这就证明了我们的论断. 


6) 级数 


乙 (-1 广 (n+l ) fc ， 

71 = 0 


其中 fc 是任意自然数，同样是按 (k + 1) 次切萨罗法可求和的 • 依靠上述结果，可以证明这一点. 
事实上，把 C k n + k 按照 （ n + 1) 的幂展开： 


Cn+fc = 士 (n + /c)(n + /c — 1) … .(n + 1) 


= a[ k) (n +l) fc + af\n + l) fc — 1 + … + afjn + 1); 

①最末一个级数在开区间（_1，1)内的收敛性容易借助于柯西-阿达马定理证明，由此已推出 


第一个级数的收敛性. 
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这里 af 0 是常系数，同时^ ^0. 再把级数记成这样的等式后，以 / c -1 ,/c — 2，... ，1 代 
换 h 然后倒容易把 （ n + 1广表成和的 形状： 


P 为常系数.但是 


Z ( — l) n (n + 1产三 / 3 [ k ) E k + P ( 2 k ) E^ x + …+ 4 fc ) E !. 

n— 0 


因为所有的级数== 1，2,-.， fc ) 按 （/ c + 1) 次切萨罗法可求和（我们在此处考虑到一系 
列次数的切萨罗法的性质!)，则由于所说方法的线性性质，这一点对所论的级数也成立. 

计算广义和本身，只有在后面 [449] 才能够实现. 

再举出几个直接应用赫尔德、博雷尔和欧拉法的简单例子. 

7 ) 按赫尔德法计算下列级数的和： 


( a ) 1 — 2 + 3 — 4 H - ■ ■ ■ 


(6) 1 -3 + 6- 10 +… 

答案 （ a ) 两次求平均值给岀^ 

(6) 三次求平均值给出 I . 

8) 按博雷尔法求级数 1 — 1 + 1-1 + 1 — 的和 • 


答案 


lim e— x • 

X— >oo 



9) 按欧拉法求下列级数 的和: 
( s ,) 1 _ 1+1 — 1 +... ; 

(6) 1 — 2 + 3 — 4+‘一 ； 



( b ) 1 - 2 + 2 2 - 2 4 +…； 
( r ) I 3 _ 2 3 + 3 3 — 4 3 + … . 


提示 在所有的情况下应用公式 （20) 中的欧拉变换是方便的. 

答案 


( a ) A 


2 


(6) A ° a 0 = 1 5 A 1 ^ 


( b ) A p a 0 




1 


1, A p a 0 

1 1 
-■ — p - — 

4 8 


0 (p > 1 ),A 


2 


4 


4 


3 


( r ) A ° a 0 - 1, = 7, A 2 a 0 = 12, A 3 a 0 = 6 5 对 p 


2 


3 


0 y A 


1 7 12 6 

Ml 

2 4 8 16 


8 


426. 一般的线性正则求和法类 最后，我们举出一种极其一般的方式来构成一类线性正则 
求和法，在这种求和法中特别包含着上面所详细研究过的所有方法. 

设已给出在参数: r 的某一变化区域 Y 中的一个函数序列 


WoO) ， WlO) ， W2(>) ， … ,<fn(X), … 
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假定区域 AT 以有限的或广义的数 o ; 作为凝聚点. 根据已给的数值级数 （ A ) 作出由函数构成的 

级数 

oo 

^ 0 ^ 0 (^) + (x) + • • • + A n (pn(s^) + • • • = 〉: Anifn^x) (22) 

n=0 

(其中乂 n = ao + +…+ a n ), 若这个级数至少对于充分接近于 oj 的 x 是收敛的，并且它的和 

<p(x) 当 a ; — 6 J 时趋近于极限八则取数 A 作为已给数值级数的广义和. 

因此，与选取序列（少）及极限点^相关，我们得到级数的某种求和法.根据这种方法的作 

法，显然可见它是线 性的.现在假定函数 # n ( X ) 满足下列三个条件： 

а ) 对任意常数 n 

lim (fn(x) = 0; 

x-^oo 

б) 对充分接近 o ; 的 re 值① 


Y ^\^( x)\^K (尺=常 数); 

n=0 


b ) 最后 


这时求和法就是正则的 4 




〉 : ^n(^) — 1- 

7T — 0 


证明 于是，设 

lim A n = A . 

n—►co 

那么，对任意给定的 e > 0, 可以找到这样的号码 n ' 使得对 n > 77/有 


A n — A \ < (23) 

由于的有界性以及级数是绝对收敛的，至少对 |x - ^| < 8 \x > A ； ) 级数 

^ n ( fn ( x ) 同样收敛.同时，显然 


[ n=0 — A — - A \( p n { x ) + ^^ L n /_ j _ 1 [ A n — A ]( p n ( x ) 

+ 乂 ^ n (^) - l ], 


因而取绝对值得 


oo 

〉: ^-n^Pr 

i ( x ) — A 

< 

Tk! 

n=0 



n—0 


+ 〉: \ A n — A \ • |(/^ n (^)| + |^4| 

n=n f + l 



①即: 若 w 有限，对 \x — lj \ < 或者若 O ； = 4 - 00 , 对 X > 
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由于 （23) 式及条件（6)，右端第二项< f 至于第一项和第三项，由于条件 （ a ) 与条件 （ b )， 
充分接近 a ; 时，每一项都可使其< f .因此 

o 



〉 ^ ^ n^Pn (^) —■ 

71 = 0 


即广义和是存在的，并且等于普通和. 

若 x 是自然参数 m (因此 W = +00)，则函数序列（旬被无穷长方矩阵 代替: 


亡00 

^10 
尤20 


亡01 亡02…亡 0 m … 

t!i 亡12 • ■ •亡 lm • • • 

尤21 尤22、 



^nQ 


tnl ^n2 ^nm . 


(T) 



取序列 


Tm 




AotQm + Aitim 


• am 


+ ^4-n^nm H" 


_ 蠡 ■ 



当 m — o ; 的极限作为级数 （ A ) 的广义和, 假设这个级数至少对于充分大的数值 m 是收敛的. 

对这种情况的正则性条件变为如下形式： 

( а ) 对任意常数 n 

lim trim = 0 , 
m—^oo 

(б) 对充分大的 m 

00 

(K 为常数 y 

n=0 

( B ) 最后， 

oo 

Hm } tnm = 1. 

m —^00 / 』 

n=0 

在本质上，所有这些思想属于特普利茨[参看 391], 读者记得，只是那里的矩阵假定是三角形 
矩阵.这种特殊情况，对我们来说多半是充分的.我们还提到：无论是按泊松-阿贝尔法求和还是 
按博雷尔法求和都可达到前面所给的模式.在第一种情形有 



〉: Cln 工 "~ 

n=0 



^2( l - x ) x n A 


0 



因此，因子 （1 — x ) x n 在区域1 = (0, 1)(6 J = 1) 起 ip n ( x ) 的作用.在第二种情形，在 ； t = 

(0, + 00)(0 = +00 ) )(pn ( x ) = e - x 符合条件 （ a )，(6)，( B ) 容易验证，根据前面已证明的一般 

定理，仍可建立这些方法的正则性 . & 

前面所给的求和法的一般求和法的定义以及有关它的正则性的定理容易这样来 照搬: 使级数 
( A ) 求和当中参与的不是一部分和而直接是其各项如的情况.我们不再谈及这一点了. 
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427. 引言 前面我们研究过无穷序列与它的极限，无穷级数与它 的和； 这些序 
列的元素或这些级数的项都是常数.实际上，有时在它们里面包括一些作为参数的 
变量，而在研究的时候，这些变量看作是确定的常数.譬如，当我们证明，序列 



有极限或者级数 



有和 ln(l + x ) 的时候 ，: r 是当作常数的.序列的元素与它的极限的函数性质，或者级 
数的项与它的和的函数性质，以前是完全不考 虑的； 而现在引起了我们的注意. 

假设已知一序列，它的元素为同一个变量 I 的函数 ,( 而且确定在同一个变化区 
域 Y ①上） 

A ㈤ ， /2㈤,… ⑴ 

设对于％中的每一个 X ，这个序列有有限 极限； 因为极限完全由： C 的值来确定，所 
以它也是的函数（在％中)： 


f ( x ) = lim / n ( x ), (2) 

n^oo 

我们称它为序列⑴[或函数 fn ( x )} 的 极限函数 . 

® 这区域通常是 线段; 但我们现在要暂时保持最大的普遍性，把^ 了解成任意一个无穷集合. 
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现在我们不只是对于在每个各别的 0： 值上，有极限存在的问题有兴趣，而对于 
极限函数的 函数性 质也有兴趣.为了使读者预先明了，这里产生了什么样性质的新 
问题，我们从这些问题中举出一个来作为例子讲一讲. 

假定序列 （1) 的元素都是在区间1 = [ a ，6] 内2；的连续 函数； 是否能保证极限 
函数的连续性？如像从下列例中看到的那样，有时极限函数保持连续性的性质，有时 
就不. 、 

例 在以下所有的情形中％ = [0, 1]. 

1) f n ( x ) = x n ，当 : r < 1 时 f ( x ) = 0,而 /( l ) = 1( 在 X = 1 处不连续). 

2) f n ( x ) = ,当 X > 0时 f { x ) = 0,而 /⑼= 1( 在 X = 0处不连 续). 

丄+ nx 

3) fn ( x ) = - 一 UX ,对于所有的 x , f ( x ) =0( 处处连续). 

1 + n z x z 

4) f n ( x ) = 2 n 2 x - e - A 2 , 对于所有的 x ， f ( x )= 0( 同上) . 

很自然的产生了问题——建立极限函数保持连续性的 条件； 这是我们要在第 

431 与 432 目中讨论的. 

我们已经看到 [362], 关于数项级数与它的和的研究只是关于数序列与它的极限 
的研究的另一种形式.现在我们来考虑级数的项为同一个变量: r (在域％中）的函数 
的情形： 

OO 

= ^ l (^) + U 2 ( x ) H - h U n ( x ) H - (3) 

n=l 

设这级数对在 1 中每个; r 值都收敛，则它的和是一个的函数 f ( X ).若 f n ( x ) 表示 
部分和 

fn ( x ) = U !( x ) + U 2 (x) + …+ U n ( x) y (4) 

级数的和可以用等式 （2) 的极限来下定义.相反地，如设 

U 1 ( x )= f 1 ( x ), u 2 ( x ) = f 2 ( x ) - fl ( x ) r - 

u n ( x )= f n ( x ) - f n - i ( X ), … 

关于任意已知序列 （1) 的极限函数的问题，可以用级数 （3) 求和的形式来研究.因为 
这种研究极限函数的方式，在实际上常是很方便的，我们就必需时常来处理函数级 
数‘ 

这里同样也应该强调指出，我们即将研究的对象不只是级数 （3) 收敛性的问题， 
还有它的和的函数性质.我们可以举岀级数和的连续性问题作为例子，并假定级数 
的所有各项都是连续的.这就是与以前提到过的同样的问题. 

可见，极限函数（或——同一个意思——级数和 )/0 r ) 的函数性质，主要是依 
赖于 fn(x), 对于不同的 Z 值，趋向于 / Or ) 的特性.在下目中，我们要进行这里提出 
的一般可能性的研究. 
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428. —致收敛性与非一致收敛性 假设对于 Y 中的所有 x 都有等式彳2).按 
照极限的定义，这就是说：只要取定了 Y 中 o : 的值（为了要处理固定的数序列)，任 
意给定 e > 0，都可找到这样一个数 W ， 使得当 n > 7 V 时，不等式 


fn { x ) - f ( x )\ < 6 


⑸ 


成立.这里: r 自然就是预先取定的值. 

设另取一个 x 的值，得到另一个数序列，对于同样的6先所得到的 TV 可能已 
是没有 用了； 只好换个更大的.如 x 所取的值为一无穷集合，我们就有趋向于极限的 
不同数序列的无穷集合.对于每个各别的数序列，可找到它的因此产生这样一个 
问题: 是否存在适合于所有序列的数#? 

我们举一些例子来 说明： 在一种情形，这样的数 7 V 存在，在另一种情形,不存在. 
1) 先设 

fn{x) = X 2 2 , lim fn(X) =0 (0 ^ X < 1). 

丄+ n 厶 X 乙 n—oo 


因 


0 < fn ( x ) 


2 nx 


2 n 1 + n 2 x 2 




2 n 


立即就看出，不管 X 的值为什么，要使不等式 fn ( x ) < S 实现，取 n > ^就够了.这 

Z£ 

样，在这情形， 数 N = E ㈤ 同时适用于所有的 x . 

2) 设 [427,3)] 


fn ( x ) = 2 2 , lim fn { x ) = 0 ( O^x ^ 1). 

1 + n z X n-^oo 

对于任意固定的 z >0, 取丄 ")， 就足够使 / n ( x ) < — < £. 但是另一方 

\xeJ nx 

面 ，不管 n 取得多大， 对于函数 f n ( x ) 在区间[0, 1] 中总能找到一点 x = -, 使函数的 

T1/ 

值等于 l ： f n (~) =1， 这样，要想靠着 n 的增加而使得一下子对于从。到1的所 

2 \n) 2 

有的 X 值有 f n ( x ) < 是不可能的.换句话说，对于 S = |，已经不存在同时适用于 
所有 I 的数 iV 了. 

在图59中，对应于 n = 4与 n = 40,这函数的图形表示出：当 n 增加时，峰高| 
有从右向左移动的特性.虽然当 n 增加时，曲线序列的点沿着任意个别取定的铅垂 
线无限接近 x 轴，但是在 全部从 x = 0到 x = 1的区间上，没有一个 整个曲 线是接 
近这轴的. 

而 1) 中所研究的函数则另是 一样； 我们不去画它的图了，因为例如当 n = 4或 
n = 40时，它们可由图59所画的图形，分别将全部纵坐标缩短为原来的1/4或1/40 

而得出.此时诸曲线立即在每一处都靠近了 x 轴. 
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现在我们给出基本的 定义： 

设 1) 在 i 中序列 （ 1) 有极限函数 /(x),2) 对于每一个数 £>0, 存在与 X 无关的 
数 7 V ， 当 n > 7 V 时， 不等式 ⑸ 对 i 中所有的 0： 都 适合； 那么就说，序列 （1) 对于 
区域 i 中的： C — 致收敛于 /( X )[或函数 / n ( x ) 一致趋向于 /( x )]. 

这样，在第一个提到的例中，函数 f n (X) 对于在区间[0, 1] 中的 X —致收敛于零， 
在第二个中就不了. 

还需要说明，前目讨论的其他函数不是一致收敛的. 

3) 对于函数 f n ( x ) = X '不等式 X n <£：(£：< 1 )， 不可能对所有: r < 1 都成立，显 
然因为当 — 1时（对固定的 n ), x n -> 1. 图60表示了违反一致性的特性：这里极 
限函数有跳跃的改变，而峰是不变的. 


_ nx 

少 1 +n 2 x 2 




图60 


今设 

4) f n (x) = —，或 5) f n (x) = 2n 2 x . e~ n2x2 

1 + fix 

极限函数对 : c > 0时,二种情形都是等于0,从 


或 



2 n 

e 


看岀一致接近极限函数的不可能.在第二种情形，峰高不只破坏了一致趋向于0,并 
且还无限增加. / 

在函数 W 与的例中，我们用另外的方法来研究问题.不等式 ’ 

1 + nx 


x n <e ^ 



1 + nx 


< £ 
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各相当于 

In £ r. 1/1 \ 

n > -——与 n > - -1 (0 < x < 1; 0 < £ < 1). 

Inx x \£ / v } 

因为，在第一个中当 x 趋向于1时，在第二个中当 z 趋向于0时，表达式的右边无 
限增加，所以知道没有一个数 n 可以对于所有的: r ; 值，适合不等式. 

现在我们要把以上所讲过的关于函数序列的收敛性转移到函数级数⑶的情形. 
假设级数收敛，我们来考虑，它的和/⑷，部分和 / n ㈨ [参看⑷]与它 n 项以后 
的余式 



对于任何固定的 x 


lim f n ( x ) = /(>)，即 lim ( p x ( x ) = 0. 

n—oo n—>oc 

若部分和 f n ( x ) 对于在区域 Y 中的： r , 一致趋向于级数和 /(； r ) [或级数的余式 
(/9 n ( x ) 一致趋向于0]，则说，级数 （3) 在这区域中 一 致收敛. 

这定义显然与下面的相当： 

假设对于在区域1中所有都收敛的级数（3)，适合以下条件：对于每一个数 
e >0, 存在与: r 无关的数 TV , 使得当 n > 7 V 时，不等式 


|/n (工）_ /0)| < e 或 \(p n (x)\ < £ 


⑹ 


对 于在尤 中所有; r 都同时适合.这级数就称作在这域 中一致 收敛① . 

一致收敛与非一致收敛的级数的例可以从前面提到的序列的例变换过来.我们 
再加一些新的例. 

6) 考虑级数 a :^ 1 ; 它是在开区间 Y = (-1,1) 内收敛.对于 Y 中任意 A 第 n 项以 


后的余式为 


设 n 为任意取定的，显然 





lim 

x— — 1+0 


^>n(x) 





换言之亦即对于同一个对于所有的^要同时使得不等式 

\^> n { x ) \ < £ (设 6 < 臺） 

成立是不可能的.级数在区间 （-1,1) 内的收敛性是不一 致的； 这对于区间 （-1,0] 与 [0,1) 也是 
一 样的. 

①在科学中，级数一致收敛性的概念是由赛得尔 ( Seidel ) 与斯托克斯 ( Stokes ) 同时（在1848年) 
引进，但在他们之先，魏尔斯特拉斯已经用在他的讲稿里了. 
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7) 对于 AT 二 （— oo ，+ oo ) 中的任意 x 值，级数 


- 1 ) 


一 1 


X 



n 


收敛，因为它适合莱布尼茨定 


理的条件 [381]. 根据在定理证明后面所做的附注，级数余式的绝对值小于它的第 一项: 


^ n (^)| < 


x 2 + n 十 1 


< 


1 


n + 1 


由此可 明了： 在整个无限区间内，级数是一致收敛的. 

8) 同样，级数 (厂 1 T : 1 、: 在 i = (―°°，+°°)内—致收敛，因为当尤# 0时 

(丄 I 工 


^n(x)\ < 




(1 




)n 


1 + nx 2 -f 


• » to 


< 

n 


特别指出，绝对值组成的级数 
时， 它的余式为 


X 


(1 + X 2 ) 


，虽然是收敛的，但不一致收敛.实际上，当 rr / 0 



2 




(1 




71 + 1 


1 


(1 + 



1 + 



对于任意固定的 n ， 当 x — 0时，它趋向于 



附注 设在例 2) 中，用任意区间 [ a , 1],0< a < 1,代替区间 [0,1], 那么它的收敛性就是一 
致的.因为> 对所有 x>a 


fn ( x ) 


nx 


1 + n 2 x 2 





1 + n 


2^2 


< 



na 


在任意区间 [0, a ] 中，它的收敛性显然是非一致的.这样，在 a ; = 0点的周围“积集着”非一致性 
的性质；我们就叫它作非一致性的点.同样在例4)， 5) 与 8) 中也如此.在例 3) 中的 a : = 1点，在 
例 6) 中 rr = l 与 rr = - l 二点都起相似的作用. 

在更复杂的情形，非一致性的点可能是无限多的. 


429. _致收敛性的条件 布尔查诺-柯西定理 [39] 建立了关于给定的数序列 
的有限极限的存在性的条件（“收敛性原理”)，因此很自然地引进了，关于给定在区 
域 Y 中的函数序列 （1) 的一致收敛性的条件： 

为使序列 （1)1) 有极限函数，而且 2) 对于在区域 i 中的； r 一致收敛于这个函 
数，其必要而且充分条件 如下： 对于每一个数^ > 0,存在与 z 无关的数 iV , 使得对 
于 n > 7 V 与任意 m — 1,2,3, …， 不等式 


fn-\-m (*^) — /n ( 工 ）〈^ 


⑺ 


对于1中所有的2；同时成立. 

丨这要求可以简单表述 如下： 对于序列 （1) 的收敛性原则必须对于在义中所有 
X 都一致适合 .] 
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证明必 要性. 设序列 （1) 有极限函数 f ( X )， 而且在 Y 中一致收敛于这函数， 
那么给定 e > 0,可找到与 x 无关的数 7 V ， 使得当 n > 7 V 时，对于所有的:£：，都有 

\fn(x) - f(x)\ < 

同样， 

1 

|/ n+m (工）-/ (xj < ~£ {jn — 1，2,3，...)， 

从这两个不等式得到 （7). 

充分性 • 设定理中的条件适合了.无论取定；^中的 x 为何鼠我们由序列 （1) 

得到适合布尔查诺-柯西条件的数值序列.因此，对于这个序列，存在有限的极限, 
因此证明了序列 （1) 极限函数的存在性. 

现在任意取定 n > 7 V 与 Y 中的在不等式⑺中，无限增加 m ( n 与 z 固定). 
取极限，得到 

f ( x ) - fn(^)\ ^ 

这就证明 / n (4 — 致趋向于 f ( x ). 

不难把已证明的条件换成关于函数级数的 条件： 

级数 （3) 在域％中一致收敛的必要与充分条件 如下： 对于每一个数 £ > 0, 存在 
与 X 无关的数 iV ， 使得对于 n > N 与任意 m = 1,2,3, …， 不等式 

n+m 

Uk ( x ) = l^n +1 (x) + U n ^ 2 (x) + • ■ • + u n+m {x)\ < e. (8) 

k = n-\-l 

对于 Y 中所有的： r 同时成立. 

从此特别得到以下有用的 推论. 

若级数（ 3 )在域；中一致收敛，它的所有的项都乘上同一个在 i 中有界的函 

数 v ( x )\ 

v { x )\ ^ M , 

则一致收敛性不变. 

这里所引入的条件，对于实际来确定具体的序列或级数的一致收敛性，并不十 
分合用.为了实际应用，一般都利用 （ lif 这个条件为基础，但比较便于使用的）充分 
的判别法，这些判别法通常皆表述成适: k 于级数之用的形状. 

430. 级数一致收敛性的判别法 以下是最简单而且常用的判别法. 

• 魏尔斯特拉斯判别法 若函数级数 （3) 的项在区域 1 中适合不等式 


(^J I ^ C n (jl = 


⑼ 
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这里 Q 为一个收敛数项级数 


〉: c n = C \ + C2 + C3 + … ( C ) 

n=l 

的项，则级数 （3) 在 AT 中一致收敛. 

当具备不等式⑼时，就说级数 （ C ) 优于级数（3)，或级数 （ C ) 是对于级数 （3) 

的优级数. 

事实上，从 （9) 我们得到，对于区域； f 中所有 re , 同时成立的不等式 

|^n+l(^) + Wn+2($) + …+ U n ^. rn (x)\ ^ (Wi+l + Cn-\-2 + . . . + C n + m . 

应用收敛性原理于数项级数 （ C )， 对于任一个 e > 0,可以找到 W ， 使得当 n > 7V 时， 

上面不等式的右边部分小于而左边同时对于所有的 x 也这样.按照第 429 目的 
条件，这就证明了我们的断言. 

这样，例如，只要设级数 [二 =1 a n 绝对收敛，在任何区间中，级数 

CO oo 

a n sin nx . a n cos nx . 


一致收敛.因为 

a n sin no:I ^ | an ,|, \ a n cosn ^| ^ | a n |, 

所以，级数 | a n ! 起了优势的作用. 

附注 在 Y 中一致收敛的每一个级数都可以用加括号的方法变成 
一个已可向其应用魏尔斯特拉斯判别法的级数. 

事实上，取任何一个正项收敛级数 Y , T = iCk , 对数 Q [429] 存在这样的数码 rm ， 
使 得在％ 中对 n > mi 有 | it mi +1 ( a :) +…十 w n ( x )| < c !. 然后对数 c 2 存在这样的数 
码 m2 > m l5 使得在 ％ 中对 n > m2 有 ju m 2+1 ( x ) -h ■ ■ ■ -h u n ( x ) j < c 2 , 如此等等.于 
是对所给级数按如下方式 分群： 

[ 均 0)+ - h 

^mi ㈤]+ [乜 m L + l H - h 以 m 2 ㈨] 

+ [ 乜 m 2 + l ⑷ + … + u rri3 ( 工 )]+ • ■ • * 

所得级数从第二项开始，按其绝对 值在％ 中不超过所取的数值级数. 

假设，魏尔斯特拉斯判别法适用于级数（3)，那么级数 （3) 必须是绝对收敛.而且， 
项的绝对值组成的级数 

OO 

㈤ I ， (10) 

n=l 

与级数（ 3 )，都一致收敛. 
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其中可能有这样的情形：级数 （3) —致收敛，而不绝对收敛.第428目的级数 
7) 是这样的例（从与调和级数的比较中，得到这级数的不绝对收敛性).甚至于可能 
有这种情形：级数 （3) 绝对收敛并一致收敛，但级数 （10) 不一致收敛丨参看在第428 
目中的级数 8 儿这种类似的情形显然是不能用魏尔斯特拉斯判别法来包括的；对于 
这些，需要研究更精确的判别法 

现在，我们建立关于形式为 

CO 

a n { x ) ■ b n ( x ) = ai ( x ) * bi ( x ) + a 2 { x ) * 62 (^) +- h a n { x ) ^ b n ( x ) + •…， ( W ) 

n—1 

的函数级数的二种判别法，其中 a n ( x ), b n ( x)(u = 1 ， 2 , …）， 都是在 Y 中 x 的函数. 
这些判别法是从数项级数理论的阿贝尔判别法与狄利克雷判别法中仿制出 来的； 我 
们就用这二学者的名字来称呼它们. 

阿贝尔判别法设级数 

00 

6 n ( rr ) = b \( x ) + b < 2 ( x ) + …+ b n ( x ) + … ( B ) 

n=l 

在域义中一致收敛，但是，函数 a n ( x )( 对于每一个: c ) 成为单调序列，而且对于任意 

x 与 n , 都是有界的： 

a n ( x )\ ^ K . 

则级数 ( W ) 在域义中一致收敛. 

证明与以前的相似.由于级数 （ B ) 的一致收敛性，可以找到与: r 无关的从再 
引用第429目的条件（代替收敛性原理)，其次再用阿贝尔引理 [383] 的帮助，与以 
前一样的 （n > A0 , 对于 Y 中所有的: r 我们得到 


n+m 



k=n+l 



<6( ^n+l +2 ^ k>KE. 


这就证明了我们的断言. 

狄利克雷判别法设级数 （ B ) 的部分和，对于任意的 x 与 n , 都是有 界的: 


B n { x )\ ^ M, 

而函数 a n (x)( 对于每 一 个 x) 成为在域 Y 中一致趋向于 0 的单调序列.则级数 (W) 
在这域中一致收敛. 

这里的证明是与第384目中的证明一样的.只要注意，无关于 x 的 TV 的可以 
取得，正是由于 a n ( xy 的一致趋向于 0 . 

实际上，时常函数序列 { a n ( x )} 是通常的数值序列或者函数级数 
ZTK ( x ) 是通常的数项级数 YU 需要注意，这些情形是前面所讨论的特殊情 
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形，事实上，序列 {〜} 的收敛性与级数的收敛性可以当作一致收敛性（与 X 
无关). 

例如，设{^}是单调趋向于0,正数的序列，那么按照狄利克雷判别法，在任何 
不包含 2 k 7 r(k = 0,± l , 土 2 ,…）形式的点的闭区间内，两个级数 


a n 


sin nx. 


a n cos nx 

n—l 


一致收敛.理由如下：譬如[参看385,2儿 


n 


sin ix 


2=1 



cos -x — cos 
2 






并在上述的区间内 sin^x 是不等于0 的， 所以可以得到关于和的与 I 无关的界. 

读者在第 439 目以及此后几目中，可以找到更多的一致收敛性判別法应用的例 


§2. 级数和的函数性质 


431. 级数和的连续性现在我们转向函数级数和的函数性质的研究 ，这 些性质 

是与这些组成级数的函数有关的.前面已经说明 过序列 的观点 与无穷级数的 观点是 

相当的.在叙述中，我们宁愿用无穷级数的观点，因为在应用里几乎只碰到无穷级数. 

第 436 目将要特别来讲前述的关于函数级数转移到函数序列的情形. 

在所有以后的讨论中，以前所引进的一致收敛的概念是起决定作用的，所以要 
用全部力量把它的重要性弄清楚. 

我们从第 427 目中已经提到过的关于级数和连续性的问题开始. 


定理1 设函数 u n (x){n = 1,2,3,*--) 定义在区间 Y = [ a ，6] 上，并在这区间的 


占 




X 


xo 上都连续.若级数 （3) 在 区间七 上一致收敛，则级数的和 /(； r ) 在 ; r 


xq 


点上同样是连续的. 


[与此相类似的命题，是由柯西首先作 出的； 不过这位著名的大师把这一命题的 
形式给得过于宽泛了，没有提到需要 “一 致性' 而缺了这 一点， 这命题就不正确了」 

证明 用以前的记号，对于任意 n = 1,2 ,… 与义 的任意 a 就有 

/0) = fn(x) + WnO), 


特别， 


/ 


/(^o) = fn(x 0 ) -h (fn(x 0 ), 


(11) 
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1/⑷-/㈣ | < \fn(x) - fn(x 0 ) \ + \(fn{x) \ + \(f n (^o)|- (12) 

现在任意给定 e > 0. 由于级数的一致收敛性，可以确定一数 n , 使得不等式 

cp n ( x )| < £• (13) 

对于在区间 i 中所有 x 的值（也对于 x 二 Xo ) 都成立.我们看到，对于这确定的 n ， 
函数 fn { x ) 是有限个在 X = X 0 点上连续的函数 U n ( x ) 的和.因此它在这点上也连续、 
即给定5 > 0,可以找到这样的 (5 > 0,使得当 b — X 0 | < 5时， 

\fn(x) - / n ( x 0 )| < (14) 

所以，由于（12)，(13)与（14)，不等式 | z - x 0 | <5推岀 

/( x ) - f ( x 0 )\ < 3 e , 


这就证明了定理. 

自然，如果函数 u n ( x ) 在整个区间 Y = [ a ; 6] 上连续.那么当具有一致收敛性时. 
级数 （3) 的和 f { x ) 也在整个区间上连续. 

在定理中， 一 致收敛性的要求是不可以去掉的.譬如，级数 


^ (1 + x 2 ) n 

^ n=l 

[参看 428,8)], 它的和在 x^O 时等于1，在 a ; = 0时等于0,这就说明了这点.可是一致收敛性 
只是定理中的充分条件，不能认为是对于级数和连续性 ® 的必要条件：例如，虽然两个级数 



： 2x[n 2 e — n 2 x 2 — (n — l) 2 e — (n — l) 2 a; 2 ] 5 



nx (n — 1 ) 0 ； 

1 + n 2 x 2 1 + (n — l) 2 x 2 



丨比较 428,5) 与 2)] 都不一致收敛，这两个级数在区间[0，1]中有连续的和 0. 

可是，有这类的情形，一致收敛性完全是必要的.在这方面，我们要证明以下迪 

尼 ( U . Dini ) 的定理. 


P > 定理2 设级数 （3) 的项，在整个区间 i 上，是连续的而且是正的.若 

级数有在整个区间上也连续的和 f ( x )， 则它在这区间上一致收敛. 


证明 我们考虑级数 （3) 的余式 



OC 

= E 


Uk ( x ) = f ( x ) - / n ㈤ ‘ 


/c=n+l 


® 参看下一目. 
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■ T 的函数 ( p n ( x ) 是两个连续函数的差，也就是连续的了.由于级数的项是正的，对于 
固定的 X ， 序列 {(^ n ( x )} 是下降的（不上升 的)： 

外 ㈤ 彡外 ㈤ > ... 彡 (Pn(x) ^ if n ^i(x) 彡 …. 

最后，因为级数 （3) 在区间 Y 上收敛，对于任意固定的 x 

lim (sp n {x) = 0. 

Tl^OO 

为了要建立级数的一致收敛性，只要证明，对于每一个数 e > 0,存在这样一个 
值 n ， 使得对于所有的 X 同时 ^ n ( x ) < 4因为对于更大的值 n ， 这不等式就更对). 

我们用反证法.假设对于某一个^ > 0,这样的数 n 不存在.所以对于任意 
n = I ， 2 ,…， 在区间 Y 上可找到这种使得 (fn(x n ) > ^的值 X = x n . 所有在序列 
{ x n } 中的元素都包含在有限的区间1上，我们应用布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理 
[ 41 ], 并从 { x n } 中分出一个收敛于极限的部分序列 { x n J . 

由于 ( fm { x ) 的连续性，无论 m 是什么，都有 

，lilH (-Prn ) = (工.0)， 

K—^OO 

在另一方面，对于任意 m 与足够大的 / c ， 

几 k > rn, 所以 (Pm{x nk ) > (fn k (Xn k ) ^ 

当 A — OO 时，取极限，得到 


,lim ^rn(^njt) = (工 0) > 已 

k—^oo 

但是这些对于任意 m 都成立的不等式就与 

lim ^Prn (^o) = 0* 

m—oc 


矛盾.定理证完. 

432. 关于拟一琴收敛的附注若函数级数 （3) 由在区间1 = [ a ，6] 连续的函数组成，并 

在这个区间上收敛于和 f ( x )' 则为使 f ( x ) 是连续的充分条件是级数一致收敛，但是在一般情形 

下这完全不是必要的.迪尼和另外一些人觉察到，某种 “弱” 一致收敛性也是充分条件，这种“弱，， 

—致收敛性是：对每一个 e > 0与每一个数码 TV 、 至少存在一个与： r 无关的数码 n > TV ' 使得 

不等式 （6) 对1中所有的 z 成立.实际上，在证明定理1时我们仅仅利用了一个数码 n ， 对它， 
不等式 （13) 对； f 中所有 re 成立. 

然而甚至这种“弱” 一致性对级数 （3) 的和 /( rr ) 的连续性仍然不是必要的.例如收敛于连 
续和 /(: r ) 三0的级数 （15) ，不具有这种 “弱” 一致性. 

1883年阿尔泽拉 ( Arzela ) 在研究中引入了特殊类型的收敛性（后来得到了拟一致收敛的名 
称)，它解决了保证收敛级数的和函数的连续性的精确特征的问题. 
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关于在区间^ =： [ a , b ] 内收敛的级数（3)，若对于每一个 e >0 及每一个数码 TV 、 区间1可 
以被有限个开区间 

(<2 l ， 6 i )， ((22, &2)，’ ■ • , ( O - i , bi ) ) , ( fljfc , bk ) 

所覆盖，与这些区间对应的可提供 / c 个数码 

ni ， n 2 ' •■- : rn ,- - .Uk (> N') s 

使得对于（％中）所有的含于 （ a “ h )( i = 1,2,••- , k ) 中的 ： c 一致地成立不等式 

1/ ⑷ - Ui{^)\ = |^n t (^)| < 

则说级数 （3) 在；^ 中拟 一致收敛于和 /( x ). 

对于上面提到的“弱” 一致收敛性，中所有的 x 值对应于同一个数码 n , 而这里，所有的工 
被分成若干组，各组对应于不同的 n 值,但总是有限个 n 值. 

利用这个概念，阿尔泽拉证明了如下 断言： 

产 

定理 3设函数 u n { x ) 在区间 [ a , b ] 有定义并且连续，级数⑶在这个区间收敛.为使 
级数的和 /(： r ) 在 A 同样是连续的 ，必须且只需 级数在1 拟一致收敛于 / Or ). 

必要性 首先假设函数 }{ x ) 的连续性，因而意味着所有的余式 < fn ( x ) 也是连续的.在； f 中 
取任意点 〆 .按照给定的数 e 和 iV ， 对点分可找到这样的数码 Y > 7 V , 使得 

yv(a:’)| < 已 

根据函数 p n /( X ) 的连续性，在 V 的某个邻域 〆 二（ 〆 - V〆 +义)内将成立类似的不等式 

(/? n /( x )| < 

由对于1中所有可 能的 〆 构造的这些开区间 〆 组成某个无穷的系 E ， 它覆盖区间 t 那么， 
根据博雷尔引理 [881 .从 E 中可分出区间的有限的子系 

二 { ai , cr 2 , - - - ,(7 k }, 

它同样覆盖；这些区间即是在拟一致收敛定义中所提到过的那些开区间. 

充分性 现在假设级数 （3) 拟一致收敛于自己的和 f ( x ). 数 s 与 被指定以后，我们以定 
义中指出的性质构造区间 ( ai . h ) 并选择数码 n # = 1，2,…， ； c ). 在丨 中随意地选择点: r 0 ; 设 
该点含于区间 ( a i 0 , b iQ ) ,如同在证明定理 1(431,(12)] 那样，可以写出 

1/⑷-/(^ 0 )| < \ fniix ) - f ni ( xo ) \ + \< p ni { x ) \ + \ifni ( o ； o )|. (12 a ) 

同时，显然 

^ni(a ： o)| < e\ 


若0；也属于这个区间（％，匕0)，贝 1 J 


Wn»l < £■ 
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可以找到这样的数^ > 0,使得当 b - 抑| < 6时，不仅 z 含于区间（叫。，\。)，而且 （12 a ) 式右 
端第一项也< e ， 而这意味着 

I/O) - /O 0 )| < 3e， 

f ( x ) 在点抑 的连续性得证①. 

从这个定理很容易得出上一目的迪尼 定理. 事实上，若级数 （3) 由正的连续函数组成并收敛 
于连续的和，则如我们所见到的，收敛性必然是拟一致收敛. 

利用在这种情况下余式 Pn (： r ) 随 n 的增大而减小的事实，只要取数码 iV 大过所有叫卜二 
l ，2，_‘_，/ c )， 使得对 n > N ， 不等式⑹对； f 中所有 a ; —致地成立：收敛性原来是一致的. 

433. 逐项取极限 我们再引进一个定理，这是定理 1 的推广.在这定理中，= 

{x} 是有凝聚点 a (有限的或非有限的）的任意无穷集合 [52]; 这个点的本身可以属 
于集合，可以不属于集合. 

定理 4 设对于 a ; 趋向于 a ， 定义在域 Y 上的每一个函数 u n ( x)(n = 1，2,… ） 
都有有限的 极限： 

hm^(x)=c n . (16) 

若在域 Y 中，级数 （3) — 致收敛 ，则 1) 这些极限所组成的级数 收敛： 

CO 

y ^ y c n = c ； (c) 

n=l 

2) 级数 （3) 的和 /(z)， 当 z — a 时，有同样的 极限： 

lim f ( x ) 二 C . (17) 

x^a v ’ 

证明 按照第 429 目一致收敛性的条件，对于任意取定的 e > 0,存在数 7V， 使 
得当 n > 7V 与 n = 1， 2 ,3,…时，不等式⑻对于 Y 中所有的 x 都成立.当: r — a 
时，同时考虑到（16)，取极限，我们得到 

l^n+l + C n +2 + . ‘ ■ + C n + m | ^ £, 

所以对于级数 （C) 收敛性的条件是成立的 [376]. 

像通常一样，如果用 C，C n 与 7n 分别记级数的和，部分和与余式，那么 

C = C n -\- 7 n . 

从 （11) 逐项减去这等式，很容易得到 

1/( 工） - C 《 fn {^) ~~ C n + ip n { x ) I + I - (18) 

® 如同读者所觉察的，所有的号码 n 7: 可以选得随便怎样大的假设事实上并没有用到. 
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由于级数 （3) 的一致收敛性与级数 （ C ) 的收敛性，对任意£ > 0可以取定足够大的 
n ， 使得对于1中所有的 x 

< e , 同样 |7 n | < (19) 

因为，显然 

n n 

k=l A:=l 

如果限制于有限 a 的情形，那么我们找到这样的5 > 0,使得当 |x - a | < J 时 

\fn(x) - C n \ < e . (20) 

所以，由于（18)，(19)与（20)，对于指定的 X 值，不等式 


f { x ) — C \ < 3^ 


成立，这就得到了 （17)®. 

等式 （17) 可以写成 



这样，当一致收敛性存在时，级数和的极限等于它的项的极限所组成的级数的和，或 
者换句话说，在级数中允许逐项取极限. 


434. 级数的逐项求积分 现在我们来考虑关于收敛函数级数的和的积分的问 
题. 


定理 5若函数 u n (: r )( n = 1，2,3,…）在区间^ = [ a , b ) 上连续，并且它们所组 
成的级数 （3) 在这区间上一致收敛，则级数 （3) 的和 f ( x ) 的积分可表成下列的 形状: 




b 


b 


b 


Ui(x)dx + / U 2 (x)dx + 


蠡 ■參 


+ 


u n {x)dx + 


参 ♦ ♦ 


a 


a 


a 



证明 由于函数 u n (x) 与 f (X) 的连续性[431，定理]_]，所有这些积分的存在是 
显然的. 


在区间 [ a ，6] 上，积分恒等式 


/(^) = ^l(^) + 奶 ㈤ +- h U n (x) + ㈤ ， 


©读者应知在这里所用的方法就是定理1的证明中所曾用过的. 
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我们得到 


b 


b 


b 


b 


b 


f ( x)dx 


U \( x ) dx / U2 ( x)dx + * - -f / u n ( x)dx + / ip n ( x)dx 


a 


a 


a 


a 


a 


这样，级数 （21) 的 n 项的和与积分 j b a f { x)dx 差一项 J ^ n { x ) dx . 为要证明展 


开式 (21), 只需要证明 


b 


lim 

n—^oo 


( p n ( x)dx 


a 


( 22 ) 


a 


由于级数⑶的一致收敛性，对于任意 e > 0,可以找到使得当 n > iV 时， 
在所考虑的区间上，对所有的 z 同时有 


|(^ n ( x )| < e . 


所以对于这些 n 值，就有 




/ (p n (X)dx 


J a 

J a 


( f n ( x)\dx < (b — a ) • e ， 


这就证明了极限关系式 （22) 

等式 （21) 可以写成 



所以在一致收敛级数的情形，级 数的和的积分等于它的项的积分组成的级数的和 ，或 
者换句话说，级数 的逐项求积分是允许的. 

与在定理1的情形一样， 一 致收敛性的要求对于展开式 （21) 的正确性是极重要的，就是不可 
以简单地去掉，但是也不是必要的.在第431目中，考虑过的级数 （15) 同样说明这个现象.它们 
在区间 [0,11 上都非一致地收敛于函数 f ( x ) = 0 . 但是，逐项求第一个级数的积分，作为积分级 
数的和，我们得到 


lim / 2 n 2 x - e~ n x dx = lim (1 

n-^oo J 。 n —4 00 

对于第二个级数，得到 






级数 


1 一 X + X 2 — • • ■ + (― 1) 




1 



X 


n , 

x 4- 


是个有趣的例子.这里 


因此级数可逐项积分，虽然当 




1时，级数全然是发散的. 


(0 “ < 1 ) 



现在我们指出定理5的推广，这是关于在放弃所考虑函数 的连续 性的要求这一 
方面的推广. 
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定理 6若函数 u n ( x)(n = 1，2，...）在区间^ = [ a , 6] 上是可积的①，而且它们 
组成的级数 （3) —致收敛，则级数的和 f ( x ) 同样是可积的，并有展开式 (21). 

证明 我们来讨论函数/( ㈨ 的可积性. 

由于级数的一致收敛性，对于预先给定的 e ， 我们可以确定足够大的 n , 使得在 
区间 [ aj 所有的点上有 

1 / ㈤ - fn(x)\ < 誉或 f n (X) - | < f(x) < f n (x) + (23) 

取区间 [ a ，6] 的任意部分 [ a . P ], 并设 m , M 是函数在 [ a , P ] 上的确界，而 a ; = 
M - m 是它的 振幅； 函数 /( x ) 对应的振幅,我们记作 A 由于（23)，在区间 [ a , , 3 } 上 

Tn — — K f (x) < M + —, 所以 -\- e. 

现在，把区间 [ a ，6] 分成部分区间 [ xi , x ?:+ i ] 并在对应于第4个区间的振幅记上 

指标 i . 所以 A <呐+ q 并且 


^ • Axi ^ + c(b — a). 

I ■ 

I % 

因为右边的第二项可以任意小，而第一项与 A 二 max 同趋向于零，那么左边的 
表达式亦是趋于零的，所以推得函数 /( x ) 是可积的 [297,(8)]. 

至于等式 (21), 可以与前面一样地加以证明. 

用例子来说明，对于由可积函数组成的，违反一致性的级数，可能有非可积的和.设当 z 表 
成 不可约 的分数兰时， 知 ㈤ (对于 n = I , 2 ,…）等于1，当： r 是[0，1] 中 其他的点时，等于 ◦. 
这个函数，只有有 I 个不连续点，在 [0,1] 上是可积的，而级数的和显然是不可积的狄利克雷函数 
[300,(2)]. 

当然（我们已在例子中看岀)，对于由可积函数所组成的级数的可积性，一致收敛性不是必要 
条件. 

对于这情形，阿尔泽拉给了同时充分而且必要的条件（“广义的拟一致收敛性”)， 

比较432 g . 

435. 级数的逐项求导数借助于前一目定理5,很容易证明以下定理. 

定理7设函数 w n ( rr)(n = 1，2，-.）在区间^ = [ a , b ] 上确定而且有连续的导数 
<( x ). 若在这区间上，不仅是级数 （3) 收敛，而且由导数所组成的级数 

OO 

5Z U ， n( x ) = 以 iO) + 4( 工 )+ …+ U f n (x) 十 … 


® 在第 283 目的意义下 


(24) 
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是一致收敛的，则级数 （3) 的和 /(>) 在疋 上有导数，并且 

0O 

Y , U ， n ( X ) (25) 

n=l 

证明 把级数（ 24 )的和记作由于定理1，这是: r 的连续函数.现在利用 
定理5,逐项地,在从 a 到 Y 中任意: r 值的区间上，求级数 （24) 的 积分; 我们得到 

u’ n (t) dt • 

但是，显然 f : u ’ n ( t)dt = u n ( x ) —、( a )， 所以 





[这个改变由预先知道的级数乙^ ㈤ 与 ZMa ) 的收敛性所 证实； 参看 364,4。] 因 
为，由于被积函数的连续性，左边的积分有等于 r ( x ) 的导数 [305,12°], 那么与积分 
只差一个常数的函数/( X )就有同样的导数. 

等式（ 2 5)可以写成（如果按照柯西利用记号 Z ) 表示导数） 

( oo 1 oo 

D 1 Yl Un ^ r = ^2 Du n( x ) 

ln=l J n=l 


的形式 • 这样，在提出的条件之下，级数的和的导数是等于由它的项的导数所组成的 
级数的和，或者换句话说，级数的逐项求导数是允许的. 


与 


我们来考察级数 






2 ^ ln (1+ n V )--_ i) 


1 


ln(l + (n — 1) 



这里第一个的和当 rr = 0时等于0,在其余的点上等于1，而第二个的和处处都等于 0. 如果逐项 
求导数，那么得到我们已经熟识的级数 （15) [431], 这二级数都在整个区间[0，1]收敛于零，但是 
都不是一致收敛的.在第一个情形，导数的级数当 x = 0 时收敛，在此处原来级数的和不可能有 
导数，因为在这点上是不连续的.反之，在第二个情形，逐项求导数处处皆得到正确的结果.从这 
些例中，说明导数级数一致收敛性的要求， 是重要的但不是必要的. 

如果不惜将证明变得稍稍复杂 一些， 那么就可以去掉定理 7 中某些多余的假设. 
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定理 8设函数 u n ( x)(n 二 1,2, - . ■) 确定于区间 ； t = [ a ，6] 上，而且在这区间上 
有有限的导数 u ’ n ( x )‘ 设级数⑶至少在一点上收敛，譬如说是 x = a 而由导数 
组成的级数（ 24 )在整个区间；^上一致收敛，则， 1) 级数⑶在整个区间上一致收敛， 

2) 它的和 /( x ) 在1上有等式 （25) 所表示的导数. ’ 

证明 在区间 [ a ，6] 上任取二个不同的点: To 与0；，作级数 


O0 

E 

n=l 




我们要证明，当任意取定 XQ 时，这级数对所有的 X ^ Xo 都收敛的，并且还是一致收 
敛的. 

为了这个目的，任意给定数 S >0, 由于级数（ 24 )的一致收敛，找到 7 V ， 使得当 
n > iV 与 m = 1, 2,…时，不等式 


n+77i 



u k ( x ) 


fc=n+l 


< £ 


对于所有: r 的值都同时成立.取定 n 与 m ， 我们考虑函数 


n+m 


U(x) 



Uk(x); 


fc=n+l 


由于 （27) 它的导数 


n+m 


U \ x ) 



4 ㈤ 


fc = 71 + l 


的绝对值总< &但是，显然 


n+m 



U 


n 




U 


n 


(>0) 


U(x) 


U(x 0 ) 


/c=n+l 


X 


Xo 


X 


Xo 


t// ㈦ ， 



这里的 c 包含在 x 与之间[根据拉格朗日定理， 112 ]. 因此，对于所有的 X #耶， 


n+m 

E 


fc=n+l 



< 


因为，只要 n > N 、 无论 m = I ， 2 , 3 ,…，这不等式总是对的，那么这就证明了级数 
(26) 的一致收敛性.从此已经可以看出所有我们所需要的结论. 

首先，取卻= a ， 从级数 


oo 

E 


(^) _ Wn(a) 弓 

x — a 


E 



n 
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[参看第429目的推论]的一致收敛性，以及级数乙二，。⑷的收敛性，我们推论出 
级数也有一致收敛性. 

用/(4记作它的和，那么级数 （26) 的和显然是 ’ ㈨ - 胸 ，这里的: r 。 是在 

X — Xo 

区间 [ a ，6] 上的任一个: C 的值.因为在一致收敛的级数里可以逐项取极限（根据定理 
3)，那么 ，: c 趋向于邱，我们得到 

li m 乂⑷ - f( X 0) = U n(x) - U n (xp) 

x—^x 0 X — Xq ^ 1 ^—X — Xo 


这就是所要证明的. 

附注 所有这些关于逐项取极限，逐项积分与逐项微分的定理，都明确出函数级 
数与有限个函数的和之间的相似性.不过这相似性要受我们所知道的那些条件的限 
制.特别是一致收敛性占着首要地位. 

436. 序列的观点 我们对于用函数序列的观点来翻译已经得到的结果是有兴 
趣的.这会清楚地指出所考虑的问题与两个极限过程交换的一般问题间的联系，这 
在所有分析中都起重要的作用.另一方面，指出推广这些结果的方法. 

所以，我们重新比较函数序列 （1) 与函数级数⑶，它们相互的关系是 





或相当于 

以 lO) =A0 )， Un(x) = f n (x) - fn-l(x) (n = 2,3, …）. 

对于序列的极限函数与对应级数的和是一样的. 一 致收敛性如果成立，那么就必定 
同时既是对于序列的又是对于级数的. 

I . 我们先看关于极限函数的极限的问题.设集合 Y = {均有凝聚点 fl ， 且所有 
的函数都确定在这集合上.所以第433 目 的定理4可 译成： 

定理 4* 若函数 f n ( x ) 有极限 

lim f n ( x ) = f ( x ) ( o ; 在；^中） （28) 

n—oo 

并且 

lim f n ( x ) = C n (n = l ，2, …）， (29) 

x—►a 

同时第一式对于 x ( 在 Y 中）是一致收敛于极限，则两个有限极限 


lim f ( x ) 与 



lim C n 
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都存在，而且彼此相等. 

若注意（ 2 8)与（29)，等式 


lim f ( x ) = lim C n 

x — n — ►oo 


可以写成 


lim lim f n ( x )= lim lim f n ( x ). 

x — n — ^oo n ― >oo x ― >a 

这样，所考虑的定理指出了，关于两个变量 a 与 n 的函数 f n ( x ), 两个累次极限相等 
与存在的条件，这些直接与第 168 目中的研究连起来了. 

第 43 1 目中的两个定理，请读者把它们译成关于序列的定理. 

II . 现在假设区域 Y 是区间 [ a , b ], 我们考虑极限函数的积分的问题.下面就是类 
似于定理 6 [434] 的 定理： 

定理 6 * 设序列 {/ n (^)} 是由区间 [ a ，6] 上是可积函数组成的，而且对于 [ a ， 
中的： r 一致趋向于极限函数 f { x ), 则函数 / Or ) 在 [ a , b ] 上是可积的，并且 

rb pb 

/ f ( x)dx — lim / f n ( x ) dx . 

Ja Ja 

最后的等式可写成 

J fn(^)dx = J I /n(^)| dx , (30) 

就是说，对积分取极限是可以直接取被积函数的极限 j 这情形说明，我们允许在积分 

号下取极限. 

在等式 00) 中，极限符号与积分符号是互相对换了.因为定积分同样是从某种 
极限过程的结果得到的，那么这里所考虑的问题与在 168 目里研究的问题是类似的. 

III. 最后我们转向极限函数的导数的问题.我们把定理 8(435] 译成： 

定理 8 * 设所有的函数 f n ( x ) 在区间 [ a ，6] 上是可微的，而且导数的序列 

{ fn { x )} 在整个区间上对于； r 是一致收敛的.如果已知，这函数序列 {/ n (: T )} 在 

区间的一点上收敛，则可以推断， 1) 这序列在整个区间是收敛的，而且还是一致收敛 
的， 2) 极限函数 f(x) 是可微的，而且 


f ( x ) = lim < ㈤ . 

n — >oo 

如果这等式写成更富有表达力的形式 


七： ㈣ 二 ㈣ 以捕， 
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那么立即就明白了极限符号与导数符号的交换.因为导数同样是极限,那么这个问题 
与两个极限过程的交换联系起来了. 

我们要特别注意以下一点.如果站在无穷级数的观点上，那么自然数的参数 n 
自然不可能用更普遍的来代替.而函数序列的情形则不然.这里函数 f n ( x ) 可以用 
两个变量的函数 f ( x ， y ) 来代替，其中 y 在一个有凝聚点加(有限或无限）的任意域 
y = { y } 内变动. n — 00 的极限过程可以用 y yo 的极限过程来代替.对于这种 一 
般情形，定理的形成与证明都是不难得到的.以后在第十四章中，我们将讨论这种一 
般情形的某些问题. 

437. 幂级数的和的连续性 幂级数性质的研究是 所有现 有理论的应用的最重 
要的例子.我们限制于形式为 

00 

〉: ci n x n = clq d\x + ci2 ^ + • _ * + a n x n + •. * (31) 

n 二 0 

的幂级数，因为在 403 目中，我们已看到较普遍形式 

oo 

〉 : 0 > n (x — X ^ y 1 = ao CLi^X — $ 0 ) + (22(2 _ $ 0)2 + * • * + Cl n [x — Xo) n + (31*) 

n—0 

的幂级数，用一个简单的变量变换，就变成 （31) 的形式. 

设级数 （31) 有收敛半径尺 > 0 [379]. 首先可以 断定： 

1。任意取正数 r <尺，级数 (31) 在闭区间[- r , r ] 上对于 z 是一致收敛的. 

事实上，因为 r <丑，那么当 x = r 时级数 （31) 绝对收敛,就是说，正项级数 

OO 

〉: \dn ' v n = |<2o| + cl\ * r -f a 2 • r 2 + • ■ ■ + a n • r n + ... (32) 

n=0 

收敛.当 |： r | < r •时，级数 （31) 的项的绝对值不超过这个级数的对应项，这样这级数 
起了优级数的作用，根据魏尔斯特拉斯判别法，级数 （31) 对于指明的 o ; 值是一致收 
敛的. 

虽然数 r 可以取得任意接近 i ?， 但是从证明中，不能得到在区间 (— R 、 R ) 上的 
一致收敛性.在级数的例子里[428,6)]，读者看到，收敛区间的端点可能是非一致的 
点. 

现在，我们有定理1的推论： 

2° 幂级数 （31) 的和 f ( x ), 对于所有在 — RMiR 之间的: r 值，是: r 的连续函 
数. 

无论在收敛区间内如何取值 t = a ;。， 总可以选个 r < R ' 使得| 0 ：。| < r . 由于1。， 
在区间[- r ， r ] 应用定理1，我们得到函数 /( x ) 在这区间上的连续性，当然在 x-xo 
上也连续. 
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[读者要注意到，我们是避免在区间 (~ R , R ) 上应用定理1的，因为在这区间上 
一致收敛性是不能保证的」 

幂级数的和的连续性可以利用来证明关于幂级 数恒等的定理 (也与关于多项式 
的定理相类似)： 

3。设两个幂级数 

00 

〉 : a n x n = clq d\X + d2X^ + . . * + (i n x n + ‘. ■ 

n —0 

与 

oo 

〉 : b n x n = bo + b\x -\- b2X^ + * ■. + b n x n + • •. 

n=0 

在 : r = 0 点的邻近①有同样的和，则这两级数恒等，就是说，对应的系数 相等： 


a o = 石 o ， ai = bi.a2 — h ， • • ■ , ci n — b n ， … 


在等式 

clq ciiX ' • • = + * ■ ■ 

中，设: r = 0, 立即得到等式 = 6 0 . 去掉等式两边的这些项，再除以 z (此时，必须 
假定 : r / 0), 我们得到新的等式 


ai + a^x H -= 6i + b 2 x H - ， 

在: r = 0 的邻近 但不包括这点 本身，这等式成立.这里不能取 x = 0, 我们可以取 x 

趋向于0;利用连续性，在极限中，我们得到 m = bi . 去掉这些项，再除以 : r _ 0,当 
rc — 0时，得到 (22 = 等等. 

这就建立了函数用幂级数展开的唯 一性， 这个简单的定理是时常用到的.由于 

它的帮助，即刻得到，偶（奇） 函数用 （ 3 1) 形式幂级数的展开只可能包含: r 的偶 （奇) 

次项. 

现在我们来观察,在它的收敛区间端点 x = 士邻近，关于级数性质的更精密的 
问题（今后这区间认为是有限的).我们可以限制于右端点 x = R ; 只要简单地以 - x 
代替％就把所有关于右端点的说明都变成左端点的情形了. 

首先知道： 

4。 若幂级数 （31) 在它收敛区间的端点 x = R 是发散的，则级数在区间 [0, 开) 
的收敛是不可能一致的. 

事实上，如果一致收敛性存在的话，根据定理 3, 我们可以对级数当 x ^ R -0 
逐项取极限，就得到极限的收敛级数 

OO 

〉 : ci n R n = clq ci\R + cl2R^ + ■.. + ci n R n + _ •., 

n=0 

①这不仅指 : r = 0 点两边邻域 (-(5,5) 而言，还包括单边邻域[0,6)或 (-6,01. 
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这与假定相反. 

以下是在某种意义下的逆定理. 

5。设幂级数 （31) 当 z = 只时收敛(纵然是非绝对的)，则级数在整个区间 [0,^] 
的收敛性必然是一致的. 

事实上，如果级数 （31) 表成形式 


^a n x n 

n=0 



(0 X ^ R ) ) 


那么所要求的结论即刻可从阿贝尔判别法得到，因为级数 E 



组成单调与一致有界的序歹 1 J 


oo 

n=0 


a n R n 收敛，而因子 


X 




证明了的命题允许把定理1应用到整个区间 [0^]. 这样，关于在开区间 (- R ， R ) 
上幂级数的和的连续性，我们得到补充定理2°的阿贝尔的 定理： 

6°阿贝尔定理若幂级数 （31) 当： c 二尺时收敛，则它的和在这 x 值上保持 
连续性（自然是左边的连续性)，就是说， 


lim 

x —> R _ 0 




0 


a n x n 



0 


阿贝尔定理有很重要的应用. 

如果，只在开区间（-凡 句上， 得到函数/卜）的幂级数展开式 

oo 

f ( x ) = ^ a n x n (-R < x < R ) ， 

n=0 


但是，在这区间的某一个端点上，譬如说在 rr =只上，函数保持连续性，而级数断续 
收敛，那么这展开式在这端点上还是正确的.取以上等式当 x -^ R -0 时的极限，就 
容易相信这点的. 

这样，例如，我们只在 - 1 < x < 1时有展开式 


ln(l 十 :r) = z — 




但是，知道级数 


—妄+含_…十 (_ i 广- 1 兰十 


* • 


收敛，我们就作出结论，这级数的和是 In 2. 完全同样的方法证明第407目中的断言,二项式级数 


, m(m — 1)2 

1 十 mx H -:―- ― 十 

- 2 


4 4 4 


十 


m(m — l)(m — 2) 




1*2*3 - 


(m — n+ V + 


■ ■ »擎 


n 


在 a : = 士1时的和是 （1 + x ) m ， 只需要级数是收敛的. 
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438. 幂级数积分与微分现在我们把第434, 435目中的定理应用到幂级数. 
比较已经证明了的性质 1° ， 5 。 与第434目的定理 5, 我们 得到： 

7° 幂级数 （ 31) 在区间 [0,x] 上可以逐项积分，其中 |x| < R , 就是 



若级数 （31) 在收敛区间的一个端点上收敛，其中 I 值就可以与这端点的值重合. 

转到关于幂级数 （31) 求导数的问题. 

8°幂级数 （31) 在其收敛区间内部可以逐项求导数，于是 



E 

=1 


na n x 


一 1 


2 


Cil + C ld2X + 3 ( 23 工 + 




+ na^x 


— 1 




若上述级数在收敛区间的端点收敛，则上述断言在这个端点保持有效. 

取原来级数的收敛区间内的任意一点0：，于是 M <只，在问与丑之间插入数 

r ' : \ x \ < r ' < R . 由于级数 



的收敛性，其通项 有界: 


I 1 \ /2 | 

ao + air + a^r 4- 


+ a n r 


fn 



a n \ r ,n ( L 为常数 , n = l ，2,.--). 


则对级数 （34) 第 n 项的绝对值得到如下估计: 


n 




n a n • r’ n ■ 




L 


— - n 
r " 



级数 



收敛，若考虑到 g < i ， 借助于达朗贝尔判别法容易证实这一点.在这种情形下级 

数 （34) 绝对收敛!^由此可以明白，这个级数的收敛 半径兒 不小于丑， 

若现在取任意 r < R } 则同时有 r < R ; ; 根据1°，级数 （34) 在区间 [- r ， r ] 一致 
收敛，因此按定理 7(435], 在这个区间内容许对级数 （31) 逐项求导数.因为 r < R 
是任意的，定理的基本断言得证. 

在级数 （34) 当 a ; =只时收敛的情形下，这一收敛性在区间[0，利上是一致的 
[5°], 定理7可应用于整个区间——当 : c =只时逐项求导数是容许的. 


附注我们已经确认丑 7 R 另一方面，原先的级数 （31) 的项，按绝对值不超 


过级数 



na n x n 



2 


aix + 2a2X + 
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的对应的项，而后者与级数 （34) 有相同的收敛半径兒 . 因此/ >兄.这样一来， 

最后有 R ! = R :级数 （31) 与由它逐项求导数得到的级数 （34)，二 者的收敛半径 
重合其实，若记起拆 — l( n — oo ) [32,10], 借助于柯西-阿达马定理 [380] 可以 

证明这一点. 

因为级数 （31) 可由级数 （33) 逐项求导数得到，这两个级数有相同的收敛半径. 
最后的定理8。揭示了幂级数累次重复求导数的可能性.这样,像以前一样 J ㈤ 
记作幂级数 （31) 在它收敛区间所表示的函数，在这区间内我们处 处有： 

/( 工） = CLq CLiX -h d2X^ + (23 工 3 + ‘ * ■ + CL n X n + • ■. 

f\x) = 1 ■ ai + 2a2X + Za^x 2 + • ‘. + na n x n ~ l + . ■. 

t / >// (^) = 1 • 2d2 H - 2 * 3ci^x -|- * * * - (- {ti — \^7id n x n 2 . 

J ，，f {x) = 1 * 2 * 3(23 {TI — 2)(71 — Y)TlCL n X n 3 + 4 . • 


/( n ) (x) = 1 * 2 ， 3 .…. (n — 1) ■ na n + … 


如果在这些等式里代入 X = 0, 那么我们得到已知的幂级数的系数的表 达式: 



[比较 403 ⑺].如果问题是关于一般形式 (31*) 的级数,那么只要在这里把 : r = 0的 

值换作 i = 因此： 


9。 幂级数在它的收敛区间内所表示的函数，在这区间内有任何阶的导数.这 
级数本身对于这函数，不是别的，就是它的泰勒级数. 

这值得注意的结论使得在前章中讨论的函数展开成幂级数的问题更清楚了.我 


们看到< 如果函数展开成幂级数，那么必须展开成泰勒 级数； 因此我们只限于去研究, 
对于函数泰勒级数表达的可能性.注意 ，展开 6 Q ) 成: r - xo 幂的泰勒级数的函数叫做 

在 Zq 点 上是解析的. 

推广€经阐明了的理论到多重幂级数.为了明确起见，我们考虑两个变量的级 


数 


cHk(x 


^ o) l (y 


yo ) k . 


, k =0 


在收敛域内 [396] ，这 级数同样可以对于任一个变量逐项求导数任意若干次.因 


6 G ) 在点 X 0 的某个邻域内. 
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此很容易得到系数的表达式 


«00 = /($0 ， yo)，aio 


df ( x 0 ， y 0 ) 

dx 


) ^01 


df ( x 0 , y 0 ) 

dy 


^20 


1 d 2 f ( x Q ) y Q ) 


2 ! 


dx 2 


一般地 


a，ik 


1 d i + k f ( x 0 , yo ) 


i \ k \ 


dx i dy 


k 


这样，函数 f ( x 、 y ) 的展开式（只要它是可能）必须有形式 


/(%")= E 

i,k=Q 


1 d i + k f ( x 0 , y 0 ) 
i \ k \ dx i dy k X 



这级数就叫做泰勒级数；它很自然地与在195目中讲过的泰勒公式衔接起来.当这样 
的展开式存在 61) 时，函数 f ( x ， y ) 叫做在 ( x 0) yo ) 点上是解 析的. 


§3. 应用 


439. 级数和连续性与逐项取极限的例 

1) 研究级数和 

oo 

n=l 

的连续性.假设 p . g > 0,且这两个指数之一大于 1( 这一点保证对所有的 x 级数收敛).显然只需 
限于非负的 x . 

如果 P > 1，那么对0； < xq(xq > 0是任意数)，级数以 


Xo 


OC 

E 

n=l 



nP 


为优级数，因此根据魏尔斯特拉斯判别法，级数一致收敛，其和在区间 [0, xo ] 内连续，由于吻的 
任意性，这一点在整个区间 [0, + oo ) 上成立. 

如果 p < 1，但 g > 1，那么对 x >0 把级数改写为 


OO 



n=i n q + 




HP 


的形式.如同前面所论证的，我们得出级数和对所有 ： r > 0的连续性.于是，仅需解决有关点 
x = 0 的问题. 

用求导数的方法可以看出，当 o : = 时级数的第 n 项达到其最大值 


n 宇 


61) 在点 ( x 0 , y Q ) 的某个邻域内. 
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如果 p J r q >2 , 那么级数以收敛级数 



为优级数，这一点保证了包括点^ = 0在内对所有 rr ， 函数 f ( x ) 连续. 

留下悬而未决的是若 p < l ， g > l , 但 p + 的情形当 a : = 0时 f ( x ) 的连续性问题.我 

们在后面 [491,14)] 看到，在这样一些条件下函数 f ( x ) 在点 : r = 0处有间断. 

2) 我们考虑狄利克雷级数 [385,3)] 



E a n 

nF ' 1 



此处 { a n } 是某个实数序列.我们假设这个级数不是“处处发散”的，因此对它存在收敛边界点 
A < + oo . 无论取什么样的: c 。 > A ， 级数 


E Cin 

fl x O 


收敛.由此可以断言所考虑的级数对所有的吻一致收敛[与437目定理1°类似 1. 如果把级 
数改为 



的形式，注意到因子随 n 的增长而递减，且均以1为界.而那时，按照定理1,级数和对 

/ fl x ~ x O 

所有 : C >邡连续，因此（由于吻的任意性）对所有的 x > A 连续[与定理2。类似]. 

如果 A 有限，级数 





收敛,这样就可证对 A , 所考虑级数的一致收敛性丨与5°比较]与级数和当 x 
性[与6。比较]. 

3) 在 390,6) 中，用等式 


E ( x ) 



A 时的右连续 


确定 E ( x ), 我们知道它适合关系式 


E(x + y ) 二 E ( x ) * E ( y ). 


( 1 ) 


现在，按照第437目定理2°,函数 E ( x ) 在从 - oo 到 + OC 整个区间内是连续的.由于在75 
中1°的证明，方程⑴的连续解必须有形式 E ( x ) = a \ 最后，底 a 显然确定 如下： 


a — £/( 1 ) 


i + E 


1 


n \ 



e. 


因此，五 ㈤ [比较 404,(11)]. 
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4) 我们来给出二项式级数 [407,(22)] 


1 + mx 



m(m — 1) 2 
二 二 00 

1*2 



m(m — l)(m — 2) 

r^3 工 + 


4 A A 




个新的解释.若 Ixl < 


此级数绝对收敛.我们来确定其和.把这个和表为 m 的函数（对固定的 


x 5 \x 


从初等代数知，对任意 自然数 m (级数此时在 （ m + 1) 项中断 




(l + x ) m ; 


我们来证明，对所有的 



都如此 


取任意 h 考虑类似的级数 



. h{h — 1 ) 2 

kx H --- 

1 * 2 

k{k _ 1) … 



— l)(/c — 2) 3 

12*3 怎十 



( A ; — n + 1) 


■2 


x 


n 



n 


及其和 ( f ( k ), 把两个级数按柯西法则相乘.不难写出这个乘积的前几项 


W ( m ) • ( p ( k ) 




1 + (m 



k)x ^\^^ +mk 



w + 



m + k)x 



?n + /c) (77i - {- k — 1)2 

n x + 


X 


n 


n \ 


的系数显然是某个关于 


m 



的 n 次幂的多项式.它的形状如何？ 若 m 与 k 是任意的自 


然数，都大于 n ， 则从初等的考虑可以断定，所说的系数是 


m + k)(m + — 1) 


m^rk — n 



!)• 


因此（正如从两个变 m 的整多项式的恒等定理推出这一点）对任意的 m 与 k , 级数乘积也具有这 
样的形式.于是所求函数 ^( m ) 适合函数关系 






( f(m -f k ). 


现在来证明函数 cp ( m ) 的连续性.对于所有按其绝对值不超过任意取的数 m 。 > 0的所有数值 
m ， 可从二项级数的一致收敛性推出 ip ( m ) 的连 续性； 对于这些值，此级数以收敛级数 



mo x 



mo(m 0 + 1) 2 

- X 

1-2 



m 0 ( m 0 + l )( m 0 + 2) 3 

- X + 

1.2.3 


为优级数.在这种情况下，正如我们所知[75,1%必然有 


㈣ 


a 




#⑴ 



x 


于是最终有 


(^㈣ 




(1 +岣 


5) 由关系式 [77,5(6)] 


In a = lim k ( \/a — 1) (k = 1,2, • 

k — oo 


膠 » 


的帮助，读者已经知道的对数级数 [405(17)] 可以从二项式级数 [407(22)] 得到. 
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设 a = 1 +x (此处 |： r | < 1) 并把 (1 用它的展开式 


(1 + 4 去 







来代替.所以 ln(l + :r) 表 7K ， 当 /c — > oo 时，表达式 


k[(l - 1 







+ (- 1 ) 


n 一 


1 X 


n 


n 










⑵ 


的极限. 

这级数的项 r 为常数）包含一个自然参数 / c 作为变量.在它的整个变化域内，级数 （2) 对于 
A : —致 收敛； 这点（按照魏尔斯特拉斯判别法）是由于，它可用不包含的级数 


X 


X 



2 


2 



X 


3 




X 


71 



n 


( x 


常数 ， m < l ) 


作为优级数.在这样的情形，按照定理4①，级数 （2) 当 — oo 时可以 逐项取 极限，这就得到对 
数级数. 

从关系式 

e x = lim (I + 7 ) (& = 1，2,3，...） 

k ― >co ^ rC ^ 

推出指数级数 [404( H )] 也是个有趣的例子. 

按照二项式的牛顿公式展开.就有 



1 + /c ■ 






— 71 + 1 ) 

• n 



2 


=1 + — + — 

1 ! 2 ! 





(3) 


实际上，对于任意 M 这里的项总共只有有限个 (=fc+l), 但是我们可以认为是个“无穷级数”而 
其余的项都等于 0. 这级数对于所有的 / c 都一致收敛，显然，收敛级数 


1 +智+1十…+ 十… （ x =常数） 

是它的优势级数.在这情形，按照定理3，“级数”当 /C — oo 时可以逐项取极限.因为 ，当 fc <n 
时，这级数的第 ( n +1) 项等于0,对于所有 k ^ n , 则有形式 



那么当 k ^ oc 时它的极限为用这样的方法，我们又得到了指数函数^的展开式. 

7) 根据棣莫弗公式，我们已^ 408目看到公式 


sm mz 


m(m — l)(m — 2 ) 


mcos m ^ A z • sinz - - v —. 二 二 cos m _ 3 z • sin 3 z + 


1 , 



a 


①记住，在定理 3 中讨论的变量 z 的变化域 i 可以是任 意的； 特别它可以是自然数列（就是 
+ 00 ), 
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我们 证明： 正是由此可得到函数 sinx 的幂级数展开. 

令^ 1并把 cos m - 提到括号外，上述公式可改写为: 

mm 


sin a ; 


cos 


m 


X 


m 



mtg— — 

m 





ffix 看作是不变的，在等式右端令 m — oo 而取极限. 


因为 cos m - 一 

m 


1 [例如，参看79,4)当 A = 0]，而 mtg 


x 


m 


所要的展开 [404,(12)] 


sin x 



> : r ， 于是在极限中事实上便得到 


仍需说明括号中能逐项取极限的理由，括号中当对每个 m 项数是有限的，但随着 m 的增长，项数 
是无限增长的[与 6) 比较]. 

设取: c 含于 -^ m 0 7 T 与十 im 0 7 T 之间； 假定 m > m 0 . 容易证明表达式 mtg — 的绝对值随 

O V) TTh 

m 的增长而递减，因此是有界的： 


mtg — 

m 



(m > mo). 


在这种情况下，括号中的展开式以收敛级数 



L 3 

¥ 



为优级数.正如上一个例子那样，论证完成了 

类似地可以得到 COSX 的幂级数展开. 


附注 例子5)，6)，7)详细转述了欧拉在其《无穷小分析引论》中的初等函数展开的结论. 


8) 证明 





⑹ 





( а ) 设0 < x < 1;因为级数 ZT 收敛，而因子以1为上界，且当几增加 

时单调下降，那么应用阿贝尔判别法，即知级数对于在 (0,1) 中所有 x —致收敛.当 x — 1 - 0 
时，逐项取极限（定理4)，我们就得到所要求的结果. 

(б) 设这里0 < a ; < 1，就有 



(- 1 ) 


n 


(1 - x)x 
1 — x 2n 



- 1 ) 


n— 1 


X 


n 


1 + rr 十 x 2 + ‘ • • + x 2n_1 


n 


n 


在这里级数 ^(-1)— 1 不收敛，但它的部分和有界.另一方面， n 增加时因子 


1 十 xH - ha： 277 — 1 
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不但单调减小，而且对在（0，1)中的 rc 


致趋近于0,因为 


X 


n 


1 + re + …+ : r 2n — 1 


< 


X 


n 


1 + z + …+ 二八一 1 


< 


X 


n 




nx 


n 


n 


在这情形应用狄利克雷判别法，即知级数一致收敛，故当 ; r 


0时，允许逐项取极限，等 


等‘ 


9) 说到幂级数时，我们总是默认它的项是按照升幂排的.如果是在收敛区间 的内部 ，这样理解 

与否尚无关系，因为级数绝对 收敛; 可是例如阿贝尔定理等,若缺少了这一条件就会变成是不正确 
的了. 


在级数 


X 


X — 




X 4 X 3 

T + T 


X 


X 




6 


8 


+ 


上验算一下，这级数是从对数级数重新排列项得来的[参看 388, 例 1)_ 

10 ) 给一个阿贝尔定理 [392] 在级数乘法问题中很有趣的应用. 


考虑两个收敛级数 


A 


yz an 


n 


与 


B 




n 


唼设这二级数的乘积（柯西) 


c 




C^n 


( A ) 


( B ) 


(C) 


同样收 敛遂里 ^ 


O^lbn + 


i i ■ 


+ d n b \ . 需要证明 


AB 




a 


从级数 （ A ) 的收敛性，首先按照第 379 目引理，我们断定级数 


M x ) 


E 


a n x 


n 


n 


( A *) 


在 | x | < 1 时绝对收敛，所以这个级数的收敛半径 R ^ l . 这样，在任何情形都有关系式 


lim A ( x ) = A = a U) 

x-yl-0 > 

n= 1 


就是，当 i ? 


时，根据阿贝尔定理，当丑> 1时，根据定理2° [437], 如果类似地考虑级数（当 


x 


< 1时) 


B ( x ) 




( B * 


n 




^ CnX n , 


(C 


* 


n 


• 384 ■ 


第十二章函数序列与函数级数 


[ 440 ] 



那么关于级数 ( A *) 所说的那些，对于它们都对. 

现在把柯西定理应用到 绝对收 敛级数 （ A + ) 与 （ B ' 我们就有 

A ( x ) - B ( x ) = C ( x ). 


为了得到要求的结果 


AB 




只需当 


X 


1 - 0时，取极限 


440. 级数的逐项求积分的例 

1) 级数 E 二 Q 的求和可以这样进行 



" I ) 


71 


n 


n =0 


3ti -|- 1 


lim 


X 


nn 

1-0 ^ 


-1) x 3n+l 


X 


3 n + 1 


lim 
2 — 1-0 


n=0 


0 


Eh ) 


n x 3n dx 


n=0 


x 


lim 

x — ► 1 一 0 


dx 


o 


1 + X 


3 


lim 



X 


i-o I 6 


In 


x + 1) 


2 


x 2 — X l 



1 2 x 

arctg - 


7T 


v /3 





6 v /3 



-In 2 


7T 



3 W 


我们首先应用阿贝尔定理，而后是应用幂级数的逐项积分 [437,6° ;438,7° 

2) 在区间 [0， rr ] (此处 | rr | < 1) 上，利用级数 


1 + X 




1 I 2 | / -1 \ 71 一 1 71— 1 

1 - X + X - h ( — 1) x 



1 


1 + X 


2 


2 , 4 I / -i \ — 1 ^2(n 一 1 ) _|_ . 


——+ (— 1 ) 


的逐项求积分，立即得到展开式 


X 


dx 


0 


x 


1 



X 


= ln(l + x) 


X 


2 


X 


3 


X — 


2 



-i) 


x 


n 


n— 1 



n 


dx 


0 


l -\- x 


2 


arctgx — x — 


X 


3 




o 


X 


2n-l 


2 n — 1 



这些在 405 [参看 （17)] 与 40 4 [参看 (15)] 中是用比较复杂的方法得到的，由阿贝尔定理 [437,6°] 


的帮助，说明第一个展开式在 : r 


时是对的，第二个在 x = 士1时是对的. 


3) 如果回想一下，函数 arcsin x 的导数 


\/1 — x 2 


展开成以下形式的级数 [407(24)]: 


1 


\]\ — X 2 


1 




(2 n — 1)!! 2n 

~~ 2n \\ ^工 


—1 < x < 1) ， 


n 


那么利用这级数的逐项求积分很容易得到反正弦函数本身的展开式（这对我们是新的) 


X 


dx 


\/l — x 2 


arcsm x 


x + 



(2 n - 1)!! 
2 n \\ 


x 


2n+l 


+ 1 


—1 < re < 1) 


n 


0 


[ 440 ] 


§ 3 . 应用 


. 385 • 


因为这级数对 x = 土1也收敛 [370,5)( a )]， ①那么按照阿贝尔定理，展开式对于这些值也是对的. 
特别，当0： = 1时，我们有数 7 T 的级数： 



同样，展开导数 _ 

[ ln(x + \/l + x 2 )] ; 

成级数，再逐项求它的积分，我们得到展开式 




\ n(x n - \/l + x 2 ) 


X + 


E(_d 


n 


(2 n - 1)!! 


x 


2tz+ 1 


2ti + 1 


n 


(—1 ^ X ^ 1 ). 


这函数不是 别的， 而是 Arsh x , 就是 sh re 的反函数[49 5 4);339 5 附注]. 

4) 由于级数逐项求积分的帮助，我们可以把那些不能表示成初等函数的有限形式的积分，展 
开成无穷幂级数[参看 227]. 这些展开式在近似计算中是可以利用的. 

如从已知展开式 


e 


X 


2 


x 2 x 4 

1—— T + 


A A % 


1! 


2 ! 



-1) 


n 


X 


2n 


n ! 


+ 


出发[参看 404(11)]， 我们求出 


X 


e 


a: 


2 


dx 


X 


3 


X — 


+ 


X 


o 


0 


2 ! 


I 

o 


- 1 ) 


n 


X 


十 1 


n ! 2 n + 1 


+ 


我们提出这个 问题: 计算积分 


1 


W 


e 


X 


2 


dx 


0 


的值准确到 0.000 1. 取积分的上限等于1,我们得到 W 的一个项的绝对值递减的交错数项级数 


II 


1 ■ 3 + To ' 42 + 216 


1 320 



9 360 


75 600 



因为第八项已经大大地小于给定的限度、所以我们只保留前七项.对应的误差（负的 )△ 很容 


易估计 


| A |< 


1 


75 600 


< 


1.5 

10^ 


d 其实，级数 i 




CO 

n: 


(2n- 1)!! 
(2n)!! 


+ 1 


的收敛性现在可以更简单地证明.对任意 


>有 


X + 



(2n — 1)!! x 2n+1 • 7T 

--- 、 -< arcsinx < — 

(2n)!! 2n + 1 2 


n 


现在使 


X 


而取极限，得到 




(2n- 1)!! 
(2n)!! 


1 


2ti -4" 1 



7 T 


2" 


n 


由此 [365] 推岀 所求. 
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计算其他的项到第五位小数，我们有 



10 


1.100 00 


3 


0.333 33(+) 


216 


0.004 63(-) 


9360 


0.000 11 (-) 


1.104 74 


42 


1320 


0.023 81(-) 


0.000 76( 


0.357 90 


1.104 74 
- 0.357 90 

0.746 84 


如果计算全部误差，则有 


0.746 81 < /i < 0746 85, W = 0.746 8… 


四位小数完全正确[比较328 ; 5)]. 

5) 同样，因为[参看 404(12)] 


sin x , x 2 x 4 , x 

1 - — + — ——+ (— 1 ) 


2 72 / 一 2 


X 


3! 


5! 


(2 n - 1)! 


+ 


所以 


X 


0 


smx 

x 


dx 


X 


3 


X — 


3!3 


+ 


x 


5 


5!5 


參»秦 


我们提出，由这展开式的帮助，计算积分 


+ (-i) 


71—1 


X 


2n-l 


(2n - l)l(2n - 1 ) 




0 


sin x 
x 


dx 


的值准确到 0.001. 


取 ： c 


7T 


就有 




7T — 


18 


7T 


3 



600 


7T 


5 


35 280 


7T 


7 



3 265 920 


丌 


9 


1 


439 084 800 


丌 11 + 


这又是一个项的绝对值递减的交错级数. 

因为第六项小于 0.000 7,那么我们只计算五项 ； 计算到四位小数 


7T 


3.141 6(-) 


600 


7T 


5 


0-510 0(+) 


3 265 920 


7T 


9 


0.009 1(+) 


3.660 7 


18 


7T 


3 


35 280 


丌 


1.722 6(-) 


0.085 6(+) 


1.808 2 


3.660 7 
1.808 2 


1.852 5 


考虑到误差，我们得到 结论: 


L 851 7 < fi < 1.852 7, p = 1.852 士 CK 001 


6) 我们提出把积分 


1 


(a) 


arctg x 


0 


X 


dx 、 


1 


⑹ 


X 


x 


dx 


0 
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表示成级数的问题. 

( a ) 回想一下反正切函数的展开式，就有 


arctg x 


dx 


x 



1 丄 2 丄 4 丄 fi 

1 - + TX 4 - 二 X 6 十 


_ » k 



dx 


=1 一菸+菸—尹十 


因为在积分号下的级数在 


X 


1处收敛，那么就允许逐项求积分 [438,7°]. 


我们已经提到过 [328,6)] 所谓“卡塔兰常数，，的这个积分的值 


G 


0-915 965… 


现在我们看到 


G 


E 


n 


(― ir— 1 


(2 n - I ) 2 


(6) 把被积表达式写成 e 


xln x 


的形式，展开它成指数级数 


X 





ln n x 


① 


n ! 


5 


n 


这级数对于0 < z < 1 —致收敛.因为函数 | xlna :| 的最大值是土(很容易用微分学的方法算出来 
的），所以可以写岀优级数 e 


n 


E 


n ! 


n 


因此可以逐项求积分.因为 [312,4)] 


x n \ n n xdx = (-l) n 


n ! 

( n + 1 产+ 1 ’ 



那么最后 


x〜 x dx 


E 


1:， 






1 A 


M 




m 


m 


7) 我们有展开式 [414,8)] 


arctg x 


x 


1 x 


E 


(2p)!! 


(2 p + l )!! 


X 


l-\~ X 


(0 ^ x ^ 1) 


此处设 rr 


V 


- y 2 


，并且考虑到 arctg 


y 


i-y 


arcsin y [50]， 求出: 


arcsm y 


J^~y 2 


E 


(2 p )!! 2 p+i 









从 0 到 y 积分这个等式，同时右端是逐项 积分: 


arcsin y ) 


E 


(2 p )!! y 2p+2 

(2 p + l )!! • 2 p + 2 


E 


[2 (m — 1)]!! y 2rn 

(2 m — 1)!! 2 m 


①当 


X 


0 时，级数的项从 n 


开始都用极限值来代替，就是以零来代替. 
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这个结果可以改 写为: 


CO 


2(arcsin y) 


2 





1 )!] 


2 


m 


(2m)! 


(2y) 


2m 


当 y 


2 


，由此 得出: 



[(m 


1)1： 


2 


7T 


2 


(2m)! 


18 


但是我们已看到 [395,(13); 同样可参看416]， 



n 2 



Th — 1 


O ! 1 2 

(2m)! 


于是最后得 



n 


2 


丌 

6 


n 


我们将不止一次地回到欧拉的这个有趣的结果. 
8) 计算积分 



ln(l + x 


dx 


0 


X 


如果利用对数级数 [405(17)], 那么我们得到被积函数的展开式 


⑷ 


2 


1 —1 — 4 i / 1、几一 1 丄 Tl — \ | 

I - -x -x - h (-1) -x + 

z 6 n 


* A 4 


这级数在整个区间 [0，1] 中成立_逐项求积分，我们得到 


= 1 r ^ ^-^ ( _1 ) 


n—1 


2 2 




3 2 


n 2 


+ 


乙㈠) 


n—1 


n 2 


n 


我们刚刚建立了等式 （4); 由此式得 ■出①: 



- 1 ) 


n — 1 


n 2 



n 


2 


2 



7 T 


2 


n 


n 


(2n) 


2 


12 


n 


这样，我们就达到了所要求的积分的“有限”的表达式/ 


7T 


2 


9) 设要求积分 （M < 1) 


12 


7T 


ln(l + a ^ cos x 


dx 


0 


COS X 


的值（当 : c = ^时被积表达式的值认为是当 x — l 时的极限值 a 


①就是在 420 , 6 ) 与 422 中将证明 


7T 


2 


71 


2 


，而由此即推出 



(- 1 ) 


n — 1 


71 


2 



1 


71 


2 


2 



1 


7T 


2 


1 


1 


1 


(2n) 


2 


12 
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利用对数的展开式、就有 


ln(l + a cos x 


oo 


a 


+ E(- 1 ) Tl ^n cos 、， 


n 十 1 


COS X 


n 


而且这级数在区间 [ O . tt ] 上一致收敛.注意 [312(8)] 


cos 2m ~ 1 xdx 


0, 


cos 2m xdx 


2 


cos 2m xdx 


(2m — 1)!! 


2 mW 


兀， 


逐项求积分得到 


ln(l + acosx 


dx 


7T 


COS X 




( 2 m — 1)!! 


2 m !! 


a 


2m+l 


2 m + 1 


m 


所得到的级数即反正弦函数的展开式[参看3儿这样最后得到（有限形式!) 


7T 


ln(l + a cos x 


dx 


= 丌 • arcsm a . 


COS X 


10) 我们考察展幵式 （| r | < 1) 


— r 


1 — 2 r cos x -\- r 2 


1 + 


E 


r 


cos nx 


n 


证明它并不难，将分母1 - 2rcos2 ： + r 2 乘到右侧，我们便得 


⑸ 


1 — 2 r cos x + r 




cos nx 


- 


n +1 


■2 cos nx - cos x -\-2 r 


7X+ 2 


cos nx . 


如果以 cos ( n + l)rc + cos ( n - l ) x 来代替 2 cos nm ■ cos 2 ： ，第二个和 就对应地分解为二，那么经过 
消 去后， 只余下 1 _ r 2 . 这就完成了证明. 

由于级数 Er krd^i < x ) 的收敛性，（⑺式右边的级数对 x 在区间 [- n ] 一致收敛.现在 
在左边右边都取从 -7T 到 7 T 的积分，其中级数是可以逐项求积分的（定理 5). 因为/二 cos 7 VKdx = 
0. 那么我们得到 " 


— 7T 


1 - r z 


1 — 2 r cos x + t 2 


dx 


2 tt 


参考 309,8). 


同样，等式 （ 5 ) 的两边乘以 cos mx{m 


1，2, 


)， 再逐项求积分，很容易得到 


cos rax 


m 


7T 


2 r cos x + r 2 


dx 




1 — r 


这里利用了已知的结果 [309,(4)( r )] 


cos nx cos mxdx 


0 


当 ?Ti 一 n 时， 


7T 


当 


m 


n 时. 
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11) 如果在等式 （5) 中，把1移到左边，再两边除以 2 r ， 那么得到 


cos X — V 


1 — 2 r cos x + r 2 


E ri-\ 
r 


cos nx . 


n 


此时，任意取定: r ， 而把 r 当作以 （-1,1) 为变化域的变量.把等式的两边对 r 从0积分到区间 
上任意的 r ,而右边的幂级数逐项求 积分； 因为左边的分子乘上个常数就是分母对 r 的导数，所 


以就得到 


ln(l — 2 r cos x 4- r 2 ) 


2E 


r 


n 


n 


cos nx ( jr | < 1) 


n 


现在重新取定 r ■，而 rr 可从 0 变到 tt . 显而易见，右边的级数于在这区间上的 o ; 是一致收 
敛的，所以是许可逐项求积分的（定理 5). 积分之，就得到积分 


ln(l — 2r cos x + r 2 )dx = 0 (| r | < 1) 


0 


[比较 307 , 4 ); 314 , 14 )]. 因此，像我们已经看到过那样，容易得到当 M > 1 时积分的值 

12) 依赖于 cc 的积分 


2 /" 2 

J 0 (x) = — I cos (resin 0)d0. 

11 Jo 


Jn(x) 


2x 


n 


2 


cos(x sin 0) cos 2n OdO (n = 1 ， 2, 


(2 n — l )!!7 r 


■ p" 


0 


表示所谓的贝塞尔函数[参看 395,14)1 .以 xsinO 的幂次展开被积表达式，再逐项求积分，就很 
容易得到我们所熟知的这些函数的幂级数的表达式. 


例如，积分级数 


cos ( a^sin 0 ) 




E(-d 


k x 2k s\n 2k 

~ 2k\ 



k = 


并利用公式 [ 312 ( 8 )] 


m v 


• 2 k 


sin 


OdO 


(2k 


1 )!! 


7T 


0 


(2k)\\ 


2 ' 


我们得到带有零附标的贝塞尔函数 


⑹ 


jo ( x ) = 1+ y ^(- i ) 


k 


X 


2 k 


k 


( fc !) 2 W 


13) 我们已经碰到过所谓第一种与第二种完全椭圆积分 [315 等等] 


K ㈨ 


f 


dip 


o 


\A 


k 2 sin 2 <p 




E ㈦ 


2 


VI 


k 2 sin 2 (pdip 


0 


我们提出把它们用模数 MO < < 1) 的幂次展开的问题. 


以$ 


A : 2 sin 2 P 代入第 407 目的公式 （24) 中，得到 


1 


VI 


1 



k 2 sin 2 ip 



(2n — 1)!! 2 n 。、 2 打 

- Sm ^ 


n 
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这级数对于9是一致收敛的，因为对于所有的 p 值， 有收敛的优级数 



(2n- 1)!! 
2n!! ~~ 


k 2n 


因此，按照定理5,这里可以逐项求积分，我们就这样来 做. 重新利用公式⑹，由此就得到: 



同样，从第407目的公式 （23) 出发，得到 


E ㈨ 


T 


yl — k 2 sin 2 ipdip 


o 


7 T 

2 



E 


(2n-l)!! 

~2^n"" 


2 


k 


2n 


2n- 1 





这些级数同样可以应用在近似计算方面.例如，考察级数 


E 


1 



5 


175 


441 




2 


8 


256 


2 048 


262 144 


2 097 152 


| » » 


如果只保持所写出的几项，那么对应的误差是负的 5 并估计 如下: 


|A|< 


11 !! 

12M 


2 


11 * 2 6 


1 



X + 


m ■ 


< 0.000 24 


我们可以期望准确到三位小数.实际上，计算五位小数，就有 


;= 1.570 80(-) 


L 570 80 
- 0.219 97 
1.350 83 


L 350 57 < E 



< 1.350 85, 


7 T 1 

2 8 
7 T 3 

2 * 256 


= 0.196 35(-) 
= 0.018 41(-) 



= 0.003 83(+) 


7 T 175 

2 * 262 144 
7 T 441 

2 4 2 097 152 


= 0.001 05(-) 
= 0.000 33(+) 



0.219 97 

=1_350…[比较 328,4)]. 


需要说明的，就是实际上只有 /c 的值很小时，上述的完全補圆积分 K ⑻与 E ( A :) 的级数对于 
计算才是很有利的.但是有一类变换存在，可以把所说的积分化成任意小的 / C 的情形[参看 315]. 

14) 为了计算积分 

1 5 — (。…”， 

可以利用所得到的函数 E ( fc ) 的展开式. 
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首先，容易验算展开式 





( (2 n - 1)!! 

V 2 nM ~~ 



.(2 n + l ) k 2n 



成立（例 如， 等式的右边乘以1 - A : 2 ). 

代入 /c = hsmO , 再乘以 sin ^, 我们可以对6»从0到|逐项求积分，因为所得到的级数在这 
个区间一致收敛（例如，上面的级数当 k = h 时是它的优级数).因为 [ 312 ( 8 )] 


所以，我们求得 



2 n !! 

(2 n + 1)!! 



E(/i - sin 0 ) 

1 — h 2 • sin 2 0 


7T 


S 】n _ = - 




7T 

= 2 〈 



/ i 6 + 



比较括号内的表达式与第 407 目的公式（24)，我们得到未知积分的值的有限 形式: 

7T 




E (/ isin <9) 

— h 2 • sin 2 


sin OdO 


丌 


1 

a/1 - h 2 



15) 最后，我们考虑当 o ; > 0 时把函数 y = arcsin(l - x ) 按照; r 的幂（但不是整数的!）展 
开的问题①. 

我们就有（利用二项式级数） 



4v^ 


x 





32V2 


X 


i 


并且，如果去掉在 x = 0处趋向于 oo 的第一项，级数在任意区间 [0, x ] 上是一致收敛的，其中 
0 < x < 2. 第一项的原函数是对于剩余的级数，我们可以用逐项求积分的方法来得到原 


函数.因为在 : r = 0 处？/ =兰，所以最后我们得到这按照: r 的分数幂的展开式（对于0彡 a ; < 2 


成立)： 

同样得到展开式 



arcs in 







: r ’ 2 + -x 2 — -x 2 — -x 2 ― 




对于0彡 : r < 1. 

①这里按照: r 的正整幂的普通型式的展开式是不可能的> 因为否则按照第 438 目的定理 9°， 我 
们的函数在: c 二0处是要有有限导数的，而事实上并没有. 
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441. 级数的逐项求导数的例 

1) 重新回到函数[参看 390,6); 439,3)] 


V 




E { x ) 






X 


n 


n! 


n 


现在我们很容易求得它的 导数； 这只需逐项地对上面的级数求导数即可 [438,8°]. 我们得到 


E f ( x ) = 
处显然 y 


E ( x ) , 所以我们所考虑的函数满足微分方程 y 


y 、 由此 y 


Ce x \ 因为在 a : 


0 


1，所以最后我们找到 E { x ) 


e x . 


2) 可把相同的方法应用于确定二项式级数 


V 




/㈤ 


mx 



m(m - 1) 2 t 

十 


m(nz — l)...(m-n+l) 

1*2.n X + 


■ pi 


这次 m 是固定的，而： r 在区间 （-1,1) 内 变动； 与439,4)比较] • 对它逐项求导数，得到 





m 







(m — l)(m-2)--(m-n) 

1 * 2 * • • • ■ 71 


现在不难证实 


(1 + x ) • f ( x ) 


=m 


f( x ) 


于是，这个函数满足微分方程 


(i + x) V 




my 


由此 


因为显然当 : r 


0 时 y 


L 则常数 C 


y = c(i 

2 1«最后 



X ) 


y 


f ( 工 ) 


(1 十 x 


m 


3) 我们已知狄利克雷级数的和 [385,3)] 


咖) 


E 


a 


n 


n 


n 


对 ： C > A (其中 A 是收敛边界点 ，A < + oo ) 是连续函数 [439,2)] 

可以用逐项求导数来求这个函数的 导数： 




E 


O^n 

n x 


- Inn (x > A ) 


①当用 1 +： r 去乘 f ( x ) Ht , 必须应用二项式系数的 性质: 


(m — l)(m _ 2 ) … (m — n ) 


*2 



n 


(m — l)(m — 2) 


■2 


■. (m — Ti+l) 

( n - 1) 


m(m — 1) •… (m _ n 十 1) 




n 


此式是著名的关系式 


r^n I — 1 

十 


c 


n 

m 


的特殊情形. 
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我们暂时还只是形式地得到这个结果.为了证明这样做合理，只需证实这后一级数对所有适 
合 ： r >邱的: r 是一致收敛的，其中抑是任意（但是固定的）大于 A 的数.这可如同439目的 


2) 中那样，借助阿贝尔判别法来建立，根据因子 


Inn 


Tl x ~ x O 


从 n 


2开始随 n 的增长而递减，均以数 


In 2为上界.无论取怎样的值 t > A ， 它都可置于 x ， > X 与 X ，，> x ， 之间； 可应用定理7 [435 
于区间 

用这样的方法可以证实函数 ip ( x ) 的各阶导数的存在性并且得到其级数形式的表达式. 

特别地，所说过的可应于黎曼 < 函数（当0： > 0): 


C ⑷ 



n 


X 


4) 我们已经碰到过带有零附标的贝塞尔函数展开成幂级数的展开式 


J 0 (^) 


1 



D- 1 ) 


k 


X 


2k 


k 


(fc !) 2 • 


[395，14);440，12)]. 

现在我们证明这个函数适合贝塞尔微分方程 


XU" -\-U + XU 


设 M = Jo ( x ), 就有 


XU — 



㈤ 2 
0!) 2 ■ 2 说 


X 


2k-l 



然后把 u 的展开式逐项求微分二次， 


U 


/ 


厂 .xfc 2 A ; 

u'— J (k\) 2 * 2 2/c 

k=l 


X 


2/c-l 


DC 


XU 


// 



k 


-1 \/c 2fe(2A ： — 1) 2k 

)( k \) 2 ^ 2 2k ^ 


如果把这些等式相加，那么 


X 


2/c-l 


的系数等于 


(- 1 ) 


k 


(k\) 2 - 2 2fc 


[2k(2k - 1) + 2k - (2k) 


2■ 


0, 


这就证明所要求的断言. 

同样可以验证带有任意自然数附标的贝塞尔函数 Jn(X) 与前面一样的适合一般的贝塞尔方 
程 

2 // , / , / 2 2\ n 

xu A - xu + (x — n )^ = 0. 

5) 问题的另一提法大可注意：设求可对所有的工值展开成幂级数,并且适合贝塞尔方程的所 
有一切函数. 

我们来看，例如，最简单的情形 n = 0. 我们把未知函数的展开式写成待定系数的级数 

oo 

^ \ 、 m 

U = y amX 
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的形式，并且认为它是处处收敛的，我们逐项微分二次.把所有这些展开式代入方程，我们得到 


CLl H - 


co 

E ( 

m=2 


dm 





按照定理 3° [437] 


ax 


0 , m 2 


O^m H - O^m — 2 


0 



由此，首先，带有奇附标的系数 a 2k -, = 0(/c = 1 ， 2 ,… ）， 至于带有偶附标的系数 a 2/c ， 按照递推 
公式都可以用如来表示： 


Ci 2 k = (― l )^ 


^0 

(/ c !) 2 * 2 2/c， 


这样，只差个任意因子知，我们又得到函数 Jo ( x ). 

这所得到的级数可以直接验证为处处收敛.从其得出的方法就可以看出其所表示的函数适合 
方程 ■ 


[读者要注意到待定系数法的特殊的应用法，此处我们所有的已经是这些系数的无穷集合了， 
就必须要利用幂级数恒等定理以代替普通所用的多项式恒等定理」 

6 ) 高斯引进函数 


u = F[ahx) 


1 






cy ( c ^ + 1) … （a + n _ 1) • 0((3 + 1) …(/3 + n _ 1) n 

+ 1 ) ■ * * (7 + n — 1 ) 


[超几何 级数； 参看 372; 378,4)]. 二次逐项求这级数的导数（当作 H < 1 )，可以证明，这函数适 
合所谓超几何微分方程 


X 


(x — l ) u ； — [7 — ( 0 ; + /? + 1)0；] ‘ 十 a /3 * 


u 


0 . 


这里留给读者一些繁重的但是不困难的计算.这里也可以变更一下问题的提法，就像例题 5) 


中所做的一样. 

7) 我们用等式 


f ( X ) 



X 


n 


n 


2 


n 


来定义对于 0 < z < 1 的函数 f ( x ). 我们要证明，当 0 < rr < 1 时这函数满足有趣的函数方程 


f ( x ) + /(I - x ) -\-\nx ^ ln(l - x ) = const . 


只需要证明左边的表达式对 x 的导数恒等 于零: 


1 


/( x )-/( l -^) + - ln ( l-^)- T -^lnx = 0 


逐项求定义函数 f ( x ) 的级数的导数，我们得到 


f ⑻ 



X 


n — 1 


n 
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把: C 换成1 - 0：，我们得到 
这就完成了证明. 


/’(I — 工） = 




lnx. 


8) 在400,4)，曾研究过无穷乘积 



cos 




2 n 


sin (p 


( W # 0 ). 


假设0 < (p < 1首先把这个等式取对数[401 5 4°]: 




cos 




2 n 


n 


— In sin (p — In ( p ^ 


然后将所得级数逐项求导数： 

OO 

E l (p 1 

f — ct 撕 

n=l 

因为由求导数所得级数以收敛的几何级数为优级数，所以逐项求导数是合理的. 
9) 在408中，我们看到了把 sin ^ 展开成无穷乘积 


sin x 




取绝对值，因此我们得到 




CXJ 

^2 

sinx 


X 

n 

1 



n=l 



如果: r 不取 / ctt ( A : = 0, 土1，士2,… ） 形式的数值，那么取对数，我们就得出无穷级数 


: .n sin a : 



In |x| + In 



逐项微分我们就得到这样一个展开式 


X 


2 


n 2 7 r 2 


cos X 

sinx 


ctg x = 





n=l 


2 x 

x 2 — n 2 7r 2 


为了验证这个，只需要说明，这所得到的级数，在任意不包含 / C 7 T 形式的点的有限闭区间中，一致 

收敛.事实上，当： r 在这种区间上变动时，它的绝对值是保持有界的 :|； r | < 所以，至少对于 

M 

n >——, 

7T 


2 x 

2 

: r | 

x 2 — n 2 7T 2 

n 2 7r 2 

_ W 2 


< 


n 2 7r 


2 M 

2 - M 2 


因为级数 




n> 


M 

7T 


2 M 

n 2 n 2 — M 2 


收敛，所以借助于魏尔斯特拉斯判别法，就得到所要求的结果. 
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ctgx 的展开式可以具有形式 


cos X 

-^ =ctg X = 

sin x x 




1 


X — T17T 



X + TITT 


n 


这乃是 ctg 对应于分母 sin a; 不 同的根 0 与 士 n7r 的部分分式的展开式. 


7T 


按照公式 tg $ = —ctg (x — ―), 可以得到 tg X 的部分分式的展开式 


tgx 



1 


1 


2 n 



n 


X — 


2 


7T 


X + 


2 n 



2x 


2 


7T 


n 


x 2 — 


(2n 


i)V 


4 


同样，如果利用公式 


sm x 


2 


( ct 4 


+ 


X 


tg 2 


可以得到- 


smx 


的展开式 


sm x 




n 


l 


l 


x — n 7 T 



X + T17T 



X 



二 1) 


n 


2x 


x 2 — n 2 7r 2 


n 


n 


逐项求 ctg rr 的展开式的导数（让读者证明这是许可的)，我们还得一个有用的展幵式 


1 


00 


> O 9 

sm x x z 




(x — U 7 T 


2 



(X 十 717T 


2 


n 


10) 如果从 sh x 的无穷乘积表达式出发 [ 400 ], 那么类似的可以推出展开式 


cth x =—— h 

x 


2x 


x 2 n 2 7 r 2 5 


n 


l 


sh x 


i + D - 1 ) 


n 


2 x 


x 2 4 - n 2 7 r 2 


，等等 


n 


11) 对于函数 r ⑷，我们在第 402 目中引进魏尔斯特拉斯公式[参看 (16)] 


1 


r ( a : 十 1 ) 


e 


Cx 



X \ 

H —— I e ri 
n 


n 


考虑到 r(x + i ) = x - r ( x ), 并且取对数，就容易得到 （这里 a ： 不等于 o 与负整数) 


4 


ln|r(a;)| 


In 


X 


仏 +E > 


( X , 

, X 

[ - In 

1 _ 

\n 

n 


n 


逐项求级数的导数，由此我们形式上得到 


r ⑷ 


c 




n 


X + TL 


n 


X 
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现在我们要证明，右边的级数在任意有限区间（不包含负整数）上一致收敛.实际上，因为对 
于这些 | x | 保持有界的：|州< 所以，至少对于 n > M 就有 


1 1 


n x ^ n 

n(n 


X 


< 


M 


(n — M ) 



因为级数 X ： 


M 


n>M n(n - M ) 


收敛，所以，按照魏尔斯特拉斯判别法， 一 致收敛性是成立的.我们 


就得以引用第435目定理7,而且用这来证明 ln | r ( a ;)| 的导数的存在，因而， r (: r ) 的导数的存在, 
等等、 


把级数 



加到所得到的公式的右边，就将公式化成以下形状： 

作）— C , V ( 1 1 

y=l 


很容易说明函数 r ( a :) 的任意级导数的存在< 

442. 隐函数理论中的逐次逼近法 为了表明函数级数（或序列）的理论的功用.我们重新 
考虑关于隐函数存在的问题 [206 等].我们限制于最简单的一个方程 



⑺ 


的情形，其中 2 /应定义作 ： r 的单值函数.此时我们采用 逐次逼近法， 这方法使我们不仅可以鉴定 
这函数的存在，而且可以给出关于它的实际的计算. 

设函数 F ( x , y ) 与它的导数 Fy ( x , y ), 在以（: Co , 2 / o ) 点为中心的某正方形 


^ ― Xo — A , xo + A ; yo — A , yo + A 

中连续，并且 

■ 

尸(: r o ， y o ) = 0， 但 Fy ( x 0 , yo ) ^ 0, (8) 

则方程⑹在 (a ： o,yo) 点的附近把 y 定义为 z 的单值与连续的 函数， 并且在 x = xo 处等于 
yo - 

为了方便，我们先考虑方程 （7) 有 


y = yo ~\- 

形式的特别情形，这里函数 中与 < 同样适合连续性的条件，但条件 （ 8 ) 替换为 

ip ( x 0) yo ) = 0, \^ y { x 0) yo )\ < 1 . 

由于导数的连续性，我们在开始的时候，可以认为域 P 是足够小，使得在这域中恒有 

( Py ( x , y )\ < A , 


(r) 

( 8 *) 


⑼ 
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这里 A 是个小于1的常数.然后保持变量 y 的变化区间，还需要我们缩小变 S z 的变化区间，把 
它改变为小区间 [xq - + 6]，使得在它的范围内#的连续函数 pOrjo) (这个函数在 x-xo 

处是等于零的）适合不等式 

Mx,y 0 )\ < (1 - A)A. 

这样我们准备了一个区域 

= [xo - 6 ^ 0 -\~ 5\yo - A,yo- {- A], (10) 

对此我们将作更进一步的讨论. 

把常数 yo 代人方程 （ r ) 的右边部分中的 y , 我们得到 a : 的某函数 

yi = m (^) = yo + ( p { x , yo ). 

同样的，我们逐次设 

V2 = y2(x) = I/O + (p(x,yi), 

V 3^ ys ( x ) = y Q - \-( p ( x , y 2 ), 


而一般的 

Vn = Vni^) = VO + W ( 工， 1)• (ll) 

这些函数 

yi { x ), V2 { x ),--、 y n ( x )， … 

就逐渐近似于未知函数 y { x ). 

当然余下来还要证明的，是所有这些都不跑出区间[妁-△，+ △]以外去，因为，如果这些 
中的某个跑岀了这区间，那么它已经不能代替方程 （7” 的右边中的2/了. 

我们用归纳法来证明这一点，假设我们说 

以0 — △彡 Vn-l ^ 2/0 + A . 

从 （11) 

Vn _ 2/0 = Vn—l ) - 

但是 

\( p ( x , y n - i )\ < ^{ x . yn - i ) - W ( x ， yo )| + \( p ( x , y 0 )\. 

按照中值定理变换一下右边的第一部分,并根据 （9) 

\( p { x , y n - i ) - < p ( x y y 0 )\ = \( py ( x , r ]) • ( y n -i —如)| < A • A , 

但由于 （10), 第二部分小于 （1 _ A ) A , 所以总起来 

Vn — yo \ < A A + (1 — A)A = A , 

这证明了我们的断言. 
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所利用的归纳法同时还建立起一个断言，即用上述方法得到的函数都是连续的. 

现在转向关于函数序列 { y n } 的极限的问题 • 为了方便，我们考虑级数 

CO 

yo + ^(yn - y n -i). (12) 

n=l 

从我们序列的定义的本身，就明白 

Vn ~ Vn -1 = y n ~ l ) — y n -2). 

再次利用中值定理与不等式 （9)， 我们得到 

Vn — Vn -1 | < 入 | y n — 1 _ Vn -2\> 

因此，把 n 改换为 n - 1,改换为 n -2, 等等，由于 （10) 最后我们得到 

Vn ~ t / n — 11 < 1 * |yi — yo I ^ A n 1 ■ (1 — A ) ， △. 

这样，几何级数 

DO 

(1 - A)A - A 71-1 (13) 

1 

就成为级数（ I 2 )的优级数，因之，级数（ I 2 )对于在区间 [xo - xo + (5] 内所有: C 的值一致收敛. 
所以，按照第431目的定理1,极限函数 

y = y { x ) = lim y n ( x ) 

n—>oo 

在指定的区间内连续. 

取方程 （11) 当 n — oo 时的极限，很容易说明这个函数适合开始所说的方程 （7 *). 余下的 

还要证明，除去从这函数得到的值以外，不存在适合方程 （7*) 的其他的值 y . 实际上，如果对某一 
x , 同时有（7。与 

y = yo ^>{ x , y ) 

那么，相减再估计 p 的差值，我们得到 

y-y\ = - r ( x , y )\ < X ^\ y - y \, 

因而 y ^ y 是不可能的 ■ 

由此可见 

y ( x 0 ) = y 0 ; 

不过从所有的 y n ( x 0 )= y 0 也可以直接知道的. 

定理在所考虑的特殊情形是证 明了. 一般情形很容易化成特殊 情形; 就是，方程 （7) 可以写成 

形式 

F ( x y y ) 

y = yo 十 y ~ yo -h ^- ( - r 5 

L ^ 2 /(^ 0 ,2/ o)J 

如果设 

= y - yo + 巧 3 ^) 

F li x o — vq ) 
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这就与 （ r ) 一致了.这函数是满足条件 （8*) 的，特别对于第二个条件是因为训）等于 a 

如上面已经提到过的，所述的步骤使得未知函数关于实际的近似计算就很容 易了. 从 

y ㈤ 改变到 Vn ( x ) 的误差很容易估计，因为几何级数 （13) 第 n 项以后的余式为级数 （12) 第 n 
项以后的余式的优级数.因此 得到： 


\ y (^) - Vn ( x ) \ < A • A n (n = 1，2, 3,… ）. 

很值得注意的是，把在第206目中隐函数定理的证明与这里所提到的证明比较一下 . 那里只 
是关于纯粹的“存在性的证明”，这里却还有关于未知函数的 构造. 

用同样的方法，我们能够有效地证明第208目中普遍的定理.我们限制于最简单的情形，为 
的是更好地显出这方法的概念. 


443. 三角函数的分析定义 读者已看到过三角函数在分析中占着何等重要的位置.但是, 

它们的引进是在于纯粹几何的观察，完全与分析无关.因此，关于利用分析本身的方法来定义三角 

函数与研究它们基本性质的可能性的问题就有了原则性的重要性.而无穷级数就正是可以借以实 

现所有这些的工具，我们在这目中要按照三角函数的分析定义来进行三角函数的研究，作为上面 
所提到的理论的应用方面的新的例子. 

于是，我们考虑两个函数 (7(2) 与 S ( x ), 它们是形式地用（对所有实值: r 处处收敛的）级数 



制 = L(-i 广 - 1 

71=1 


x 2n_i 

{2n-l)\ 


来定 义的. 暂时我们丝毫不把它们与我们所熟知的函数 COST 与 sinx 混同起来.我们已经碰到过 

一次这样定义的函数 [390 J )]; 由于级数乘法的帮助，如以前提到过的可以建立对于所有 z 与 y 
的值都成立的两个基本 公式： 


C(x -\- y ) = C ( x ) - C ( y ) - S ( x ) - S ( y ), (14) 

S(x + y ) = S ( x ) - C ( y ) + C ( x ) - S ( y ). (15) 

我们继续研究函数与 *5(0：) 的性质.把 z 换成 - ％马上看到 , C { x ) 是偶函数，而 Sb ) 
是奇函数： 

C (- x ) = C ( x ), S (- x ) = ~ S ( x ). 

再取: e = 0,我们得到 

C ⑼ =1 ， S(0) = 0. 

现在如果，保持: C 任意，在 （14) 中代入 y = - z ， 那么-只要考虑到已经建立的等式- 

我们得到连系这两个函数的代数关系式 

C 2 { x ) + S 2 ( x ) = 1. (16) 

倍变量或半变量的公式也是很容易得到的. 

从铛7的定理2°与 4 38的定理10°我们可以断言，这两个函数 C (: r ) 与 S ( x ) 不但连续， 
而且有任意阶的导数.特别是，把逐项微分 [438,10°] 应用到定义函数的级数上,很容易地看到 

C ， ( x ) = - S ( x ), S , ( x ) = C ( x ), (17) 
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我们看到的所有这些性质都是很容易建立的.要求证明所考虑的函数的 周期性 则需多费一些 
力气，现在我们就来从事于此. 

开始我们证明，在区间（0,2)中函数 C { x ) 存在唯一的根.事实上，我们知道 C (0) - l . C (2) 
的值可以写成以下的形式（把对应的级数的前三项分开，而其余的两项两项的并起来)： 


m 




1 - 2 - + 2 - 

2! 4! 




因为所有括号内都是正的: 


2 


2n 




2 


2n 


2 • 


2 n ! 


(2 n + 2) 


2 n ! 


(2 n + l )(2 n + 2) 


> 0 , 


而前三项的和是-1，所以 C {2) < - i 也就是说 C (2) 是负的。由于函数 C ( x ) 的连续性，因此 
得到，在区间（0, 2 )中的确有这函数的根. 

在另一方面，在同一区间内函数 



显然保持正号，而导数 C \ x ) = - S ( x ) 保持负号，因而函数 C ( x ) 当 o : 从0增加到2时递减且 


只有一次等于 0. 

现在我们把函数 C ( X ) 的所述的根记作^这样 7 T 在这里完全是从形式上引进的，暂时不能 
把它和圆周与直径的比值混同起来. 

于是，就有 



最后这个等式是根据 （16) 并考虑到函数 S ( x ) 当0 < re 彡2时为正而得到的. 

先以 z 二 y = g 代人公式 （13) 与 （14), 然后以 x = y ^7 v 代入，我们就 得到: 


C ( tt ) — — 1, S ( tt ) = 0; (7(2丌）=1， S (2 tt ) = 0- 


如果在同样这些公式里 5 保持 re 任意， 而取 y = tt 或 y = 27 T , 那么我们得到 

V 

C(x + 7T) = — C ( x )^ S(x + 7T) = — S ( x ) (18) 


与 


C(x + 2? r ) = C ( x) y S(x + 27 r ) = S ( x ). 

后面的关系式说明，函数 C ( x ) 与 S ( x ) 都有周期 2 tt . 

不难推演出其他的“化简公 式”； 我们把这些留给读者去作. 

现在我们企图证明所考虑的函数 COr ) 及 S ( x ) 与三角函数 cosrr 及 sinx 重合，而且同样企 
图证明我们形式上引进的数 tt 与在几何学中占重要位置的数 7 T 相等. 

为了这个目的，我们来考察由参数方程 

X = C ( t ), y = S ( t ) 
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所给的 曲线， 这里变量〖从0变到 2 tt . 由于（16)，所有 
它的点满足方程 x 2 +y 2 = l , 就是在圆心为原点半径为 
1的圆周上(图 6]). 我们要证明，同时圆周上每一点皆 
可由所给的曲线的参数方程得出，并且仅只是 一次； 自然 
开始点 A 是要除外的，这点相当值 t = Q 与 t = 2 [ 

我们已经看到，当0 < t < 2时 S ( t ) > 0,显然更不 
用说在0 < f | 的时候了.在公式 （18) 的第二个中， 

把: r 换成 - I 我们得到 

S(tv — t ) = S ( t )\ 

由此可以看到，当吾< A < 7 T 时 S 1 ⑴ > 0. 在这情形，导 

数等于 -S ⑹的函数 C ( t ) 在; t 从0变到 r 时是单调下 图 61 

降的，所以 C ( t ) 经过从1到 -1 中每一个值—次.因此 
变量变化的区间 [0,7T] ——对应于我们圆周的上半部分.由于[参看 (18)] 

C{t + 7 T ) = - C ( t ), S(t + 7 T ) = ~ S ( t ), 

关于变量值的区间 [7 T ,27 T ] 与圆周的下半部分可以得到相似的断言. 

现在我们按照第3 2 9目的公式 （4) 来计算弧长 AM , 认为点 M 是对应于变量值 i 的.注意 
到（1乃与（1句，我们得到 

S ( t )= ( ^/[ C f { t)Y + [ S f { t)Ydt = t . 

Jo 

这证 明了/ 与表成弧度的角度 6 = Z . AOM 重合，所以 



C(6) = x — cos S(9) = y — sin 6. 


同时，按照我们的公式，整个圆周的长等于 2 tt ; 因之我们引进的数与在几何学中所讨论的数是恒 
等的. 


^44. 没有导数的连续函数的例子 第一个这种例子是魏尔斯特拉斯建 立的; 他的函数是用 


级数 



cos(6 n Tx) 


来定义的，这里 0 < a < 1 而 6 是奇整数(并且 a6> 1 + ^tt). 收敛级数^ a n 为这个级数 

的优级数，因之这个级数是一致收敛的 [430,431 定理 1] ，而且它的和是: r 的处处都连续的函数. 
经过精密的研究，魏尔斯特拉斯成功地证明了，对于这个函数没有一点上存在有限导数. 

我们提出范德 瓦尔登 (van der Waerden ) 所建立的更简单的例子，这个例子实质上是由与上 
一个例相同的想法而做出来的：只是把振动曲线 y = cosa ; x 改换为振动折线. 

于是我们用 uo ( x ) 来记数 0 ：与它的最接近整数之间的差的绝对值.这个函数在每一个 

形式的区间上是线性的，这里的 s 是 整数； 它是连续的并有周期 1. 它的图形就是在图 
62 a ) 中表示的 折线； 折线的每一节有斜率士 1. 
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Uk{x) 


Uo{A k x 




这个函数在 


S 5 + 1 

2-4 fc, 2 ^ 4 k 


区间上是线 性的； 它也是连续的而且有周期它的图形也是折线 


但是具有更细的 齿形； 例如在图62, 6) 上画的是函数 Ul ( x ) 的图形 • 在所有情形里、折线每一节 
的斜率都等于土 1. 



现在我们对于所有: r 的实数值用等式 
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但是，当> n 时，数^是函数 u k { x ) 的周期_的整数倍，所以 u k ( x n ) = u k ( u 0 ), 级数的 
对应项等于零，因此就可以去掉了.如果 / c < n , 那么函数 u k ( x ) 在区间4上是线性的，在 Afe 
所包含的区间 An 上也是线性的，并且 


(^ n ) 一 Ufc (工 0) 一 士 1 

X n - Xo 


( A ; = 0,1，2,…， n ). 


这样，最后我们有 


/( 工 n ) - f ( x 0 ) 



一 Xq 



E (士 丄); 


62 ) 


k=0 


换言之，当 n 为奇数时这比值等于偶整数，当 n 为偶数时这比值等于奇整数.因此可以明白，当 
n — oo 时改变量的比不可能趋向有限的极限，所以我们的函数在 x = 处没有有限的导数， 


§4. 关于幂级数的补充知识 

445. 关于幂级数的运算 在已经知道的基础上，我们用这一目来概述一下关于 
幂级数的运算，作为更进一步深入的出发点. 

考虑两个级数 


a n x n = ao + aix 4 - a 2 X 2 H - h a n x n H - (1) 

71 = 0 

oo 

b n x n = bo b\x + b2X 2 + … + b n x n + …‘ (2) 

n=0 

假定这两级数的收敛半径都不等于零，我们把它们中小的那一个记作 r . 那么对于 
| x | < r , 我们知道 [364,4°; 389]，这两级数可以逐项相加，逐项相减与逐项相乘，并 
且结果又可写成 x 的幂 级数： 


^2 a n x n ± ^2 b nX n = ± b n )x n ， 

n=0 n=0 n=0 


oo 

E 

n=0 





i>n + 


<^2^n-2 + … + (l n bo) X 


=0 


0 


(3) 


我们设级数 （2) 与 （1) 恒等； 那么得到，在收敛区间的范围内，幂级数可以乘方 
如下： 

2 oo 

— 〉： (ClQ (X n + CllCln—1 + • • ■ + Cln^o)^ 71 - 

n=0 



如果按照上面已知的规律，把最后的级数再乘上级数 （1) 并重复若干次，那么我们可 
以断言，在收敛区间范围内，这幂级数可 以乘任意整数 m 次方， 并且结果同样可表 


62) 这个级数中的正负号可能完全任意地交替. 
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成幂级数的形式: 




a^x 


E 


(m) 


X 


(m 


2, 


). 


⑷ 


系数 



是依赖于原来级数的系数 


^ 0 ) a l) a 2) * * • 


、的， 而且根据（3)，只要借 


助于加法与乘法就能得到它们. 这个说明对我们以后是需要的. 

现在我们特别来讲 幂级数的无穷集合的加法， 这是和我们以后经常有关的.于 
是设已知的幂级数的无穷序列为 


E 


a 


x 


(m 


0，1，2, 


■ 蠡 


)； 


我们从它们组成二重级数 




E 


a 


x 


⑻ 


m 


若对于取定的： r 值，把它的项都换成它们的绝对值的级数是收敛的话，则级数 
(5) 也收敛，并且它的和 A ( x ) 可以径直用归并同次幂项的方法来展开成幂 级数： 


M x ) 


D A n x n , 这里 A 


E 


a 


(n 


0 , 1 , 2 , 


根据第393目的定理3,证明就解决了 

我们用例子来阐明这个重要定理的应用. 

例 1) 把函数 


( a ) / i ( x ) 


E 


a 


m\ 1 + a 2rn x 2 


⑹ f 2( X ) 


E 


(- 1 ) 


ml 


a 


\ a 


2m 


X 


(假设 M < 1 及 0 < a < 1) 展开成： r 的幂级数 


( a ) 我们有 


— 1 1 u 

a 


1 4 - a 2rn x 2 


X 


D - 1 )、 


m(2n+l) 2n 


将其代入 fl ( x ) 的表达式并交换求和次序: 


/l ⑷ =XI 


邊 ml 

0 71 = 0 


E (- D 〜 


(2n+l)m 2n 


D- 1 ) 


X 


2n 


E a 


(2n+l)m 


ml 


oo 


E(-d 


广十 V " 


因为二重级数 


E 


m ! 


!> 


(2n+l)m^2n 


/ J n 


m\ 1 — a 2rn x 2 ^ 1 — x 2 6 
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收敛，所以交换求和次序是合理的 


(6) 类似地 


h ( x ) 


E (- i ) 


n e — W + 、 2n 


n 二 0 


2) 现在我们从函数: rctgo : 的部分分式展开式 [441,9)] 出发，把它表成幂级数.为了简单起 
见，我们把 a : 换成 7 HT ， 所以 


TTX ■ Ctg7rx = 1 — 2 


X 


2 


m 2 — x 2 ' 


m 


如果 


X 


< 1>那么对于任意 m 




X 


2 


X 


2 


m 


2 




X 


2 


n 


m 2 — x 2 


X 


2 


m 


2 


\m 

n~l 


2 


由于所有的项都是正的，我们按照定理立即得到 



X 


2 


m 2 — x 2 



52n • I 2 ' 这里 S2n 



1 


m 


2n 


(n = 1，2,…） • 


n 


这样， 对于 x < l 就有 


7TX * Ctg7TX =1 — 2 


52 n ^ 


2n 


n 


3) 完全相似的，从函数 a : ， cthx 的部分分式展开式 [441，10) j 出发，我们得到表成幂级数的 


展开式 


TVX - Cth7TX 




1 + 2 ^(- 1)^ 1 


^2 n ^ 


2n 




< 1) 


n 


以后 [449] 我们要对于在 2) 与 3) 的展开式的系数给以另外的表达式. 

4) 当无穷个量相加的级数退化为普通的有限多项式的时候，定理在这情形也保持它的价值 
例如，根据以下讨论，我们从二项式级数与指数级数出发来推出对数级数. 


对于 


X 


< 1与任意 a 我们有 [407 (22)]: 


(l + x) 


• 2 



a ( a ~ ^)( a 一 2 ) T 3 I 

1^3 ~ + 


取定: r ， 我们开始把这级数的项考虑作关于 a 的多项式.因为利用达朗贝尔判别法很容易说明级 
数 



a 


x 



|a|( a + 1), 

X 

2丄_ 

|a|(|a 


f 1)(1 

a 

+ 2 ), 

1*2 1 

丁 1 

2 *； 

3 1 


x 


+ 


是收敛的，所以按照定理，在前面的那个级数中，可以归并同次 幂项: 


X 2 工3 

(l+x) a = l-ha(x~Y + ~- 


■ 蠡 ■ 



+ 


m m 
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另一方面，显然 

(1 + x) a = e a In (1 + x) = 1 + a ln(l + x) + … 

因为两个展开式必须恒等，所以，对于 a 的系数令其相等，我们便得到 


ln(l + x ) 


2 3 

X 


X 





我们要注意到，这证明了的定理可以直接推广到多重级数，例如推广到级数 



事实上，为了把它变为已经研究过的情形，只要把二重级数换成简单级数就行了. 

446. 把级数代入级数 我们考虑在区间 〔- R ， R ) 可展开成幂级数⑴的函数 
y = / ㈤ ，此外，设对于在区间 （- p , p ) 中的 y 值，给定函数可以展开成幂级数 

CO 

^( y ) = h m y m = /io + h±y + h ^ y 2 + …+ ^ m 2 / m + … ⑹ 

m=0 

如果 | a 0 | = |/(0)| < p , 那么，对于足够小的 x , \ f ( x )\ < p , 因此有复合函数 
#(/(>)). 

在唯一的条件 | a c | < p 之下，如果把级数 （1) 代入 （6) 中的％并且按照⑷做 
出所有乘幂以后再归并同次幂项，则这函数 ^ p ( f ( x )) 在 : r = 0点的附近就可以展开 
成: r 的幂级数. 

证明设 x <尺，我们考察级数 




71=0 



ao 十 di ■ 




根据它的和的连续性 [437,2°] ,由于|知| < p ， 对于足够小的: r 满足不等式 


所以级数 

是收 敛的. 

与 （4) 相似，假定 




⑺ 
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前面的级数可以写成 



这样的形式.因为 4 m ) 利用加法与乘法从 ; | a n | 的得来与 ‘ m) 的从 

a 0 , ai ,... , a n 的得来完全相同 [445], 那么显然 \ a { n m) \ ^ 所以对于上面提到的 

x 的值，级数 


X 


n 


收敛.因此把前目中最后的断言应用到级数 





就证明了定理. 

我们的推论所保证函数可展开成: T 的幂级数的 . T 的变化域,其特征是 
除了当然的不等式 M <及以外，还有不等式 （7). 当= +0 O 时就不需要引进第一 
个限制，当 p = + O 0 时就可以去掉第二个限制. • 

在定理的大多数应用中.知道对于 . r | 小的值有展开式就足够了.如果是有兴趣 
于所得到级数的整个运用的范围.那么需要分别的研究它的收敛区间. 

作为例子，我们在简单情形来实行这一点.在区间 （- l ， l)[p = 1] 考虑函数 

OC 

咖)= 5>' 

m—0 


用 f ( x ) = 2 x ~ x 2 [R = +oo] 代替 y . 复合函数 


#(/ ⑻) 


1 — ( 2 x — x 2 


(1 一4 


2 


仅当 - 1 < 2 x - x 2 < 1,即1 - 0 z < 1 + \/ 2 {Bx ^ 1，时有意义其对 rr 的幂次的展开我们已熟 

知①： 


1 


(1- X ) 


2 


1 2x + 3x^ + 4 工 3 + 


这个级数对 - 1 < Z < 1收敛.总起来，等式 


^2^ 2x ~ 


X 


2 


=1 + 2x + 3x 


2 



m=0 


①参看 390,1)， 逐项微分 [438,8°] 几何级数 



可以得到此式. 


= l+ :r + a; 2 + x 3 + … 
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在条件 


1 - ^ < 0： < 1 


下成立.把这一点与上述论断所说的加以比较是有趣的.按照论断应该要求，必须有[参看 （7) 


2| x | + x 2 < 1 或 1 — v ^2 x \Pl — 1. 


正如我们所看到的，所得等式事实上可应用于更宽的区域. 

这里需要注意到定理的更进一步推广的可能性.例如，设给定对于 M < p 与 
z\<p 收敛的二重级数 

0 O 

咖，之 )= [ h km y k z m ， 

k } m=0 

与对于 N < e 收敛的两个级数 

CO oo 

y = f( x ) = Y, a ^ n ^ z = ■- g(x) = ^2 b nX n •， 

ti= 0 n=0 


于是,在条件 | ao | < p 与 |6 o | < P 之下，若把对应级数代入 y 与 z 的位置 ； 并完成乘 
幂与乘法以后归并同类项，则就可以在 x = 0点附近展开复合函数 ip { f ( x ) } g ( x )) 成 
x 的幕级数. 

447 .例 1) 求函数 i(l + x)i 按照 a: 的幂次展开式的前几项. 

对于 M < 1，我们有 6 








) 4 



1 

120 





1- rx+ — X 2 - 


2 


24 


丄 3 翌 4 _! 5 

16 5760 2304 


[类似形式的问题近似于在125中研究过的那些」 

2) 我们提出，从对数级数与指数级数出发，求二项式级数的问题. 
对于 | z | < 1与任意 a , 显然有 


(1+X) 


a 


e 


a In(l-t-x) 


OL 


e 



l-\-a 





2 


3 


■ 



4 響 





X 


2 


2 


+ 


X 


3 




3 


1 + ⑽ + 


a(a — 1 ) 




12 
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前几个系数的形式是立即可以确 定的. 包括的通项的系数可以从下面的推理得到.直接 
知道它是关于 o ： 的 n 次整多 项式： Q n ( a ). 因为当 a ； = 0,1，2, ■.. ， n - 1时在展开式中没有： r n 
项，所以这多项式在这些点上等于0,因而我们有 


Qn{ot) = c * a(a — 1).(a — n + 1) 

的形式. = n 时:的系数是 l ， Q n ( n ) = l ; 因此最后， 

n! 

Q *) = + •(: …) . 

3) 设 fix ) 为可展开成 2 的幂级数而没有常数项的一个 函数： 

2 O 

f ( x ) = a\x + a2X + a^x + •… + a n x n + … • 

那么，按照一般的定理，对于同样 z 的值，函数 g { x ) = e f ^ 可以展开成级数,并且常数项显然是 
等于 1 . 要求找这展开式. 

我们要指出，对于这个问题可以利用待定系数法. 

设 

g ( x ) = e’ ⑷=1 + b\x + b2X 2 + bsx 3 + …+ b n x n + ... 

微分这个等式，我们得到 

e /( 工）. f ^ x ) — 61 + 262 x + 3 b 3 X 2 + …+ nb n x n ~ l + … 


把左边部分的因式代成它们的展开式， 

(1 + 石1 工 + & 2^ 2 + + •..) { a \ + 2(223； + 3ci3 工 2 + * * *) = 6 】 + 2 b 2 X + + …. 

这个条件弓 I 进了下面的方程组： 


CLl = 61 ， 2(12 + Cll — 2^2, 3<Z3 十 2d2^1 CL 1^2 = 363 , 


5 


na 


n 


+ (n — l)a n _i 6 i + • • • + 2a2&n-2 + fli&n-i 


nb 


n 


) 


命) 


从这方程组可以依次定出未知系数 6. 

例如我们用说过的方法来解决下面的（魏尔斯特拉斯）问题 


证明函数 


P ㈤ 


(1 — x)e 




2 




2 



■ p ■ 


+ 


x 


的展开式是从 1 


X 


m 


+ 


项开始的，而且所有它的系数的绝对值都小于1 


我们把 g ( x ) 写成 


9(^) 


e 


ln ( l - x ) + f + # + -+^ 


e 


m 


X 


+ 1 


7 TL + 1 


的 形式； 那么断言的第一部分显然是成立的.用归纳法来证明第二部分.我们假定所有附标小于 
n 的系数心的绝对值都小于 1. 因为在所给的情形 

当 & <7?1时叫=0而当 时 ak = (kak = — 1)* 
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所以从 （8) 中的第 n 个等式发现|6^ < 1. 

[建议读者把这里说明的方法用到例 1) 与例 2) 中去」 

4) 方程 （8) 在其他问题中也是有用的.设给定函数 

= 1 + 十 尤 2 + 石3$3 + • • • + b n X n 十‘ 


的展开式，要找函数 


f(x) — In g{x) = a\x + a 2 X 2 H- a^x 2 " + 巍•巍 + a n x n + •… 

的展开式.很容易了解，系数 a 与6是由同样的关系 （8) 联系着的，但是这一回需要去决定系数 

a. 

5) 证明无穷乘积 

0 O 

F(x) = (1 + x) = (1 + 讲 )(1 + q 2 x)(l -\- q 3 x) - ■ (\q\ < 1) 

m 二 1 

对于足够小的 X 可以展开成 X 的幂级数、并确定这展开式的系数. 

当 M < 1时乘积是收敛的并且有正 的值； 取对数我们得到 


\nF(x) = ^ln(l + q m x) = ^ {q 771 x - ■ g 2 m x 2 + … ■ 

m=l 77i=l 

特别当把 x 换成 |: r | 与把 g 换成 | g | 时，这级数收敛.因此从 [445] 推出， lnF ^ r ) 在零的附近可 
以展开成; r 的幂级数，而同样地1按照第446目的定理]也可以展开表达式 


F ( x ) = e lnFCx) . 


所以，对于足够小的 X ， 我们有 

F{x) = 1 + 6i：r 十 b^x 2 + …+ b n x n + … 

这里的系数 ， 6n，-. 还需要决定.如果从显然的等式 

F(x) = (1 + qx) - F(qx) 

出发，去实行这个计算比一切的方法都要简单，利用展开式，这显然可以写成 

1 + b\x + b2X 2 +- h b n x n + . … = (1 + qx)(l + b\qx 4- b ) q 2 x 2 十… • + b n q n x n + • 

的形式.按照关于幂级数恒等的定理，因此 

biq-\- q = bi,b2q 2 + hq 2 = 62, …， b n q n + b n -iq n = 6 n , … 


或者 


bi 


q 


q 


) 


62 


biq 2 
1， 
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最后 





i >2 = 


q 


3 


(1 -q){l -q 2 )' 


bn — 


n(n — l) 

_ Q 2 _ 

(I - q)(l - q 2 ) • - (I - q n )' 



6) 我们取函数 
对数相等 [401,4°]: 


sin x 
x 


的无穷乘积的展开式 [408] 与无穷级数的展开式 [404,(12)], 令它们的 


n 


sin x 
x 




或者 


CO 

E 

n=l 





X 


2 n 4 7 r 4 






x 


120 



— A 


# ■ 


把左右两边依照: r 的幂次展开 [445,446] 且令两边的系数相等，我们得到等式 



7 T 2 




n 


2 




180 


因此 



此外，我们在以后 [449] 要从别的考虑得到这些公式. 

7) 若函数 f ( x ) 在区间 (~ R , R ) 中能展开成幂级数 （1) 而无是在这区间中的任意点，则在 
这点的附近函数可以依照 x - x 的幂次展开成级数. 

实际上，我们在 （1) 中设 rr = 5 + y ; 按照一般的定理（只是把 rr 与 y 互换)，当 \ x \ + \ y \ < R 
或 | l /| <丑 - 间时，可以推出这函数依照 y 的幂次的展开式 ； 就是依照 x ~ x 两幂 次前展 开式： 



在级数 En =, i a n ( xi - y) n 算出所有的乘幂并归并同类项，很容易决定这展开式的 系数: 


^0 


OO 

E 

n— 0 


一 TT 

CL^i X 



一^般地， 


z 1) … （ n-/c + l ) 〜 = n — k 

k — L 1 . 2 .•… k anX 

n=k 

=^ ^ n(n - 1 ) … (n - k + l ) a n x n ~ k = ’ ⑻ 

n = k 
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由于438,9°,这结果并不显得突然. 

只是为了简单起见，我们才把初始的级数取成依照: c 幂次的展开式，假设函数/»是用依 
照差的展开式给出的话，问题还是没有什么改变. 

我们要注意，在 z =吻点的附近可以依照 x - xo 的幂次展开成级数 ® 的函数 f ( x ) 称为在 

这点上是解析的.这样，我们证明了，在某一点上解析的函数在这点的某一个邻域内的所有的点上 

■ - 』一 ▼■««._ 〜 - 

也兔解尬的-‘ 

这个断言可以推广到多元函数的情形. 

8) 作为最后的例子，我们考察，对于任意取定的 X ，函数 

y 1 = = [1 + (a 2 - 2xa)]~^ 

\/1 — 2xa + a 2 

依照 a 的幂次的展开式.只要 | a | 2 + 2| a :| • | a | < 1，我们的定理可以保证这展开式的可能性.很 
容易看出， a n (n > 1) 的系数是某种 n 次的多项式= P n ( x ), 所以 

1 

} ^ = 1 + PlOi + P2O ? + …+ PnOL U + … (9) 

>/1 - 2X0 ： + a 2 

为了确定这些系数，我们对 a 求等式（％的导数： 


x — a 

(^/l — 2xoc + a 2 ) 3 


Pi + 2P 2 a + …+ nP n a n 一 1 + 


把这结果与 （9) 比较，很容易得到 


(1 — 2xa + a 2 ) (Pi + 2P^Oi + • • • + nP n a n_1 + ■…) 

=(x — a)(l + P\a + P 2 CX 2 十 … + P n Oi n H - )• 


现在我们把两边 a 的同幂次的系数相等起来，首先，我们找到 

3^ 2 — 1 

丹 =x 与 2P 2 - 2xP! = -l + xP u 因此 P 2 = —， 

然后， 一 般地 

(71 + l)_P n +i — 2 TIX - P n + (71 — l)_P n -i = xP n — Pn ~\ 

或是 

(71 + l)_P n +i — (2n + l)xP n + TlPn—i = 0. 

知道了最初的两个多项式，就可以根据这个递推简化公式循序 计算眞 余的. 

一望而知，多项式 A 与 ft 和最初两个勒让德多项式相同，而上述的公式，又和第308目中 
所 据以计算勒让德多项式的类似公式 （11) 一样.由此我们得出结论: 展式⑼的系数恰为勒让德 
多项式 . 

因为这个缘放，二变量 a 与 rr 的函数 


VI — 2ax + a 2 

f 作勒让德多项式的“母函数”.展式 （9) 可以很有成效地利用来研究这些多项式的性质. 


® 这级数必须是它的泰勒级数 [438,9°]. 
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448. 幂级数的除法 幂级数的除法问题，乃是关于级数代人级数的定理的一个 
重要应用实例. 

设级数⑴的自由 项勿非 0;将这个级数表示成 


ao 



^3 

ao 




ao 


x 7 " + … 



=a 0 (l +y )， 


在其中设 

于是 


y = —x + 

ao 


a 2 2 

-V + 〜 + 

a 。 




1 1 
dQ + d\X + Cl2^ + • ••十 ct n x n + * • • do 



1 + y 


最后的级数就相当于级数 （6)， 而 p 在此处为 1. 按照一般定理，此表达式至少对于 
足够小的 z 值，例如对于满足不等式 


Ol 

ao 




的那些: T 值，能够按 Z 的幂次而 展开: 


—— • X 

ao 



<2o + d\X + • • ♦ + a n x n + ■ •. 


Co + + •… + c n x n + • ■ ■ 


我们来研究第二个幂级数（设其收敛半径不为 0) 


6 () + 石 1 $ + 心 + ■ • ■ 十 b n X n + •… 

那么，对于足够小的0；，商式 

bo biX b n x n + --.，〆 

clq d\x + • • ■ + a n x n + * … 

便可以用乘积 


(^o + hx + … • + b n x n + …. )(co + c\x + •. • + c n x x + •. •) 

来代替，因而就又表成了某一幂级数 


的形式. 


do + d\x + d2X^ + _ • • + d n x n • 
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按照待定系数法来确定这个级数的系数最为简单；由关系式 

(a 。 + d\X + • • • + dn ^ 71 + • • • )(do + d\x + • • * + d n x n 十 •…) 

= 6 0 + bix H - h b n x n + ■ • . 

出发，其中系数 a 及 6 均假定为已知的.先将左侧级数按照一般法则 [445] 作乘法 ， 
然后我们令左右 z 同幂项的系数相等.用这个办法便得到了无穷方程组 


CLodo 


bo, ciodi + aido 


61 ， (lod^ + o^idi + ci 2 do 


b 2 


a odn + (2id n _i + • • • + CLn — ldl + 


bn 、 


( 10 ) 


因为假定了系数 a 0 非 0, 故由第一个方程中立即得到 d 


给出 d 


bi 


ciido 


dob \ — ai&o 


bo 

ao 


，然 



第 


个 


a 。 



，如此类推.在一般的情形下，如果已经找出了 


n 个系数办，山，… . dn - i , 那么第 n + 1个方程仅含有一个未知数‘，就可以确定 
出它的值来了.这样一来，方程组 （10) 就顺序地并且完全单值地，确定了商式所有 
的系数. 

例 1) 求商式 


X 


X 


In 


—X 


x + ^ + ^! + ^ + 


« » » 



的前几项. 


A 


•K 





L: 




^ X 
1+ 2 





3 


4 


方程组 （10) 在这里取以下形状 


do = 1 ， di + —do = 0 ， 4 - ^di - {- 7:^0 — 0 , 


d3 + : d2 W = 0 , 


以及诸如此类；由此 do 




1，也 


) ^2 


12 


> ^3 


24 


• • • • 因之 


x 


In 


1 


1 一二 x— —x 2 - —x 3 - 


2 


12 


24 


— x 


2) 将 tg z 看作是 sina ; 与 cos x 的商 （ since 与 cos x 的展式是已知的[第 4 04目 （125) 与 
(13)]), 试求 tg x 在原点的邻域内的展式. 

根据一般性定理，这样的展式存在，是预先晓得的.因为 tg ： r 是奇函数，所以这个展式仅包 

形状是有便利的.这样一来，我 


含有2的奇次幂.于所求展式中将^ 


2n-l 


的系数取成 


T n 


们就有 


(2 n - 1)! 




tga ; 



T n 


(2 n 


n 


1 )! 


X 


2n-l 


( ii ) 
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以及 




X 


2 71 一 1 


n 


( 2 n — 1)! 


E (- i ) 


n 


X 


2n 


2 n ! 




X 


2n-l 


n 


显而易见， T*i 


为了要确定其余的数 T n ， 令左右^ 


n 


2n — 1 


(2 n — 1)! 


的系数相等，我们就得到形如 




(2 n - 1)! 


T n -i 1 

(2 n - 3)! • 21 


+ 


T n _2 丄 

(2 n - 5)! ■ 4! 


(- 1 ) 


71—1 


(2 n — 1)! 


(n 


2,3, 


毳 A 


的方程序列，或者乘以 （2 n - 1)!: 



n 


— C^ n 一 iTVi — l + C2n-l^n-2 — 


蠡蠱 》 


(-1) 


n — 1 


因为所有的数 CL -1 皆是整数，所以顺序地，我们可以肯定所有的 T n 也都是整数.以下是其中 
前几个的值： 


T ! 


T 2 


2, T 3 


16, T 4 


272, T 5 


7936,… 


因而 


tgT 




x + ix 3 + - x 5 + ~ x 7 + + 

3 15 315 2835 




在下一目中，将要指出这个展式的系数的另一计算法，并且准确地定岀它的可用范围 


449. 伯努利数及含有伯努利数的展式 我们再来研究一个具有重要应用的除法 的例: 


X 


X 


x 2 x n 


« » P 


1 + — H - h + 

卞 U 卞 卞 n ! 卞 


* * 4 


依据第448目的一般性结论 5 这个商式至少对于足够小的 x 值，可表成幂级数 


X 



E 


0 n 




n \ 


x 


n 


( 12 ) 


n 


的形式，其系数我们取 成了& 的形状，这（我们可以看到）会使顺次确定这些系数时较为方便 
根据关系式 n， 


1+土+ [ ——++ 


4 * k 


X 


T , 01 ' 02 2 、 

1 + ¥^ + ¥^ + 


秦 _ 響 


, 0 n n 

H - 7 X 

n \ 



• 秦 


令左侧各个方幂 x n (n 


1，2,3, 


的系数等于零.我们便得出方程组，形状有如 


n ! l ! 


- 3 n 



n — 1)!2! 


0 n — l + 


+ {n - k + i)\k\^~ k+1 + … + iwj. pl + RTiyr = °， 


或者乘以 ( n + 1)! : 


Cn+l/^n + ^n+lPn-1 + … + Cn+l/^n+l-/c + 


» » ■ 


十 ^ n+lPl + 1 


0. 



顿二项式相似之点，这些方程可以在符号上写成这样: 


(阳) 


n+1 


0 


n+1 


0 (n 


1，2, 


)； 


• 418 ■ 


第 + 二章函数序列与函数级数 


[449] 


依照普通法则将二项式依升幂式展开并消去最高次项之后，幂方就应换成这里的系数凡.这 
样，为要确定数 Pn ( n = 1，2,...)， 我们便有无穷方程组 

2负 + 1 = 0, 3 ft + 3/3 i + 1 = 0,4/3 3 + 6/3 2 + 4仇 + 1 = ◦， 

⑽4 + 10 ft + 1002 + 5汍 + 1 = 0, ... 


由此顺序得到 

Pi ~ 02 = g 5 p3 ~ 0) Pa — — 5 & = 0j 

06 =去， "7 = 0,08 = — 涵，你= 0, A 。 =而， 

ct (\ 1 7 

/3li = 0, /3i2 = — 97 o n 5 01S = ◦，014 = 卢 15 = 0 ， 

, 3617 , 43 867 __ 174 611 

氏 6 — — ^"，氏 7 — 0 ，成 8 — 798 5 ^ 19 " 5 ^ 20 330 ’ 

因为数0是从整系数线性方程组中确定出来的，所以它们全都是有理数.不难确定，一般情 
形下， 带奇数附标的数汛除掉第一个）皆为零.事实上将等式（ I 2 )中 | 项搬到左边，我们在等 
式左边所得到的，显而易见，是一个偶函数 


x x x e x + 1 _ x 

e 工一 1 + 2 = 2 . e 工一 1 一 2 


x 

+ e 


2 


x 


x 


e ^ — e 2 



在这种情形下，它的展式 

CO 

1 , ri 

1 + > - j x 

^ n ! 

71 = 2 

不能含有0：的奇次幂，此即所欲证. 

对于带有偶数附标的数久我们引用比较惯常的符号，命 

02n = (—I)" 一 1 ①， 


于是 


B 


1 



, B 2 


30 




42 


B 6 


691 

2730 


, B 7 


7 

6 


> Bg 


i B4 

3617 

" BIO " 


30 


，氏 


66 , 


, B 9 


43 867 
798 


， B 10 


174 611 
330 


根据雅可比-伯努利的名字而称为伯努利数的，恰恰就是这些数 B n ， 伯努利在研究顺序的自然数 
方幂（其指数也是自然数）的和时，首先得到了它们.伯努利数在许多分析问题中占重要的位置. 

那么为了便利起见,将 2 换成 2: r , 最后我们就有展式 


2 


xcthx 


2 Si 2 


2 4 B 


4! 


。 4 + 


■ . # 


+ (—1广 


i 2 


2n 


2 n ! 


召 n 2n , 
-X + 




(- 1 ) 


n 


-1 2 


2n 


2 n ! 


Bn -X 2n 


n 


® 不久我们就会亲眼看到，所有的队都是正的. 
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它对于足够小的0：值均成立. 

/ > ^ 

在第4^5 1,3) 中我们 ㊁ 经有了展式 


7 TX ‘ Cth 7 TX = 


l + 2^(-l) n - 1 5 2n -x 2n > 


其中 S 2 ri 表示级数 乙二1 的和 • 在等式 （13) 中将 X 也换作 7 nr ， 将它写成 

TTb 


7 TX * CthTTX = 



i+E 


i ) 




(27T) 2n B n 

2 n \ 


•: r 2n 


两个展式当然应该 恒等； 因此 


2(2 n )! 

(2tt) 2ti 


52 n ， 


于是就发现所有的数 Bn 原来都是正的.因为当 n — OO 时，显而易见， S 2 n 
的公式中可以明白看出，伯努利数当其附标数码增加时，上升而无止境①. 

附带我们注意一下对于和数 s 2 n 得到的一些有用的表 达式： 


1，所以从所得到 


其中[参看第447 0,6)] 


S2n 



(2兀产 

2(2 n )! 


• B n) 



现在我们回忆，我们也已经有过了 7 HT •CtgTHT 的展式[第 44 5目，2)]，其中系数也依赖于和数 


^2 n • 


7 TX ■ CtgTCX — 



2 E 



S2nX 2ri 


将此处的 7 HT 换成 rr ， 并用所求得的 s 2n 通过伯努利数的表达式来替代便得 


(14) 


X - ctgx = 


▽ 2n 


(15) 


因为我们知道展式 （14) 当 | l | < 1时成立，故展式 （15) 当 | rc | < 7 T 时 成立. 但是在 X ^±7 T 
等式 （15) 左侧无限增大，因而右侧级数在 X = ±7 T 时不可能收敛，在 H > 7 T 时更不可能 收敛: 
其收敛半径恰恰正等于 7 T ②. 


① 虽然如此，我们已经看到了，并非是单调的，而是遵循着十分错综复杂的规律. 

② 其实，所有与确定幂级数收敛半径有关的问题，都容易借助于柯西-阿达马定理 [380] 解决. 
例如，对级数 （15) 有 
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顺便提 一下， 从这里就显示出级数 （13) 的收敛半径也是同样的，同时作为出发点的级数 （12) 
便有收敛半径 2 tt . 

利用恒等式 

tgx = ctgx — 2 ctg 2: r , 

从 （15) 中很容易再度得出 tgz 的展式： 


tga : 



2 


2n /r\2n 



2 n ! 





它与以前所得到的恒等丨参看 (11)], 然而宁愿把它写成这个形状，因为伯努利数是被很好地研究 
过的，并且对于它们还有很多丰富完备的表格.代表 tgz 的级数之收敛半径为&现在，从其推得 
的方法本身，即可看出这一点. 

还有许多其他有用的展式也与伯努利数有关.例如，因为 

sin^y _ cosrr 1 

V x / sin x x 


一 （ rcctgo ; — 1) 

x 


-E 


2 2 n B n 

2 n ! 


X 


2 71 一^ 1 




=1 


所以，逐项积分，便得（对于 | x | < tO 

sin x 2 ^ n B n x 2n 

n x 2 n \ 2 n 

n= 1 

类似的，由展式 （ i 6 ) 逐项积分就得到(对于 w <吾) 


In cos x 


2n /r\2n 



(2 


1)B 


n 


X 


2n 


2 n ! 


2 n 


=i 


从这些展式中不难得出 ln ^ 的展式.这些级数在作三角对数表时是有用处的. 

X 

最后，回到我们在425目 6) 中所研究过的发散级数 

CO 

乙 (-1 广 (n+l) fc . 

n=0 

在那儿曾建立了级数的 / c 次切萨罗法的可求和性,但“广义和”本身（用 A (/ c ) 表示）我们并未求 
出，现在来完成这一步.其实，我们按泊松-阿贝尔法对级数求和，——如我们所知 [424,2)] —— 
应导致同一个结果. 

当 t < 0时有0 < e—t < 1，将级数求和，得到 


2 t 

e 2t — 1 


E(- 丄 ) 


e 


一 (ti 4- 1) t 


e 


-t 


n—0 


1 + e 


e 


t 



2 


t 


e 


e 


2t 


- 1 


t e t — 1 


应用展开式 （12)， 对充分小的艺有 



(- 1 ) 


n e — (n+l)t 


Tl — 0 
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把两个级数逐项微分 次； 对右边的幂级数，我们根据定理8° [438], 对于左边级数若引人变量 
x = e ' 这个级数也是幂级数.对它微分也是根据这个定理.结果求得 

oo oo 2 ^ 

^](-1 广 (n+l) fc e —( n+1)t = (-1 广 +1 ^ 2 打 二! (几 _ 1)0 _ 2) … （n _ k)t n _ k ' 

n—0 n=k+l 

现在令纟趋于0,因而 a : 趋于 1. 左边取极限得到的即是而右边是常数项 

+1 (2^+ i ) _ 1)/3fc+1 

(_1 ) kTl ' 

我们记得，数 /3 对大于1的奇数下标均为零，而具有偶数下标的汊导致伯努利数,最后得到公式: 

r)4m 1 

A ( 2 m) = 0 , - 1 B m (m > 1). 

2 m 


45 C ? 利用级数解方程 我们再回到关于从尚未解岀的方程 

F{x,y) = 0 (17) 

中，将变量？/确定作 r 的函数的问题上来[参看第 206 目及第 442 目!]，不过用另外 

一种 提法： 

我们假定，函数在点 { x 0 , yo ) 的邻近区域内能够按照 z -邱 与 y - y 0 的 
幂次而展成级数，并且其中常数项等于 0，而 y - y 0 项的系数不为 0©. 于是被方程 
(17) 确定在 ( xQ . yo ) 邻近区域内的 函数 y = y ( x ) 就也能够在 x = xq 附近按 x — Xo 
的幂次展成级数. 

换句话说 ，假若方程 （17) 左侧的函数 F 在点 ( x 0 ， y 0 ) 是解析的，那么， 由 方程所 
确定的函数 y = y ( x ) 在点就也是解析的. 因此，这里谈到的就已经不止是未知 

函数的存在或是它的值的计算，而且还涉及它的 分析表示法. 

证明 可以取 x Q =加= 0,而无伤于一般性；究其实，这就归结到我们是把差数 
^-xo 取作了新变量，可是保持了老符号.如果分出 y 的一次项，那么把它搬到另一 
侧并且用它的系数来除，就可以把这个方程改写成这样： 

V = c 10 x + c 2 ox 2 + cnxy 4 - c 0 2 y 2 4 - c 30 o : 3 + c 2 ix 2 y + c i 2 xy 2 4 - cosy 3 H —— ( 18 ) 

我们对的函数 y 寻求下列形状的级数： 

y = a±x 4 - a2X 2 + a ^ x 3 十 ■. ■ (19) 

® 这恰恰就相当于通常的条件 


F(xo,yo) — 0 5 Fy(xo,yo) ^ 0. 
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首先，假使像这样的展式在原点的邻域内成立，那么它的系数就由关系式 （18) 而 
完全单值地确定. 

实际上，在其中用展式 （19) 来代替 y (在上述的假定之下)，我们就得到 

ai；r + a2X 2 + a^x 3 + ■.. = c\qx + C2qx 2 + Cnx(aix + + ■. •) 

+ C()2 . (yd\X + CL 2 X^ + . ‘ • ) 2 + C30X 3 + 。21 工 2 ‘ + ， .. ） 

+ C12X ‘ ( a：x + … ) 2 + co3(aix + … ) 3 + … （18 a ) 

根据第 446 目定理，对于足够小的％此处右侧可以做岀所有的乘方并归并同类项. 
如果这以后再利用幂级数恒等定理，即令左右两侧: r 的同幂次项系数相等，则我们 
得到关于未知系数〜他机… ， Cn，... 的（无穷的!）方程组 

<^1 =Cio, a 2 = C20 + Cna ： + c 0 2^i ， 

a 3= cna 2 + 2co2dia 2 + c 30 + c 2 \ a x + Ci 2 a \ + c 03 af ，… (20) 

因为在 （ l 8 ) 中右侧所有含 y 的项不低于二次（就是说或是含有 y 的高次方，或是 y 

为一次，但乘有 x 的若干次方)，故在方程组 （20) 的第 n 个中 ； 系数〜 就被带有较 

小附标的一些系数 ai , a 2; - - - ， a n _； L (及已知的诸系数 c ) 所表出了.由此即保证了能够 
循序一个一个地确定系数 a n : 

4 

^1 = cio,a 2 = C20 + cncio + co 2 Ci 0 , 

a 3 — (Cii + 2 co 2 Cio )( c 20 + CuCio + CQ 2^ io ) 

+ C30 + C21C10 + Ci2C^o + C03cJ 0 , … (21) 

我们顺便来作这样一条说明，这对于下文颇为 重要： 因为在破除 (18 a ) 中的括弧 
时，对于字母 CI 及 C 除掉加法与乘法之外，无需进行其他演算，所以在等式 （20) 的 
右侧我们将有关于这些字母的整多项式，其系数显见为正数(甚至还是自然数).于是 
此时公式（ 2 1)的右侧，就也是对于字母 C 的，具正系数的整多项式. 

现在我们 作出： 具有系数4就是由 （21) 诸式算出的）的级数 （19). 关于级数 
(19)，可以指出，它“形式地”满足关系式 (18 a ). 要是对于足够小的^这个级数的收 
敛性被证明了，那么就已经无需再去证明它所代表的函数适合条件（18)，因为此时 
级数系数所满足的等式 （20) 与 (18 a ) 完全等价.因之，现在全部问题就归结 到：只 

需证明在原点的某一邻域内，级数 （19)( 其系数是由公式 （21) 确定的）收敛. 

与 （18) 同时，我们来研究类似的关系式 

V 二 7 io ^ + 720工 2 + luxy + 7022/ 2 + 730 + ^{2 ix 2 y + 712工2/ 2 + 7 o ^ 3 + … (18*) 

其中所有的系数都是正的，并且除此而外还满足不等式 


Cik 




( 22 ) 
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对于 (18*), 我们——暂时形式地——建立一个与 （19) 类似的级数 

y = ( y.\x + a2X 2 + a 3 x 3 + ■ ■. + a n x n + (19*) 

这里，它的系数和 （21) 相似，我们用下列诸式 

= 710, Oi 2 = 720 + 7n7io + 702710? 

^3 = (711 + 2702710)(720 + 7n7io + 702710 ) 

+730 + 721710 + 7127?0 + 7037 ?。， … (21*) 

来确定.由于以上所指明的，这些式子里的各组成项就保证了数都是正的.不仅 
如此，与 （21) 相比较，并且考虑到 （22)， 我们便看出还有 

a n I ^ a n (对于所有的 n ). (23) 

假如能够选得出这样的正系数7^使得不仅条件 （22) 成立，而且相应建立起来的级 
数 (19*) 还具有非零的收敛半径，那么由于（23)，级数 （19) 就也有非零的收敛半径 
——定理即得证明.现在我们就专门从事于数70：的选择. 

存在有这样的一对正数 r 与 />， 使得二重级数 

cio| - r + |c 2 o| - r 2 + |cn| - rp + \c 02 \p 2 H - 


收敛； 既然使得这个级数收敛，故其一般项 c ik T 、 k 趋近于0,因而是有 界的: 

■ M 

Cik \ r l p 彡 M ， 由此 | e i/c | < —— r . 

nn 0 

令、 = 44, 并且按照前所指岀的，我们来考察关系式 

rp I 



或者最后 



至此就可以将满足方程的函数 y = 实际求出，即在 : r = 0时2/成为0的那 

一支①.解二次 方程， 我们便得到（假定 | x | < r ): 



① 由以上二次方程所确定的函数 y = y (: r ) 是双值函数，它所代表的曲线有两支，现在我们取其 

当工= 0时 y = 0的那一支.译者注. 

② 根式前取负号就是为了要在 x = 0时有 y = 0. 
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如果为了写起来简单，引人符号 



则2/的表达式可以改写成 




的形式，由此即可明白看出，倘使利用二项级数，则对于 | x | < n < 可依^的幂 
次展开.因为这个展式应该和 （19*) 恒等，故级数 （19*) 收敛性的证明借此乃告完成. 
因而级数 （19) 的收敛性（至少对于 M < n ) 就也得以证明. 

注意，定理只是确定了 y 能够在2 = 0附近按照 Z 的幂次（或者在一般情形下， 
^ x ^ x 0 附近按照 x - xo 的幂次）而展开.要断定这个展式的确切收敛区间则须个 
别研究. 

在一般的情形下，即由方程组来确定一个函数组的时候，亦可应用类似的方法 
加以论述. 

上文中所采用的巧妙研究方法，是属于柯西的.其要点就 在于： 将给定的（单变 
数或多变数的）幂级数用一个比较便于研究的“优”级数（其系数都是正的，并相应 
地大于给定的级数的系数的绝对值）来代替.此法之所以获名为 优级数 法即系于此. 
在微分方程的理论中时常会用到这个方法. 


451. 幂级数之反演 现在我们将幂级数的反演问题，作为前目中所解决了的 
问题的一个特殊情形来研究.设函数 y = / G 4 在点 X =耶的某邻域内，表成了按照 
z - 抑的幂次而排列的级数.用如来表示自由项（它表达当 I =吻时 y 的值)，我 
们便把这个展式写成了以下 形状： 


y — Ho = 0 ， l(x — X。） + Cl2(x — Xo ) 2 + . . * + Orn ( 工 — ^o) n + ... 

当 ai 7^ 0 时，在 2 / = yo 的邻域内， x 由上式确定成 y 的函数，井且: r 反转过来 
可展为按照 y — yo 幕次的级数.这样一^来，倘若 y 是在点: ro 处的： r 的解析函数，则 
在对应的点加处（在所指出的条件之下）反函数就也是解析的， 

这都可由前目中所证明了的定理直接推知.为了简单起见，设卻二如二0,我 
们仿效 （18) 的样子，将联系 ylx 的关系式写成以下形状： 

x — by - C2X 2 + C 3^ 3 4- C4X 4 + … ① 


于是待定的展式 

X 二 hy + b 2 y 2 + hy 3 + … 


①需要注意，此处0：与 y 的地位互相调换了. 
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的诸系数就顺次由以下各方程来 确定: 


h . = b 、 b 2 = c 2 b \, bs = 2 c 2 bib 2 + c 3 bi , 


b 4 


bs 


C2 (26163 + 的) + 3 C 3 的 6：2 + C4I )》， 

2 c 2{ b \ b ^ + 62 ^ 3 ) + 3。3(6#3 + b \ b \) + 4 c 4 &f &2 + c^bi 


例如，知道了正弦展式 


y — smx = x - x 

6 


3 



120 


x 5 - 


5 040 


a : 7 + 


即可求出展式 


X 


arcsiny = y 十 b 3 y 


3 


bsy 


5 


(我们只写出 y 的奇次幂，因为由函数 y -： si n ： r 是奇函数可以推知其反函数也是奇函数).确定诸 
系数6的各方程此时即有以下 形状： 




b 


5 


2^ 3 ~ 120 U1 


40 


另一个例子：设 


y 


x 

e — 




2 ! 


3! 


由此 


x 


ln(l 



y) 


hy 



3 


b2y + hy + 


诸系数 6 可逐次确定 


卜 = 1 ， 6 2 = -= ~^b 3 = -M 2 - # = 



b 4 


2 (26163 + b \) — - b \ b 2 - — ^>1 = - ^ 


匕5 = - (6164 + 62 ^ 3 ) — -f 6162 ) — -6162 — 


于是 


In(l + y) = y~^y 2 + ^y 3 - ^y 4 + ^y 5 - 


膠 _ ■ 


为保证反函数存在并且所得展开式有效力， y 的变动区域可能要根据 450 目的考虑来确定，但 

是这通常是很过分降低的.比如说，若在上述第一个例子中，改写联系着 rr 与 y 的方程为 （18) 的 
形式： 


X 


y + 


X 


3 


X 


5 


6 


120 


+ 


并且以 l：r 


(24) 


彡 2， |y 




来限制它，即取 p 


7T 

2 




，那么得 JVf 


按照公式 


r \ 


丌 

2 


2 


7T ^ 
2 +2 


< 0.2 


可是所得结果的合理应用区域是区间 [-1,1]! 
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附注 弄清条件 a ： ^ 0的意义是有益的，仅在这个条件下，前述论断才是正 
确的. 设 w = 0 但勿 # 0，比如说 a 2 > 0,于是在 x = 0 附近（为了简单，设 

工0二 ㈧ = 0) 有 

y = a^x 2 + a^x 3 + a^x 4 + 

因此 y > 0 . 以一表示 y 的算术根，我们看到 

\fv — \/ CL2^ 2 4- a ^ x 3 4- aa 4 + …= ^ zx ^/ a2\j 1 + —x + — x 2 + * ■ • 

V a ) a 2 

同时所置正负符号应与: r 的符号相合.由于 50 目的定理，在: r = 0 附近后一根式本 
身是自由项为1的幂级数.于是最后有 


= a i x + o ! 2 x 2 + … 

其中< => 0. 应用本目的定理（量士 W 起2/的作用)，我们得到对: r 的两个 
不同的展开，它依赖于符号的 选择： 

x i = + b 2 y + b 3 y ^ + b 4 y 2 + ■.. > 0 (bi = > 0 ) 

V ) 


与 


1 3 

^2 — ~^iy^ Wy — —…. < 0 . 

读者既要注意到反函数的双值性，又要注意到它的每一个分支不是按变量 y 的 
整数次幂而是按分数次幂展开的. 

452 . 拉格朗日级数 我们将第 450 目的定理应用到形状有如 


y = a + X(p(y) 



的特殊方程，此处函数 v ?( y ) 假定在点 y = a 是解析的.于是我们知道，对于充分小的 x 值， y 被 
方程 （25) 确定为 z 的函数，在点 x = 0 处是解析的，并且在 a ; = 0时 y = a . 

又设 u = f ( y ) 是 y 的某一个函数， 在 y = a 处是解析的.如果在这里把 y 替换为前述的 
的函数，则 u 就是 z 的函数，在 x = 0处也是解析的 • 我们提出的问题就 是：求 u 按照 rr 的幂次 
的展式，更确切些，就是求这展式中诸系数的适当的表达式. 


我们先注意当 a 为变 量时以 由方程（ 2 5)确定成： r 与 a 两个变量的函数，可按照 z 与 
a - a G (此处⑼是 a 的任意一个固定值）的幂次而展成二重级数于是变量 u 就也是 rr 与 a 这 


两个变量的函数. 


将 （25) 对 a : 并对 a 微分，便得 


1 — 工 ■ ip'{y)\ 


dy _ 

dx 


咖)， [ l - x ^ l ( y )\ 


dy 

da 


1， 


①这一项断言是预先假定第 423 目的定理被推广到了这种 情形： 即在方程中出现有三个变量， 
而其中之一被确定作其余两个的函数. 5 
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由此显而易见， 


I ， ■塞， 


而一般的在 


U 


/( y ) 时，也同样有 


(26) 


du ,、 du 

翁 Ya 

另一方面，不论 F ( y ) 是怎样一个函数，只要它对于2/的导数存在，我们就有 


(26 a ) 


d 


dx 


Hv ) 


dif 

da . 


d 


da 


Hv ) 


du _ 

dx _ 


(27) 


直接徵分，并引证恒等式 （26) 与 (26 a ), 这就很容易得以肯定. 
所有附记的这些，我们用来证明一条于下文中颇为重要的公式 


d n u 

dx 71 


d 


n—1 


da 


71 —— 1 


糊 ， du 


da . 


① 


(28) 


当 


n 


1 时它就化为 (26 a ). 现在假定它对于某值 n > 1 是对的，我们来确定它对于 （n + 1) 阶 


导数也对，将 （28) 对 x 微分，并利用更换微分次序的法则[190]，便得 


d n+1 


u 


d n 


-i 


d 


dx n ^ 1 


Q a n-\ Q x 




du - 

da - 


但是借助于 （27) 与 （26 a )， 我们顺次有 


d 


dx 


糊 . du 


da . 


d 


da L 




diT 

dx . 


d 


da 




n+l 


(y) 


du _ 

da . 


把这个代到前一个等式里.就得出 


d n+1 


u 


d n 


dx n+l 


da 


n 




n+l 


(y) 


du ' 

da . 


因此，公式 （28) 由归纳法得以证实. 

最后，回到我们所感兴趣的，函数^依照 x 的幂次的展式上来.在 a 为常量时，此展式必定 
具有泰勒展式的形状 [438,9°]: 


U 


tio + X 


du 

dx 


x 


2 


d 2 u 
dx 2 



0 


2 ! 


+ 


+ 


x 


n 


0 


n \ 


d n u 

dx n 


+ 


o 


其中指标 0 是表示函数及其导数都取 x = 0 时的值.但 a ; = 0时 w = a 所以仰= /( a ), 而此后 
根据公式 (28), 


d n u 

dx n 


d 


n—1 


0 


da 


n — 1 


V ( a )- f ( a )\ 


代入这些系数值，我们就得到展式 


f ( y ) = f ( a ) + x ，( a ) f ’（ a ) 


x 2 d 



2 ! 


da 


( a ) •/&)] + 


秦 ■. 


X 


n jn — l 


cT 



n \ da 


一 l 


/( a ) ‘ f ( a )] + 


(29) 


①此处 < p n ( y ) 表亦自乘方： Vp { y )] n - 
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此即称 为拉格朗日级数. 由于其系数是表成 a 的显函数的形状，所以这级数是非常之好. 

如果 f ( y ) = y , 则特别就得到 


y 


a + x ^ cp ( a ) 


x 


2 


d 



2 ! 


da 


〆⑷] + 


+ 


x 


TL 


d 


n — 1 


n \ da 71 ^ 1 


:，⑷] + 



本目所考虑的问题与幕级数反演问题有着紧密的联系•若（假设 p ( a ) / 0) 把方程 （25) 改写 
为如下形式： 

工 = p b 0 bi(y - a) -b 2 (y - a ) 2 H - 

则拉格朗日问题与这个级数按 y - a 的幂次排列的反演是等价的.反之，若提出幂级数 


V — aix -h a 2 X 2 + a 3 X 3 + … (ai / 0) 
的反演问题，则把此式改写成： 


V = x { a \ 4- a2X + a 3 x 2 H -)， 


把括号内的级数表为 % b ( x ). 那时便得 （25) 类型的方程 


工 = y • 



5 


这里 a = 0, cp ( x ) = ^ y , 此外，: r 与 w 角色互换，后一说明的重要性还因为对 (29 a ) 的反演的结 
果可以立即给出一般 表示： 



我们引几个实例. 

1) 我们即从应用公式 （30) 开始.设给定方程 



V — x(a + x ) (a ^ 0) 


或 


因为 

那么得到这样的展开: 


X 



V 


ci + x 


( f 1 - 1 1 _ (- l ) n ^ I n(n + l )--(2 n -2) 

dx n — 1 (a + x) n (a + x) 2n ~ l 


x 


y 

a 


y 


2 


a 3 


+ ••• + (— 1 ) 


n 


i (2 n -2)! y n 
(n — l )! n ! a 2n _ 


+ 


bkx 的诸值中选择 与]/ 一 起变为0的 rr 值以后，若解对: r 的二次方程得到同样展开式. 

2) 以 （25) 类型的方程 

y = a + - 

y I 
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为出发点，于是这里的 < p ( y ) = i .设 f ( y ) = y ~\ 根据拉格朗日公式 （29) 我们得到 

V 



y k 


1 k x 2 k(k + 3) x 3 k(k + 4 )(fc + 5) 

^ ~ X ' ^+ 2 十可 . a fc + 4 3T a^> 

x 4 k(k + b)(k + 6 )(fe + 7) 

4! a k+& 


因为给定的方程可以化为二次方程 


2 

V 



故显而易见, 


例如，假使 a 二 2 ,则得出（乘以 2； c ) 这样的展式： 

( 2 \ k x / c(/c 十 3) / x \ 2 k(k + A)(k + 5) / x \ 3 

llTTm ； =1 -h + - si - U) + … 

3) 开普勒方程 

E = M c ^ sin E 

在理论天文学上占有很重要的地位，此处五是行星的偏近点角 (excentric anomaly ), M " 是其平 
均近点角 （mean anomaly ), 而 e 是行星轨道离心率.利用拉格朗日级数 （29 a )， 可以求出 E 依照 

离心率的幂次的展式，其诸系数依赖于 



五 = M + £： • sin M + 



^ sin 2 M + 


dM 


■ 41 睿 


+ 


6 


n 


n ! 



在这里就显示出知道收敛区间的确切大小的重要性来了.拉普拉斯 ( Laplace ) 首先确 定了: 
对于 e < 0.6627 … 收敛性成立. 

4) 最后，我们来研究方程 

y = x 十 ^(y 2 - 1 ) ② ■ 

当 o = 0 曰寸 y = x 这样的解为 



1 — \/1 — 2a& + a 2 2x — a 

ci 1 + yj\ — 2ax + a 2 


这个函数依照 a 的幂次的展式具有以下 形状: 


y — X^r 



d(x 


2 


1) 


2 


dx 


+ 




d n ^ l ( x 2 - l) n 
dx 、— 1 



◎根式前取正号是由于当 x = 0 时应有 y = a . 
②此处; r 相当于 a ， 而 a 相当于: r . 
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将这等式两侧对^微分（此处 y 是 a 与 a ; 两个变量的函数，从它的解析性质可以断定，级数 
可以逐项微分).我们便得到展式 


1 


\/1 — 2ax + a 2 


1 + a ‘臺生>11 


2/^2 



a 


2 


d (x 


i) 


2 


2!2 2 


dx 2 


+ 


d n (x 2 - 1 ) 
dx n 




n!2 


+ 


现在我们直接看出[参看447,8)]，它的系数就是勒让德多项式 


Pn = 



§5. 复变量的初等函数 

453. 复数 虽然本教程完全致力于实变量以及实变量的实函数，而本节将离开这条主线来 
讲复变量的初等函数.这个问题的论述要归附于幂级数的理论，而反之它也阐明了幂级数理论上 
的若干根本特色.除此而外，通晓复变函数在实变数分析中以及在计算方面都是有用的[参看第 
461目中各例题，以及本教程第三卷中用来讲傅里叶级数的第十九章]. 

我们假定读者在代数中已知道了复数.因此在这里我们仅限于简略的叙述其基本性质. 

复数 z 具有形状^ = ；r +於，此处2为虚单位 , i = v ^ I , 而： r 及 y 为实数.其中： r 称为数 z 

的实组成部分或实部， y 称为数％的虚组成部分或虚部，并且记成 

X = R ( z ), y — I ( z ). 

两个复数 x + yi 与 〆 十当而且只当分别有 x = ^并 2 / = 〆 时，才是相等的复数的 
加法与乘法依照下列公式来做： 

(x + yi ) + (x + y ' i ) = (x + x ) + {y + y ’) i ' 

(x + yi){x + y ' i ) = (xx - yy ) + [xy + xy )%\ 

不难验算，差与商皆存在，可表成这样： 

(x + yi ) - {x + y ' i ) = (x - x ) + {y - y ) i , 

x 十 yi _ xx ' + yy ’ xy - xy ’ ■ 

x / + y f i x ,2 + y /2 x f2 + y ,2 % 

(在商式中假定 〆 + W # 0, 就是说; r /2 + y 2 > 0), 这样，复 
数便保持了运算的一切普通性质，只要是不牵涉到大于和小于 
的概念（这概念对于复数是不成立的).更确切些说，第3目 
性质 in 。 〜 4°以及第4目 nn ° 〜5°都是复数具有的 ■ 

在平面上取直角坐标轴： rOW 图 63). 于是每一个复数 
z = x + yi 都可以在平面上用一个点 M ( x , y ) 来表示，其坐 
标就是这个复数的实部与虚部.显而易见，反过来讲就是平面 



①换句话说，在这里，等式对于我们说来，也就变成了单纯恒等式[参看第2目] 
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母一个点从对应 一 ^个元全确定的 复数. 以此之故，所说的平面称之为复变数 2 的平面，或简称复 


平面- 


实数 


x 


:r + 0 _ i 用 ： r 轴上的点（因为对于这些点 y 


0 ) 来表 7 K ， 而纯虚数 yi 




0 + yi(x 


0) 


用 y 轴上的点来 表示. 第一条轴即称为实轴，而第二条轴即称为虚轴. 


代表复数 


的点的极坐标 r 与 © (见图)，也占很重要的地位•数 r (非负的）称为复 


数^的模或绝对值，并且记成这样 


模是由复数 z 而单值确定的 


z 



X 


+ y 2 . 


并且在而且只在 Z 




0 时为 0 ,角 © 称为复数 2 的辐角，© 


Argi 当 z # 0 时，它由等式 


cos 0 


x 


sin 0 


y 


来确 


但仅确切到相差一 


为整数）形状的项，对于 


则辐角就成为完全不确定的 


了.除掉这种情形是个例外以外、对于每一个数^存在有一个而且仅有一个辐角乂满足不等式 


一丌< 



< 7T; 


0 称为辐角的主值，并用 & rgz 来表示，如果 (9 < 7T 则 



tg 2 


sin 0 


COS 


r sin 





r + r cos 6 


X 



y 


X 


+ y 2 




并且可用等式 


argz 


2arctg 


X ~h 


y _ 

1 x 2 4 - y 2 


来确定角 arg ^; 这等式对于除掉负实数（及 0 ) 以外的所有复数都适用. 


我们注意，对于复数 2 
形一样，不等式 


x + yi R 



^ + Vi 的模，犹如对于实数绝对值所十分熟悉的情 


z + z ’| 彡卜| + |之’ 


成立.实际上，在这种情形下，它可化为已知的闵可夫斯基不等式的特殊情形 [133,(7)] 


X + X 



(y + y’) 2 《 


x 2 -t y 2 



X /2 ^ y /2 


由它所推出的一些推论也是成立的[参看第 17 目]. 


倘若在复数的记法 Z 


x + yi 中，设 x 




rcos©，y 


rsin0 , 则得到所谓的复数 三角式 


Z = 


r(cos ㊀ -M sin ㊀ ) 


将第二个复数也取成三 角式: 


z = r’（cos ㊀ ’ + i sin ㊀ ’ 


那么三角式的乘积 2 ^可以写成 


2 ；/ = rr ’[ cos (㊀ + ©’） + isin(0 + ㊀ ’)]; 
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这可由正弦及余弦的和角定理直接推得.由此 


ZZ 


/ 




’| ， Argzz / = Aigz + Argz ; 


类似的，对于数 z 及/的商我们得到 





Z 


Z 


， Arg 




Arg^ — Arg^ 7 


从乘积公式可以得出带有自然数指数 n 的乘方 公式: 



r n (cos n ㊀ + isinn ©)， 


特别当 



1时，就导出了棟莫弗 （ A . deMoivre ) 公式: 


cos © + isin ©) 


n 


cos n ㊀ + i sin n © 


最后，对于 2： 的 n 次根，我们有 


Vfz 



+ zsin^ 




其中 V ? 是 r 的算术根.在这里，例如轮流命 


© = ^, ^ + 27T, 0 + 47T, * - * , 0 + 2(n — 1)7T, 

我们就得到根&的 n 个不同的值（当然是假定 z ¥ 0); 在其他的 ㊀ 值之下，则只不过是再重 
复这些根值而已. 

454. 复整序变量及其极限 我们来研究一个序列 { z n }, 它是由各复数 Zn = x n + y n i(n - 
1，2, •…）组成的，并且变量 z 依照附标增加的顺序来取这些值. 

这样的复整序变量的极限，也用与实整序变量情形中一样的那么一套专门术语来定义[2冲 

常数 c = a + bi 称为整序变量 z 二 Zn 的极限，如果不论 £>0 是怎样小的一个数，对于它总 
存在有这样的附标 7 V ， 使得所有带有附标 n > N 的值满足不等式 

z n — C 〈巳 


这时就写 


lim z n = c WL z n c . 

无穷小量与无穷大量的定义也可以照样搬到复数情形里来 

例如我们来考察整序变量；=，，此处2为一复数.如果这时 M < 1，则“ — 0,但若 
H > 1,则〜 — oo ; 不难看岀，当| 2 | = 1( 但 z # 1) 时，整序变量4根本没有极限. 

不难将极限论的基本定理，对于复整序变量直接地重证一次，这差不多就是照以前的论证逐 
字逐句重复一下.而另一方面，所有这些定理可以自然而然地移置到复整序变量的情形，只需根据 
以下的简单的定理： 

①我们注意，现在不能够讲整序变量趋于确定符号的无穷，因为一般不加给复数什么符号 
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复整序变量 z n = ： r n +^^ 趋于极限 c = a + 当而且只当实整序变量 与恥 对应地趋 

于极限 a 与 b 的时候. 

其证明由不等式 


Xn. 一 CL 


Vn — b \ 


^ 之 n 


C 


( x n — ci ) 2 + ( y n — &) 2 彡 


Xn . 一 (1 



Vn 



立即推得. 

因此研究一个复整序变量可以变为研究两个实整序变量.特别是用这个办法可以对于复整序 
-变量也证明收敛原理 [39]. 

现在我们来考察具有复数项 OaUb n l 的无穷级数 

oo 

Cn = Cl + C 2 + • ♦ • + Cn + … . 


在这里也将部分和 


C n 



Ck 


k 


的极限称作级数的和.那么例如于对几何级数 



Z 


1 + Z + Z 2 + …+ 


Z 


n — 1 


+ 


攀 p ■ 


0 


(其中 z 是不等于1的岌数)，部分和等于 


n — 1 


z k 


fc 二0 



由此显然可见 5 当 z < 1时，级数具有和 


c = 



而当 M > 1时，级数没有（有限的）和. 

所有从第362目，364目的基本概念与定理（及其证明）都保留下来了. 
研究一个复数级数可以化为研究两个实数级数，只需根据以下的基本定理: 


复数级数 



收敛到和 C = A + Bi 等价于两个实数 



与 



(C) 


(A) 


对应地收敛到和 A 与 R 


(B) 
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显而易见，此项断言无非是将以上用整序变量语言证实了的定理，换了一句话来说而已. 
现在我们来证明一个与第377目定理相类似的定理. 

倘若级数 （ C ) 中各项的模所组成的正项级数 



Sl cn 




收敛，则级数 （ C ) 亦收敛. 

实际上，由于显然的不等式 


n \ ^ \c n \ = y ai + 

bn J 

级数 ( C + ) 的收敛性就包含了 

OO oo 

\ a n \ 与 \ b n 

ri—l n 二 1 

两个级数的收敛性.由此推知 [377], 级数 （ A ) 与 （ B ) 收敛，于是根据前面的定理.级数 （ C ) 也 
收敛. 

级数 （ CT ) 收敛时，级数 （ C ) 称为是绝对收敛的；注意，此时如我们在前面所看见的.级数 

( A ),( B ) 也绝对收敛. 

根据这条定理,例如达朗贝尔判别法 [377] 等得以保持有效. 

第 38 7目关于级数的项的调换的定理，以及第389目关于级数的逐项相乘的法则，可以运 

用于绝对收敛的复数级数.对于前一个定理，只需归结到两个实数级数即得证明，而后者则基本上 
可以因袭以前的证明. 

最后，应用类似的方式，可将二重级数理论中的基本概念与定理搬到复数的情形上来. 


455. 复变量的函数 设复变量 z = x 十 yi 在某一个（几何意义为复平面上开（或否）域的) 
集合之=仁}内采取一切可能的值.如果区域2中的每一个值 Z 对应另一复变量 W = U + m 
的一个值或几个值，则 u ; (相应地）称为区域2中的2的（单值或多值）函数，并记作 



以及诸如此类. 

kU n 或是一般地说 ，整有理函数， 即具有任意复数系数 C 0， Cl ,...， Cn 的整多项式 

^ n , n — 1 , ■ ■ 

CQZ Ci Z + • • • + Cn —lZ-j- Cn * 

都可以作为单值函数（并且此时还是在整个复平面上的单值函数）的实例 .分式有理函数， 即不可 
约简的两个多项式的商，也是单值地确定在整个平面上，不过在相当于分母的根的那些点上，函数 
就变为无穷了.作为非单值函数的实例，我们可以引 Argz 与^.以下在457 〜 460中，我们 
将研究一些其他的重要的复变量函数. 

下文中如无其他声明，则我们将是研究单值函数. 
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假使 w ^ u + vi 是区域之= { z } = {x -\- yi } 中的 z = x + yi 的函数，则其组成部分 w ， v 
显然也是^的函数，或者也可以说是在相应的区域= {(叫 2/)} (它在几何上所表出的图形与 Z 
相同）中的2：，2/的函数： 

n = u(x,y), v = v(x,y). 

例如，对于实值函数 w = \ z 或 u ; = arg ^, 我们分别有 


U 


^ J X 2 J r y 2 或 




对于函数 w — z n = {x + yi ) n , 显而易见， 


71 

u = x — 



v = nx n ~ 1 y — 



设 C 是区域 Z 的一 个聚点 . 假若对于每一个数 £ > 0, 可找到这样的数 5 > 0, 使得只要 
k - c | < (5( 并且 Z 〆 C )， 就有 1/(2) -C\<£- 则称函数 W = f{z) 于 2 趋向 c 时，有极限 c ®. 

这件事情通常也记作 

lim w = lim f(z) = C. 

z—^c z — 

不难把这个定义照搬 c (或 C ) 为 oo 的情形 中去； 这个定义也可以表为“整序变量语言”. 

如果 c = a + 6 i . (7 = A + 执.贝 [J [不难由第454目推出]以上的关系式等价于 


lim — rr ， y ) 

x—a 

y^b 




\imv(x^ y) = B. 





函数 /(4 在区域 2 的某一点 zo = x Q + yo i 的连续性，用等式 


lim f ( z ) = f ( z 0 ) 

z —^ z o 

来定义.这显然等价于两个组成部分 y ) 与 v ( x , y ) 在点 ( x 0 , y 0 ) 处的连续性. 

因此，回想一下刚才引入的 ㈤ 以及 z n 组成部分的表达式，我们就看出，这些函数在整个复 
平面上是连续的.类似的， arg ^ 除掉实轴上负的部分以外，也是处处连续的. 

当然，也可以从复数考虑，直接确定其连续性.例如，对于函数 | z |， 其连续性可由不等式 

Z - Zo ^ z - Zo 


立即推得.对于函数 2' 我们有 


z n — Zq = (z — Zo)(z n 1 + ZoZ n 2 + * * * -f- 2^0 1 ). 

当^ 与卻 充分接近时 〆 值是有界的而受某一常量限制:问< M ， 所以 

Z n — Zq ^ nM n_1 • Z — Zo ^ 


由此即得出所要的结论. 


® 此处 C 与 C 皆为复数. 
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现在不难证明整有理函数及分式有理函数的连续性（后一种情形需除去分母的各个根). 
函数切=/(4在点％ =卻处导数的定义，与通常微分学中的定义有同样的 形式： 

w f = r(z 0 )= lim /( 勿 + △:)- 胸 = lim 如 j ㈤ . 

A 2；―>0 L^lZ z — Z —— Zq 


例如，对于函数切 


二 Z 


，我们有 


—之 Q 

Z ~ ZQ 


•从 一 1 I Th — 2 1 

Z + ZoZ + 


毳 _ _ 




一 1 
0 ， 


于是在 Z — 邱时趋于极限，我们就又得出了熟知的公式 


w — uzq ~ 1 


第94目中关于反函数的导数的公式以及第97,98目中所有的微分法则，可以原封不动地搬 
运过来，高阶导数概念的建立也是相类似的. 

我们还提出级数 


fn(z) = /l ( 之 )+ /2 ⑷ + …+ /n(2) + … ■ ， 

n— 1 

其中各项均为同一区域 z 内的复变量2的函数. 

在这里，首先可以用与第428目中同样的那么一套术语，建立起 一致收 敛性的概念.在复变 
函数级数的情形下，同样也可以根据正项优级数的存在，以确定其一致收敛性，因为魏尔斯特拉斯 
判别法在这里也是保持有效的.在关于函数级数的定理中，我们需要更深入一些的关于一致收敛 
级数中逐项 取极限 的定理 [433, 定理 4], 其证明也和以前是同样的. 

现在我们特别来研究幂级数，它在复变量函数的理论中占有非常重要的位置.我们用单独的 
一目来讲它. 


456. 幂级数 设有级数 


( 1 ) 



其中 CQ ， Cl ， c 2 ，…为常复数系数，而 z 为变量，变化于整个复平面.对于这里的幂级数，也可 
以完全如同在第379目[或第380目]所作的那样，断定有这样的非负的数丑存在，使得对于 
| z | <丑(如果丑 > 0) 级数⑴绝对收敛，而对于 ㈤ > 丑（如果丑< + oo ) 级数发散.这样一来, 
如若除掉丑二0的情形，则当丑= +oo 时，级数在整个复平面上收敛而当丑为有限数时，级数 
在以原点为心 ，开 为半径画出的圆的内部收敛而在此圆之外部发散.此 处收敛区间是被收敛 圆代替 
了，而“半径”这个术语也初次得以兑现. 

例如，借助于达朗贝尔判 别法， 不难认出，级数 



对于任何复值 z 绝对收敛，同时级数 



Z 



Z 


n 2 . 



Z 


n 


o 


1 


1 
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都具有收敛半径只 


L 


在收敛圆的边缘上，幂级数的性质可以是不同的.例如，在刚才所引起的三个级数中，第一个 


在圆周 



的所有的点上都 发散. 因为与收敛的基本条件不合 




通项不趋近于0;第二个 


级数在这圆的所有的点上 都绝对收敛， 因为级数 


设 


cosO + isinO ^ 则取以下形状， 


n 


收敛； 最后 5 第三个级数，如果在其中 


E 


cos n 0 


n 



X — ^ 

E 


sin n 6 


n 


它也是收敛的（除掉 <9 




0,亦即 z 


1的情形） [385,2)], 但非绝对收敛 5 因为级数 


发散 ■ 



附注倘若幂级数的系数是实数（如以上所引的例)，则显然可见，复平面上“收敛圆”的半 
径只与从前实轴上“收敛区间”的半径是相同的. 


现在我们列举出可以搬到复数幂级数上面来的，关于幂级数的一些较为深人的定理. 

第437目定理1°与2°完全保留下来了，于 是在收敛圆的内部，幂级数 （1) 的和便是之的 


连续函数. 


至于阿贝尔定理 [437,6°] 也是一样的，今将其叙述成以下 形式: 


假若级数 （1) 在圆周 



R 上的某一点勿收敛，则当点 z 从里面沿着半径逼近于点功时 


我们有 


lim 


^0 


E 


CnZ 


E 


C 


忒① 


0 


在特殊情形下，即当20 




R 时，就可以认为 z = r 是一个正的实变数，而所要证的等式就表 


成以下形状 


0 E a ， n = E c 』' 


若设 Cn 




a n + bnh 则上式分解为这样两个等式: 


lim \ 

r—H— 0 


a 


E 


a ^ R n , lim b n r 

r^R-0 


^2 b n R 


由于假定了级数 


c n R 


〉 + bn.l)R 


0 


0 


的收敛性，因而上两个式子右侧的级数收敛，所以上两个式子的证明只需援引一下普通的阿贝尔 
定理即可. 

我们来看一般情形•用如表亦数的辐角.于是可命 


之 0 


(cos ^0 



ism ^ o )> ^ = r(cos 汐 o + isin 


® 在更一般的 z 逼近于％的规律之下，也可以证明这个等式，然而我们不预备在这里来讲它 
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并且所要证明的等式可以写成这样: 

oo 

lim V 

r^R-0 ^ 

71 = 0 


Cn (cos nOo + i sin nOo )r ri 



c n (cos n9o + 

n = 0 


ismn 0 o ) R n . 


若将括弧内因子并入系数之内，则显而易见，问题就化成已经考察过了的情形. 

现在我们（不引用关于级数微分的一般定理）直接 来证: 幂级数在其收敛圓内部可以逐项微 
分，也就是说，若对|^| <丑命 


f ( z ) - ^ CnZ n , 则 f ( z ) = y ^ nOnZ n ~ l . 

n=0 n=\ 

首先，我们注意，后一个级数的收敛半径也是亿例如借助于柯西-阿达玛定理，就很容易承 
认这~^点. 

我们在固定的点 2： o 以及>| <开，来进行讨论.我们有： 

f ( Z ) - f ( Z o ) _ ^ ^ - Zq 

_ 〉 Cn 

Z — Zq 乙 一 J Z — Zo 

n=l 

oo 

= 二 c 4 广 1 + v 2 + …+ d (2) 

n = l 

如果取 p 介于|卻|与丑之间，那么就也可以算作 | z | < p ; 于是 

Cn{z n ~h ZqZ U 2 + ■ ' * + 2 ：q 1 ) < Tl - Cn\ ■ p n 1 . 


级数 ^ nlcnlp — 1 收敛，因为 p 小于 凡而丑 （如我们前所指岀的）也是级数的 
收敛半径.在此情形下，应用魏尔斯特拉斯判别法，我们就肯定了级数 （2) 的一致收 敛性； 当其中 
^ — Z 0 时，可以逐项取极限，这就导出了我们所要求的结果. 

由此即已推知，第 438 目的定理 9° 与 10° 也可以原封不动地搬到复数的情形里来. 

因此，在 收敛圆 以内，幂级数之和及其各阶导数尽皆连续.换句话说，如果我们将函数按照2 
的幂次展为级数，则离原点最近的函数的间断点与原点的距离，就是这个展式的收敛半径的自然 
界限 • 

在级数 

1 — z + z 2 — ■ * * 4- ( — l) n z n + ■ ■ * =—-— 

1 + z 

的情形中，这样的点就是 z = - i ; 这一点是在实轴上的，所以我们早也就明白，函数^的展 
式的收敛半径不能大于 1. 而级数 z 

1 - z 2 + Z 4 - - h (~l) n z 2n + ..- 二 1 

1 + 

的情形则是另外 一样， 在虚轴上，距原点为1的点 Z = 士纟处，级数的和数有了间 断点； 若仍然是 
在实轴上，则沿着实轴，函数以及其各阶导数皆是连续的，就无法可以理解何以其展式的 

收敛半径是等于 1. ^ 

把实变量的实函数转到复数域里面去的时候，常有助于理解其展式之具有某些特点的真正原 


因； 这一类的例子我们在下面还会碰到. 
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最后，我们指出，所有的幂级数运算法则 [445], 并于以级数代人级数的定理 [446], 关于级数 
除法的定理 [448] ,以及末尾关于幂级数的反演的定理[451]，在此处尽皆保持 有效； 其中一些形 
式化的证明，对于复数幂级数也是完全适用的. 


457. 指数函数 我们在第404目 （11) 业已看见，展式 


1 + 


X 

1! 


x 





2 ! 


+ 


X 

十 




对于任意6^实数 Z 都成立.倘若在这个级数里将实变量 z 换为复变量 z = x + y h 则得出级数 
1 + 关于这个级数我们已经知道 [456] 它收敛了，就是说在整个复变数平面上，它有确 


定的有限和. 根据定义，就将它的和取作指数函数 # 对于任意复数 z 的值， 就是说，命 


= 


, z z 

1 + 1 ! + 2 ! + 


• I » 


z n 

+ 7 + 


(3) 


这个定义 5 如我们在前面看见的，并不与实数指数情形下的普通定义冲突，而是其自然的推广. 


如若利用幂级数相乘的法则，那么便与在第3 9 0目 6) 中一样，很容易 肯定： 对于任意的复数 


值2 与/ ，有 


e • e —e 


⑷ 


因而指数函数的这一特性在复数域内仍然得以保持. 


函数 


在全平面上是连续的，不仅如此，它还具有各阶 导数; 逐项微分其定义级数，便得 


( 2 


z\t Z 

， 


f 合和以前是一样的, 


设 


Z = 


: r + ^，其中 z 与2/为 实数；在⑷ 中把 Z 换成: r ， 而把/换成汎我们便有 


Z X VI 

e = e ^ e J . 


现在我们来考察具有纯虚数指数的特殊幂次如若根据定义 （3) 将 


Z 


代为 yi , 则我们得出 




1 + 扒一 


I 


^2 + ^ + —— h (-l) n — + (-1) U y2n + 1 j + 
3! 4! 十 1 J 2 n ! 1 J (2 n + l )! 十 


« 4 * 


或者分离实部与虚部， 







y 


2 n+l 


我们看出上式中的两个级数就是 cosy 与 smy 的展式[404，(12)与（13)]，这样一来，我们便导出 




个很值得注意的公式 


yi 




cos y + isiny ， 


( 5 ) 


此公式系由欧拉所首先 创立； 因此，例如有 


f i 


i ) e 


7TZ 


一1， 
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于是如果2： = X + y 众贝 [ 

e 2 = e x (cosy + isiny ) ①； ⑹ 

我们看出， 

e x = e R(2 ) = |e 2 |, y = I(z) = Avge z . 

因为对于任何实数 >0, 所以对于任何复数均非 0. 

将 （5) 中的？/换成-仏再利用两个公式的相加与相减,就得出： 以纯虚 变量的指数函数来表 

达实变量的三角函数的关系式 


cos y — 




— e 

^2i 



⑺ 


在下文中我们还将回头来讲这一值得注意的事实 • 

假若在等式 （6) 中，将 y 换作 y + 则等式右侧的值（也就是说等式左侧的值）不变；换句 


话说， 


Z + 27T2 



即指数函数乃是具有纯虚周期2们的周期函数. 

很容易证明，除了 2 km ( k 为整数）形状的周期以外，函数#不能再有其他的周期.事实上，假 
若 = e 2 , 则（命 2 ； = 0) e w = 1. 比如说设 。= a + j 3 i , 那么[参看⑹] e a ( cos /3 + Zsin /3) 二 1; 

由此= 1即 q ； = 0,其次 cos /3 = 1, sin /3 = 0,故,5 = 2 kn , 是即所欲证者 ▲ 

现在我们知道了 e ±27r ' = 1,于是才弄明白何以函数 x X - 展成幂级数 [449,(12)] 时具有收 

6工 —— 丄 

敛半径 2 tt ; 虽然在实轴上函数 x X 2 并没有什么特异之处足以解释这一点，然而在虚轴上却有着 

使得函数化为无穷的那样的点/并且其中与原点相隔最近的恰好就是在距离加处的点 z = ±2 ttz . 

与指数函数推广到任意复数指数的情形相关连，我们回想一下在第138目与第407目所研 

究过的一个有趣的函数： 

/㈨= 3 (x/0),/(0)=0. 

虽然这函数本身以及其各级导数在实轴上，包括点^ = 0,都是连续的，但无论在零点的怎样一个 
邻域内，却总不能将此函数按照; r 的幂次而展开；这在转换到复变量 z = x - hyi 的时候，就直接 
变为显而易见的了 ▲ 实际上，当2 — 0时，函数 e ~^( z /0) 是甚至连极限也没有的，因为例如 

在沿着虚轴趋近于零时，即 z =於而 w — 0、则有 



458. 对数函数 我们取出任意一个非零的复数切，而我们所提出的问题就是要 找数心 使 
得满足方程 


(我们知道，当 w = 0时这个方程是无解的 )• 这样的数 z 就称为切的（自然）对数，并用等号. 


2 ； = Lnw 


⑻ 


①也 可以将这个等式给作复变量的指数函数的 定义; 于是（ 4 )可由余弦与正弦的和角定理推出. 
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来记. 

若初= r ( cos 6> + isin <9)， 并令 z = x + yi , 则根据（6)，方程⑻分解为这样三个 方程: 

e x = r , cosy = cos 0 ) smy = sin 

由此 

工 =111 '① y — 0 + 2kn (A: 为整数 ). 

我们就得到结论:扣(> # 0) 的对数永远存在，等于 


Lrm; = In |^| + 2 ■ Argw = In |u>| 十 i ‘ argw + 2kni, (9) 

并且因而乃是 多值的 • 不过根据指数函数的周期性，也很容易预料到这一点.取 A ; = 0,我们便得 
到所谓的对数 主值： 


ln ^ 


In 卜 I + i • argit;^ 


其特点就 在于： 其虚部含于区间之内， 


— 7 T < In ( ln ^) ^ 7 T . 



例如，我们有 

1 — 0, Lnl = 2k7ri\ ln( — 1) = Ln( —1) = (2 A ; + In i = —Lnz = 等等. 

2 2 


^ 变化时，公式 （10) 表示多值对 数函数 Lmt ; 的主支 • 在不同的整 数值& 之下，根据公式 

Lnw = Inw + hi 、 


就得到其他的一些支. 

不难看出，在除掉原点及实轴上负的部分以外的整个复变数川的平面上，函数 （10) 都是连 


的. 当切= 0时的不连续性，是无法避免的，因为当 it ; — 0时，显而易见 Jnit ; — oo , 负实 


值呀)=如 < 0的情形则又是 一样. 这里所发生的不连续现象，在某种意义上，乃是人工造成的， 


因为我们的条件是要将 argw 取在区间（一 7 r ，7 r ] 之内， 当 w = 0,而令 w u h 


时，贝 I 、 


argw — 7 T = arg 购， 而假如其中 r < 0,则 argw — — tt. 如果我们从第二象限的主支 lnw 过渡到 
第三象限的另外一支 Inw 十 2 t ^, 那么连续性就可以恢复.这样 一来， 我们为了要想避免多值性而 
将多值函数分割成一些单值的支，同时就对每一个单独的支造成了不连续点.而反之,从一支过渡 
到另外一支时倒是连续着的 • 复平面的值得注意的独特之处，就在于多值函数不同的各支间的这 


种关系上，这是与定义在实轴上的多值实函数没有共同之点的 4 


根据关于反函数导数的一般定理，我们有（除掉不连续点以外) 


( lnu;〆 


将 w 换成1 +切，我们来研究函数 z 


(e z ) ; e z w 

ln(l + w)(w —1). 这时 




e ln ( l + u >) 


= l w = 1 





® 此处表示正数 r 的普通自然对数. 
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由此推知，对于充分小（对于绝对值而言）的切值，函数^ = ln(：l +切）可依照川的幂次展为级 

数： 

o 3 n 

z =2 w C2W^ + CsW + • • * + CnW + … 

这个函数对于切的导数便可以表成级数： 

[ln(l + w )] ； = 1 + 2c2W -f 3 c 3 W 2 + • • • + nCnW 71 — 1 + 

同时，由于 (11), 它又可以表成这样： 

[ln(l + w)^ = — ^— — \ —w-\-w 2 — - ' + (― l ) n_1 ^ n ~" 1 + 

L v n 1+w 、 ’ 

比较这两个展式，便可看出 


2 C 2 = —1， 3 C 3 = 1， TiCn = (― 1广— 〆 • • 


由此 

1 1 

^2 = - C 3 = - , - ■ 

因而，最后，在原点的邻域内我们便有展式： 



ln(l + w ) 


w 


2 


W — 


2 




3 


n 



很容易验证，所得到的级数具有收敛半径 R = l . 我们已经知道，对于足够小的^级数和数 
是对数的主值 ln(l +^);是不是在整个的圆 1 H < 1里总是这样呢？ 

因为级数 （12) 形式上满足等式 



所以当级数 （12) 收敛时，也就实际上满足这等式,这样一来，在整个圆 |H < 1之内，级数 （12) 
的和便一定是 Ln(l + ^) 的值中的 一个； 现在所有问题就在于：是不是永远恰好就是主值呢？ 

如果|刈< 1，那么数1 + w 所表示的点便在以点 w = 1为心而半径为1的圆的内部，所以 
arg(l -f w ) 介于一;与 * 之间，而 Arg(l + w ) 其他的值则在区间 

JLi /u 




/37r 57 t\ f 7 tt 9tt\ 

之内.级数 （12) 的和的虚部即是 Arg ( l + i /;) [参看 （9)]. 对于足 够小的 w=^u + vi , 虚部为主值 
arg ( l 十⑷，就是说包含于与 f 之间；而同时虚部是 u 与 v 的连续函数，不能跳到其他上 
述区间之内，因之，对于所有的 H < 1，它都恰好等于主值 arg(l + ^). 由 此得以证明，等式（ I 2 ) 
在整个圆|刈< 1内部成立. 

在 （12) 中将从 换为- '⑴，并从级数 （12) 减去这样得到的级数，我们就得出有用的展式®: 



w — 


W 


3 


3 


+ 




+ 


W 


2n — 1 


2 n 


1 




这个展式适用于|切| < 

①因为差数 ln ( l +^)- ln ( l -^) 的虚部介于 -7 T 与 r 之间,所以这个差数刚好就是主值 In ^ 

1 — W 
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459 .三角函数及反三角函数 我们知道[ 4 04(12)与（13)]，对于实数％函数 cosrr 与 


smx 可表为以下的级数: 


COSX 




n 


X 


2n 


2n ! ， 


smx 




x 


2n—1 


n 


(2 ti 一 1) 


很自然的，对于任意复数 ^ 的函数 cosz 与 sin 2 ：，就用类似的级数 


COS Z 


1 




—1) 


n 


Z 


2 n 


2n !， 


smz 



-1) 


n 


一 1 ^ 


2n—l 


n 


n 


(2n - 1) 


(14) 


来定义，此二级数在变量 z 的全平面上都收敛. 

这种引进三角函数的方法，对于我们已经不是新 的了： 在第 443 目中，还在实数域里的时候， 

我们就已经（为了讨论这些分析上重要的函数时不用到几何）应用了这种方法.仿效那里所作的 

论证，就可以在这里也建立起余弦与正弦的和角定理，化简公式，周期性，以及它们的微分法（但 
已是对于复值自变量而言了). 

不过要得出那些结果，还可以利用其他的办法——建立三角函数与指数函数之间的关系.即 
是把第 457 目中对于 z = yi 所作的加以推广，就可以对于任意的复数 z 都得出[参看 （5)] 


e 


土 


= cos 2 士 i * sin z ， 


而由此推知[参看 ⑺ j 


COS ^ 


e ^ 



sin 之 


- er z% 


2i 


(15) 


这些公式就将三角函数的研究工作完全化成指数函数的研究工作[可以不用（14)，而用 （15) 给出 

三角函数的定义].我们建议读者根据公式（15)，以重新证明以上所提到的余弦及正弦之各项性质, 

并且再确定 : l ) c OS 2 与 sin ^除掉 2 /ctt ( A : 为整数）以外，没有其他的周期，2)这两个函数的全部的 
根尽皆是实的. 


如若在 （15) 中取 z = 2/咖是实数)，则得出 


cos yi 


e y + e~ y 

~~2 


chy ，sin yi 


e y — e 


y 


2 


% 


ishy 


(16) 


这样一来，就建立了实变量的双曲线函数与纯虚变量的三角函数之间的直接关系.有趣 的是： 注意 
cos yi 乃是实数，恒大于 1. 

现在，利用和角定理，可以写出 


cos (a; 4- yi) = cos x - cos yi — sin a? * sin yi, 
sin(x + yi) = sinx - cos yi + cos a; - sin yi 


或[注意 (16)] 


cos(x + yi) = cosx * chy — % - sin x • shy ， 
sin(x + yi) — sin a; - chy -h i - cos o ： - shy 5 


而由此，余弦与正弦就分成实部与虚部了 . 
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函数 tgz 与 ctgz 是用公式 


sin z 

tgz = 

cos z 

i COS 2 ： 

ctgz = ^ : 

sin z 



来定义，它们具有周期 tt . 

将第449目中所得到的 tga ; 与 2 ： . ctgx 的展式中的实变数: r ， 换成复变数 z 以后，仍然保持 
有效 ， x ■ ctgx 与 z ■ cth : r 展式的相似之点，如果考虑到从 （16) 推出的关系式 

tgyi = i • thy^ ctgyi = —i - cth 仏 


那么就会成为完全显然的了. 

在反三角函数中，我们选反正切函数与反正弦函数来讲. 

由于三角函数化为了指数函数，因而很自然的就预 料到： 其反函数是与对数函数有关的. 
我们从某一项注释来人手，这就是 ㈤ = tgz 不会取值为士 <这一点由反面来论证就很容易明 
白).设 w _ 士 t 此时方程 


tg 2 






可以解出 z 来： 

\+wi 1 l + wi 

e = -, z = — Ln - ：• 

1 — wi 2i 1 — wi 

反函数 ArctgiD 这样的 一 ^ 个表达式，显而易见，和 Ln — 起都是无穷多值的. 

如果对数取其主值，那么我们就得到反正切的主值 


arctgti ； 


2 i 


ln 


l+wi 


1 


wi 


( u ) ± i ) } 


其特点就在于其实部是包含在区间 



m 


7T 





< Re(arctgu) 


7T 

< 


根据公式 

Arctgii ； = arctgtz ; + k 7 r (fc 为整数)， 

就得出其他的值. 

在级数 （13) 中，用去替换扣，我们就得出反正切的主支的展式 


QXCtgW = W — 


W 


3 



+ … • + (― 1 ) 


n 


忉 


2 n-l 


2 n - 1 


+ 


此展式对于|_ < 1成立①. 

最后，我们来看方程 


sin z = 


八 IZ n 

e — e 


2 i 



①当 tt ; = d=i 时> 函数 arctg ^ 就成为 oo . 


,[459] 


§5. 复变量的初等函数 


• 445 ‘ 


对于 z 的解 

e 2iz - 2wi - - 1 = 0， e lz = wi ± ^1 - w 2 , 

由此推知 

1 _ 

z = Arcsine = -Ln(wi ± yl — w 2 )\ 

L 

在这里我们也得出了无穷多值函数。 

我们限制取对数的 主值： 

2 ： = - ln(wi ± Wl — w 2 ). 

% 

当 w = -\- l 或 u > = -1 时，根式成为0，我们便分别得出 z = 吾或 ==- ^，就取这两个值作为 

反正弦的主值 • 现 在设切 /土 1，则在我们面前就有两个 z 值可供选择.显而易见， 

(wi - {- \J \ - w 2 )(wi - A— W) = — 1 ， 


于是 


因而即有 


- ln(wi + \/l — w 2 ) + - ln(wi — \J \ — w 2 ) 
2 % 


±7 T ， 


Re (j \n(wi 4- \/l — w 2 )^ + Re (王 \n(wi — \J\ 


— w 2 



士 TT , 


同时其虚部仅相差一符号.因为每一个实部皆不能出于限制区间 (-7 T ,7 r ], 故其中仅有一个①是被 

包含在-昏与吾之间；其所对应的反正弦的值就取作主值.只有在两个实部皆等于 I 或―吾的 

情形下，是个 例外； 此时便将具有正虚部的值取作主值®.可以说，限制条件 就是： 反正弦的主值 
要由条件 


7T 


^ Re(arcsin w ) ^ 


7 T 

2 


来确定. 

不难验证,其他的值可表成公式 


Arcsine = arcs in ⑽ + 2kn, Arcsine = (2k + l ) 7r — arcsinto ( A : 为整 数). 


在最末尾我们提一下 arcsine 依照 w 幂次的展式.在实变 量的区 域中，我们已经看到了对于 


级数 


V 


x 


3 




■ •響 


+ (- 1 ) 


n—1 


X 


2ti — 1 


(2n- 1)! 


+ 


它表示 sin xl 加以反演即得级数 


x 



y 


5 


5 



醪 鼹 



(2n- 1)!! y 2n+1 
2n\\ 2n + 1 




[它表示 arcsine; 参看 440,3)]. 因为在复数的情形中，系数的确定是完全一模一样的，所以显然 
可见，反演级数 


W 


z 3 z 5 

3! + 5! 


—…+ (― 1 ) 


n — 1 


Z 


2 71 — 1 


(2n- 1)! 


+ 


©仅有一个而且必有一个——译者注. 

②例如 arcsin2 = — + i ln(2 -f \/5). 
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的结果，就应该得到级数 


Z 






(2 n — 1)!! 
2 n !! 


W 


2ti+ 1 


2 n + 1 




其收敛半径只=1①；当 | w | < 1时，它给出 Arcsine 的一 个值. 我们证明，这恰好就是主 
值 arcsini ^ 实际上， | Re ( 2 ：)| 不能超过 


Z 


<^\\ 



1-3 1 

- * — + 

2*4 5 


+ 


(2 n - 1)1! 
2 n !! 


1 


2tt / 1 


+ 


7T 




2 } 


由此即推得所要求的结论. 


460 . 乘方函数 设 a 与6为两个复数，其中 a # 0. 此时乘方 d 的定义是这 样的: 

a b = e bLna ：= e b ( ln a+2fe7rl ) (/ c 为整数)， 

因此乘方一般说来乃是多值的.当 A : = 0时，就得出所谓的乘方 主值： 

b bin a 

a = a . 


为了不致发生混淆，有时将乘方的一般表达式按照柯西的记法，记成 这样： 

(( a )) 6 = a b - e 2k7Tbz (/ c 为整数). 

若 b 等于整数，则第二个因子成为1:在此情形下，乘方仅有一个值.当6是不可约简的有理 
分数> 1) 时，则乘方就恰恰有 g 个不同的值.最后，当6是任何其他的值时，乘方的值就构 

成无穷 集合. 

例如， 

= cos ( ln2 )+ 2 . sin ( ln 2), ((2))' = 2' - e~ 2；C7r ( fc 为整数)， 
z i = e ilni = = e _ (斜 (fc 为整数). 

若 m 是任意的常复数，则一般说来， 乘方函数 ((2：)) m 乃是多值的.其主支为¥ 0) ② 

m m.lnz 

— e • 


由关系式 

(l + z) m = e m ' ln(1+z) 


出发，与在第 447 目，2)中完全同样地，可以得出二项式 级数: 


(1 + z) 771 = 1 + mz 



m(m — 1) 2 , 
—+ 


mam 


m(m — 1 ) … (m — n + 1) n 
H ------- -z 


•2 



n 


假如 ㈤ < 1③，则此级数对于任意的复数 m 都是收敛的，并且从得出这个级数的方法的本身就 
可看出，这级数恰好就表达二项式乘方的主值.阿贝尔阿贝尔曾经研究过这个级数. 


① 当 w = 士1时，反正弦的导数 ， 。 的连续性被破坏了. 

Vi -w 2 

② 如果 R ( m ) > 0,有时就对于2 = 0确定= 0. 

③ 当 z = -1 时，乘方 （1 + z )' 本身或其充分高阶的导数一定会有间 断点; 而 m 等于0或自然 


数时> 则为唯一的例外. 



[461] 


§5. 复变量的初等函数 


. 447 . 


461•例在本目中，我们用若干实例来显示出，复变量及其初等函数如何来为实数分析服 
务. 

1) 如果将函数 y - 表成 

x z + 1 


^ 2i \x ~ i x + i 

的形状，则其各级导数便很容易求得.即 




显而易见，同时也就得出了函数 arctg x 的各阶导数[参看 116,8) 与 118,4)]. 

2) 通过指数函数以表出佘弦与正弦的欧拉公式，可以多方利用.例如，我们要想找和数 



n 

cos kx 

l 


的简短表达式，这问题可以简化成几何级数的求和 问题: 



1 / e xi — e^ n+l ^ xi 

2 V 1 - e xi 


e ~ xi - e ~(ri+l)xi 






3) sinx 与 COST 的正整数次方，以及它们的正整数次方的乘积，都可以表成倍角的正弦与余 
弦的线性组合 • 先依牛顿二项式展开以下表 达式： 
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仍然再利用欧拉公式，这问题就很容易的得以解决 . 例如， 


sin 5 x 


32i 


e 


5xi 


5e 


3xi 



10e 


XI 


lOe 


xi , r —3xi —5xi 

+ 5e — e 



16 V 


^ — 5xi ^3xi ^ —3xi 

e — e e - 6 

- 5 - 


2i 


2 i 



10 


e xl — e— xl 


2i 


16 


(sin 5x — 5 sin Sx + 10 sin a; 


cos 4 x sin 3 x 



XI 


d e 


xi \ ^ / xi — —xi \ 3 



2 


2i 



2xi —2xi\S / xi , 一 xi 


128 i 


e — e 


)(e +e 


128z 


e 


6xi o _2xi . o _ —2xi —6xi\ / xi , —xi 


3e 


H - 36 


— e 


)(e^ + e 


128 z 


Jxi , 5xi 

e + e 


O 3 JC i r\ 

Se — Se 


XI 



3e 


—Xt 


, —5x2 

+ 6e — e 


e 


7xi 


64 


sin 7x + sin 5a; — 3 sin 3x ~ 3 sin x). 


也可以建立出一般的公式 : 


(a) 


（一 1) 


U 


sm x 


2 2 


U 


— {cos 2vx — 2v cos{2v - 2)x 



-il cos(2, - 伽 -… + ir 1 )^ - 1) …卜 + 1) 


•2 


2 


* 2 ■ • 




(6) sm 2l/+1 x 


(- 1 ) 


U 


2 2 


U 


sin(2z/ + l)x — (2u + 1) sin(2r — l)x 



( 2 " + 1 )^ sin(2 ,_3)x + .-. + (- ir ^ 



l)2iy 


•2 


*2 




V 




( B ) 


n 

COS ^ = 


2 n — 1 


/ n(n — 1) , . 

cos nx -\- n cos(n — 2)x H --- cos(n — 4)x + 


» * 4 


- 2 


此处公式 （ B) 中后面的项有以下的形状 : 


1 2v{2v - 1) 


(^+1) 


2 


1*2 


或 


{2 u 



l)2u 


(y + 2) 


V 


1 . 


V 


cosx. 


到底是哪一种就得看 n = 2 〃 呢，还是 n = 2 〃 + 1. 

当积分时，这样变换形状是很有利的 [ 参看 287]. 
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4) 积分学中（有关于求原函数的) 


些最简单的公式，可以推广到实变量或复变量的复值函 


数 63). 


假定要求出积分 


ax 


cos bxdx 、 


ax 


sin bxdx . 


此问题即等价于要求出积分 


ax 


cos bx -\- i sin bx)dx 


(a + bt)x 


dx 、 


而根据基本公式，此积分等于 


a + bi)x 


a 



bi 


cos bx i sin bx c 


d + 

a cos bx + 6 sin bx 


a 2 + b 2 


ax 



a sin bx — b cos bx 


a 2 + b 2 


ax 


令实部与虚部各各相等，就得到我们所已知的积分[参看271,6)] 64) . 


形如 


P ㈤ 


ax 


dx 


的积分（其中 P ( x ) 是整多项式）的计算公式 [271,4)], 也可以推广到复数 a 的情形.此时不仅是 
积分 [271,4)] 


P ( x ) cos bxdx ， 


P ( x ) sin bxdx 、 


而且连积分 [289] 


P ( x ) e ax cos bxdx . 


P ( x ) e ax sin bxdx 


也都可以归结到上述积分. 


5) 对数函数与反三角函数之间的关系，使得积分学中许多看来似乎全然不同的公式，可以合 


并到一起，并且还能够建立出新的公式来.例如，积分 


dx 


x 2 — a 2 


丄 X—— CL 

—In - 及 

2 a $ + a 


dx 

x 2 + a 2 


丄 x 

— arctg - 
a a 


63 ) 注意,远非所有与原函数有关的公式当从实函数变为复函数时仍保持有效 • 例如容易证实，公 


式 



dz 


In >| + C 不可能推广到实直线范围之外 的不论 任何地方;不但如此，对复变量 z 的函数 


dx 


ln|z| 在任何地方都不可微（不排除实轴上的点).类似地，等式/ ^ = In > +…+ C (其中假设 

变量 x 是实数）中一旦数 a 不再是实数，等式便失效（同时函数 ln|x + a | 对复数 a 关于实变量 i 
仍然是可微的). 

然而对于初等函数的原函数的基本公式，依靠已经证明的对导数的公式，在复变量时的情形是容 

1 dz 

易验证的.特别地，由于已知的公式 ( ln ^)^ -其中 In 表示对数的主值，我们有 f —= Inz - hC , 

同时 z 可以在复平面上不包含实轴上区间 (-^),0] 的任意区域 D 的范围内变化 ▲ 关于区间 (-oo,0) 
的约定是本质的：在这个区间的点处，对数主值受到间断，而导数 ( InzY 不存在. 

进一步验证所遇到的对于原函数的公式以及关于每一个公式应用区域的相应约定的工作留给读 

老游竟 i 亦一系列公式中.应用形如 r f ( x)dx = F ( x ) 的记法——没有任意常数；这种记法意味 


者（注意，在一系列公式中，应用形如/ f ( x)dx = F ( x ) 的记法—— 没有/ 
着，函数 F 是对/的原函数). 

更为详尽的复函数的积分是在专门的复变函数论的教科书中加以研究. 
64 )此处变量; r 假定是实的. 
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或 


dx 


va 2 + b 2 




ln(x + \fa 


2 


+ x 


2 


及 


dx 


o? — X 2 


• X 

arcsm — 5 

a 


由于将 z 替换为就可将其中的一个归入于另外一个 65 ). 


6) 分离已知的复数展式中的实部与 虚部， 有时可以很简单的得出实数域里有用的展式 
( a ) 取级数 （| z | < 1) 


Z 


— Z 



Z 


71 


n 


并设 


Z 


r(cos (9+ i sin (9). 在右侧我们得到级数 



r n (cos n 0 + i sin nQ )、 


n 


而在左侧则得到表达式 

r(cos 0 



isin 6*) 


r cos 0 — r 2 


r sin 9 



(1 — r cos 0) — ir sinO 1 — 2 r cos 汐 + r 2 1 — 2 r cos 9 r 2 

令等式两侧实部，虚部分别相等（并消去 r 0, 我们便导出展式: 


参看 440,11).] 

(6) 对于对数级数 


cos 0 — r 


1 — 2 r cos 8 


2 


'W 

^ r n_1 cos n 6 


n 


sm 



1 


2 r cos 0 + r 2 


E 

n=l 


r 


n 


sin nO 


ln( 1 _ 



z 


n 


n 


(kl < i) 


n 


也来如法炮制，便得到：对于 r < 1丨参看 440,(1)] 


^ ln(l — 2 r cos 9 + r 2 ) 
△ 



r 


n 


cos nO 


n 


n 


arctg 


r sin 



1 — r cosO 



r 


n 


sin nO 


n 


n 


设 0 < 0 < tt ; 因为当 r = 1 时，右侧之二级数仍然收敛[385 5 2)],故可利用阿贝尔定理 



[437,6°] 5 取 r -> 1 — 0时之极限.在头一个式子的左侧我们得到； ln (2 - 2 cos 6) = ln 2 sin ;， 


而在后一个式子的左侧则得到 arctg ( ctg 0 


arctg tg 


7 T 


0 


2 


7T — 
~2 



. 因而我们就有 


In 2 sin ■ 

2 



cos nO 

， 

n 


TT — 6 
2 



sin nO 
n 



(0 < 0 ^ 7f). 


65) 为使所给替换是正确的，所列举公式中的变量0；应当认为是复的.使所给例子的公式成立的 
复平面的区域，可分别根据对数、反正切、反正弦与平方根的主值的性质来求出（为了详细，读者 
应参考复变函数论的教科书). 
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[在本教程第三卷中，我们还将碰到许多值得注意的三角展式」 
7) 在第447目， 8) 中，我们已见到了展式 


1 

\/1 — ^ax + cfi 


l + ^ P n ( x ) 


n 


n 

- a 



其中 Pn(x) 是勒让德多项式.当2：在 -1 与1之间变化时，可在此处命 X = C0S6 ： 

DO 

(1 - 2 acos 0 + a 2 ) - * = 1 + ^ P n ( cos (9) • a n . 

n=l 

现在用+ e— ei 来代替 2 cos 0; 我们便得到 


(1 — 2 acos ^ + a 2 )"i = [1 - a ( e 0t + e —, + a 2 ]~i 



( l - ae i0 )~i 
(1 + + 


(1 — ae 


iQ 


•3 


2*4 


a 2 e 2W 






13 

2^1 




将上式中两个级数按照一般法则乘出来，再令两个展式中的系数相等，我们就导出了 p n ( cos 0) 
的表达式： 


Pn ( cOS 0) 




+ e— (n —_) 


(2n - 5)!! 1 • 3 , ( n - 2 )i$ 

(2n —4)!! ■ 


+ e 


一 （n — 2)iG 



现在可顺次将括弧替换为 2 cosn ^2 cos ( n - 1)6»，2 cos(n - 2)(9, 等等. 因为这里所有的系数 
都是正的，所以非常明显，当0 = 0时，也就说是当 ；r = cosO = 1时，这个表达式达到最大值.这 
样一来，利用从复变函数范围内来考虑，我们就得岀了完全属于实数域的结果 :当 : r 在 区间卜1， 1] 
中变化时，所有的勒让德多项式皆在端点 ; r = l 处达到其最大值. 


§6. 包络级数与渐近级数 • 欧拉-麦克劳林公式 

46 2 •例在上一章的§9,我们介绍了对发散级数的“广义和”的一些重要定义，伺时也知 
道了，级数的部分和本身最不适于这个“和”的近似计算.现在，我们回到发散级数问题,但完全 

是另一个 方面： 我们 证明： 在确定的条件下，在一定的范围内.发散级数的部分和可能甚对汶个级 

数“弓 j 起”的在某种意义上的数的最好的近似. 为使读者预先感受到在近似计算中应用发散级数 
的实际重要性，只需指出，为了预先计算天体的位置，天文学家习惯于使用这个方法，并且所得结 
果的准确性是完全令人满意的. 

我们力求一开始用两个简单的例子来解释对我们来说必要的概念. 

1) 考虑对数级数 


X — 


X 


2 


2 


+ 


X 


3 


3 


••■ + (- l ) n -4 + (-1) 

n 


n 


X 


n+1 


n+l 


+ 


( 1 ) 
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已熟知 [405]: 这个级数仅对 - 1 < t < 1收敛并表示函数 ln(l + 在这个区间之外（比如 
x > 1) 级数发散且不存在和.然而对 z > 1，函数 ln(l + x ) 的拓展与这个发散级数的一个截段有 
关，因为按泰勒公式 


ln(l + x ) 




x~ x 3 z 1 、 

x — ——I- z -- - + (― 1) 


n 


IX 


n 


2 


3 


n 


+ r n { x ), 


其中余式 Mx ), 比如说，可以取拉格朗日形式 [126]: 


r 


n 


(X) 


(1 +0 ix ) n+1 


(― 1 ) 


X 


n +1 


n+l 



(- 1 ) 


n 


X 


n+l 


n+l 


(0 < Mi < i) 


结 果是: 余式绝对值小于级数被丟掉的第一项，并同这一项有相同的符号 •(这正像莱布尼茨型的收 
敛级数一样!）于是在 : r > 1时，如果用发散级数 （1) 的一个截段代替 ln(l + x ) 的值，那么我们 

便有对误差的合适估计（甚至还知道其符 号).为了数 ln(l + : r ) 的近似计算，可利用所说的这一截 

段，这就足够了！ 

当然，当0 < z < 1时，随 n 增大到无穷，误差便趋于0,而当给定 n ， 但 a ; — 0甚至有 




— 0，即 r n { x ) 



即误差同; r 相比是其大于 n 阶的高阶无穷小.对任意固定的 x > 1,所估计的项本身随 n 的无限 
增加而增长到无穷大，因而对 给定的 X ，谈不到依靠 n 来使得误差任意小，然而正如估计本身所表 


明的 



x n+1 

n + 1 ’ 


当 re 充分接近1时，仍然可以作到使误差任意小！若 x 固定， 但接近于1，则级数 （1) 的诸项甚 
至在$ > 1时，最初将按绝对值减小，即只要比值 


x n+1 

n+l 



n 




或 


n 





时即是如此，尔后才开始增加.在标号 n 二 E 截断级数较为有利：这时对给定的 A 

可得数 ln(l + x ) 的最好近似. 

在上述例子中，所研究的级数毕竟在 -1 < a ； < 1时还是收敛的.第二个在这方面富有教益 
的例子是：考虑一个总是发散的级数. 

2) 现在设（对于 : r > 0) 

作)=£ 土， 

k = l 


其中0 < c < 1( 级数收敛!) . 

当 /c <工时，我们有 



x -h k 



ks 


x 


4 


+ 


可是倘若则此级数发散.但是虽然如此，我们 先形式 地将此展式代入定义 F ( x ) 的级数里 
去，再归并同类项即由此得出级数 





X 



⑵ 
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其中 


A 


(- 1 ) 


n 一 - 


以 ― 1 


不难确知，确定各系数的各级数全都是收 敛的. 但是前面的那个级数却显然发散，因为 


A n W 即 


A 


n 


X 


n 




n n ^ c n 


x 


n 


而最后的表达式当 


n ^ oo 


时趋于 


oo . 


对给定的级数 （2) 其第 n 个截段乃是 


n 


S n (x) = ^2 


A 


X 


v 


E 


C 


* 

E 


- 1 ) 


u — 1 i^ty—1 


k 


x 


E 卜 (]) 


n+l I C 


X 


n \ x + k y 


因此余式 


且此处有 


oo 


r n ( x ) 




F ( x )- S n ( x ) 


(-i) n E 


k 


n 上 


(x + k)x 


71 


(x) 






n k 
C 


A 


X 


n + l 


X 


n + l 
n+l 


( 0 < 


< 1 ) 


又一次出现所熟悉的、莱布尼茨型级数型的特点，虽然所考虑的级数是发散级数.当然，对固定的 
X . 使部分和5^(: r ) 与 F ( x ) 相比较时，显 然不能得到任意的精确度，但对充分大的 z 可以达到任 

意的精确度. 对于所考虑的情况,如下的附注保持 有效： 增加保留的项数，仅到诸项的绝对值还是 
递减时，即< a (在增大精确度的意义下）才是有利的. 


显然，对固定的 n ， 若 rr 



，余式 r n ( x ) 趋于零.不仅如此，因为这时 


x n r n ( x ) 


0 A 


n+l 


X 


0, 


则 


r n ( x ) — 0 




x 


71 


因此，乃是高于 n 阶的无穷小. 

为了近似表示 Fix ), 保留的发散级数的项数越多，则可期望当 z 
造成的无穷小的阶数越高！ 


⑶ 



时，这个近似的误差 


463 . 定义 


现在转向一般的叙述与定义.设给定数值级数 


E 


a 


n 


CIO + Oj\ -\~ CL2 


I ■ • 


+ Cbn 4 - dn+1 + 


» » 4 


⑷ 


( a ) 若其部分和依次地时而小于时而大于某个数忒即，若由公式 


A = ao di + * * • + cin + Tn 


⑸ 
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定义的余式是交错的，则说级数 （4) 包络数人 

简单的等式 


^ n — 江 71+1 + 尸 ri+1 


以显然的方式给出与之等价的定义. 

(6) 级数 （4) 被称为是 包络数 A 的，是指：若首先，这个级数是交错级数，其次，公式 （5) 中 
的余 Xr n 按绝对值小于数 a n + i , 并与其有相同的符 号①. 

在上一目我们已遇到这样的级数：级数 （1) 显然对 ln(l + x ) 是包络的（对任意 z > 0)，而级 
数（ 2 )对在 2 )中定义的 F 是包络的（也是当 ： r > 0). 

注意，在发散级数 （4) 的情形，它可能同时包络数 A 的无穷集合.例如级数 


1 — 2 H - 2 — 2 + 2 — 

具有部分和1,—1，1， 一 1， •…， 显然它包络区间 (- i , i ) 中的每一个数. 

定义 （6) 中所述包络级数的性质，通常使其成为近似计算的重要工具，不言而喻，远不是任何 
包络数 A 的级数都可以用于这个目的. 

设代替具有常数项的级数 （4) 及常量人是如下的函数项级数 

oo 

〉 : cin(^) = do (工)+ <X\ (^) + * ■ * + a n ( x ) 4 - dn+l ($) + •■■ (6) 

0 

及某个函数 A ( x ), 同时所有的函数 a n (: r ) 与 A ( x ) 都给定在同一个区域刚才引入的包络给 
定数的数值级数的定义自然可推广到包络已知函数的函数级数的情况.不再谈论它而引人一个新 
的定义，这是有关这样一种特别的情况：级数的项与 （6) 类似，含有一个参数％它的变化区域1 
以有限的或无穷的数 a ; 作为聚点.像往常一样，我们用等式 

A ( x ) = ao ( x ) + a \{ x ) H - h a n ( x ) + r n ( x ) 


来定义余式 r n ( x ). 


( b ) 级数 （6) 被称为函数 _ A (： r ) 在 $ = 附近的渐近展开， 是指： 若对任意固定的 n 有 


lim 



r n ( x ) 

a n (x) 


= 0 ®. 


⑺ 


这个事实可记为: 


A ⑻〜 ao ( x ) + ai ( x ) H - h a n ( x ) H - 


由于 


( 工） = O^n+1 (r) + ^n+1 (^) 


以及 


r n ( x ) _ an -^ i ( x ) 
CLn ( x ) a n ( x ) 



①若在定义中假设的条件仅对 n 充分大成立（比如说，对 n > no > 1)，在这种情况下，我们仍保 
留名词“包络的”. 

⑦同时，自然地，假设 a n ( x ) 异于零（至少对于充分接近 a ; 的 x 而言 )， 
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如同从 （7) 推出的，得到 

容易证明如下断言： 


lim Qn+ . l( f =0. 

x - ~ - >lo dti ( 尤） 


⑻ 


若级数 （6) 包络函数 A { x ), 同时适合 ⑻式， 则所说的级数就是函数 A ( x ) 在 a : = 0 ；附近的 
渐近展开， 


事实上，我们有 


r n ( x )\ ^ \ a n +1 ( x )\, 


因此 


r n ( x ) 

a n ( x ) 


On 十 1 ( 工 ) 

an ( x ) 


那么从假设 （8) 直接推出 （7). 

上文中作为例子引人的两个级数 （1) 与（2)，都是相应函数的渐近展开，第一个是在 x = om 
近，而第二个是在 x = 附近. 


在以下的叙述中，我们通常会遇到形如 



附近的渐近展开式.注意上述关系式的意义仅 仅是: 
无论怎样的固定的 n , 总有 

〜㈤ = 0( 去） 


或更详细地 



于是，对于“大的” X 成立近似公式 


0 . 


A ( x ) = (20 + 




其性质由等式 （10) 描述. 

若把这个等式改写成: 



⑼ 


( 10 ) 


( 10 *) 


则函数 A ( x ) 的形如 （9) 的渐近展开的唯一性就变得很明显了——当然要假定这个函数一般说 
来容许这样的展开，依照公式 (10*), 一切系数 a n 都可依次完全地唯一确定！ 

然而相反的断言不正确：不同的函数可能有同一个渐近展开.例如，已知 e- x •: r n — 0 (:r — 
oo ); 所以显然形如 A ( x ) + C - e ~ x 的函数与函数 A { x ) 有同样的渐近展开. 


附注 有时为了方便，我们记 

CO 

B(x) - ip(x)+^(x) - ^2 ^ 
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其中 B ( x ),( p ( x ),^( x ) 


定义在 Y 上的函数，这意味着 



464. 渐近展开的基本性质 当谈到渐近展开时，这里与今后，都理解为 （9) 形式的展开①. 
所有被研究的函数都假设定义在具有聚点+00的区域 AT 内. 

1°若 


A(x 




71 = 0 




则显然 


A ( x ) ± B ( x ) 〜 


即渐近展开式可以逐项相加或相减. 


CO 

E 

71 = 0 


CLn i bn 
X n 


2。现在证明：乘积 A ( x )^ B ( x ) 的渐近展开可以把展式 （11) 照“柯西的规贝 I 」”用形式上相 


乘的方法得到. 

对任意的 n , 我们有 


a 。 + 



及 

连乘后得 
其中 


这与断言 



A ( x ) - B ( x ) — co + — + 

X 


C2 


X 


2 


+ 




+ 




Cm 


〉: O^ibra — 


1 


0 


雄 ) • B(x) 〜 Z 袅 

n =0 


等价，后者是我们原本应予证明的. 

若 B ( x ) 与 A ( x ) 恒等 5 我们便得平方 [ A ( x )] 2 的渐近展开，同样可得函数 [ A ( x ) r 的渐近展 
开，其中 m 是任意自然数. 

3。其次，设给定在点 y = Q 解析的某个函数 F ( y ), 即在这个点的邻域中可展开为幂级数： 


F(y) = ^ pmy m = A) + Ay + 02y 2 + ‘ • ■ + pmy 771 + … 

m =0 


除此以外考虑函数 A ( x ), 它容许无自由项的渐近展开: 


A ( x ) 〜 




①这样的理论是由庞加莱 ( Poincare ) 充分发展了的，他给出了在微分方程理论和天体力学中的 
重要应用. 
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因此，当: c — oo 时 A ( x ) ^ 0. 在这种情况下，至少对于充分大的％复合函数 

oo 

F { A { x )) = Y J Pm[A{x)r 

771 = 0 

是有意义的. 

若 A { x ) 的每一个幂 [ A ( x )] m 可用 A { x ) 的渐近展开式代替且形式上适合归并同类项，则函 
数 F(A(x)) 也容许有渐近展开，这个展开可由上述展开式得到[参看 446 ]. 

注意，首先在点 y = 0 的邻域内函数 F ( y ) 有连续的（从而是有界的）导数，且对这个邻域中 
的任意两点 y 与 p 成立不等式 
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函数 B ( x ) 与 A ( x ) 的渐近展开的相除， 在后一函数假设其自由项勿异于零时，是关于级数 
代入级数的定理的一个有趣应用.因为与488 目相 比较，这里无需引入任何新的思想，我们就不 
再停留于此问题了. 

4°我们转而讨论渐近展开式的积分. 

设函数 A ( x ) 在区间 X =[ a ^ oo ) 连续并容许有渐近展开式 


A ( x ) ~ 



^3 
X 


一 , • • —— 






它以含有^的项开头.于是对于这个函数存在着由任意 X 彡 a 到 + oo ①的有限积分，并且这个 
积分（作为 z 的函数）同样也有渐近展开式 



它可形式地从 (13) 式逐项积分得到. 


事实上，设 


n 


An (^) 





k = 2 


X 


k 


) 


r 


n 


㈤ 


A ( x ) - A n { x ), 


当任取 


£ 


0 时 5 且对充分大的 x 任意固定 n ， 则有 


(14) 


x n - | r n ( x )| < £. 



若 X > X ， 贝[ 


X 


X 


X 


A ( x)dx 


A n ( x)dx + 


r n ( x)dx 


X 


X 

n 


x 


E cik 


X 


k-l 


X 


X k ~ l 



rn(x)dx 


k=2 


x 


当 x 



时得 


A ( x)dx 


02 丄 以 3 1 丨 CLn 

- - h — • • H - 

x 2 x z n — 


X 


X 


n—1 



Rn — \ (^) 5 


其中 


X 


Rn-i(x) = lim 

X 

因为根据 （15) 式，对充分大的 z 


r n ( x)dx 


r 


n 


( x)dx 


X 


X 


(16) 


X 


r 


71 


( x)dx 


X 


X 


X 




r n ( x)\dx < £ 


X 


X 


dx 

x n 


e 


n — 1 


(丄 

Vf — 1 


Xn—1 


©我们记得[参看 373 目]:极限 


A 


f ( x)dx 


lim 


A 


f ( x)dx 


a 


a 


称之为函数 / Or ) 从 a 到 oo 的积分 
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则当 X — oo 时取极限，(对上述的岣有 


R n ^ 1 ( x )\ < 


£ 


X 


71—1 ^ 


因此 


lim x n ~ L Rn ^ i ( x ) 


0 


X 


而这一点连同等式 （16) 就证明了渐近展开式 （14) 的正确性. 


可以证明：函数 A ( x ) 的渐近展开式中存在 —(ai ^0) 这样的项时,就使得这个函数从 I 到 

X 



的有限积分不可能存在[参看后面的 474]. 


附注 有趣的是：对渐近展开式形式地逐项微分 ，一 般说来，是不容许的，作为例子考虑函数 
F ( x ) = e~ x - sine ' 因为对任意 n ， 


lim F ( x ) ■ x n = 0, 

x—^oo 


那么 F ( x ) - 0, 即函数 F ( x ) 的渐近展开式由零组成.然而对导数 F \ x ) = - e -" • sine " + cose " 
来说，这样的展开式是不可能的，因为极限 lim F \ x ) 甚至都不存在. 


465. 推导欧拉-麦克劳林公式 这个公式在分析中起着重要 作用； 特别是，为了得到具体的 
包络和渐近展开，时常要用这个公式.我们给出它的推导，并指出它的应用. 

我们从带有定积分形式余项的泰勒公式出发 [318]:® 


△/ Oo ) 


f [工 Q h ) — f ( xo ) 

hf ( xo ) + +- h 


^ -( m ) 



(工 0) + P ， 


其中余式 


XQ-\rh 


p 


ml 





h 



^ +1 \xo + h-z 


z 


工 o 


0 


ml 


dz 


这里依次地取函数 


X 


h 


f ( t ) dt , f ( x ), hf ( x ), h 2 f ( x ), 


, h 


7Tt 一 2 p (^TTl 一 2 ) 



(x) 


工 0 


替代函数/，同时相应地以 


m ) m — 1， 




替代 m . 我们得一组 m 个 等式: 


A2 


h m - 2 Af (m ~ 2) (x 0 ) = ^f (7n - 1} (^0) + Pm-l Am-l 

® 我们在这里与今后，不再专门约定，总是假设所有提到的导数都存在并且连续. 



XQ + h 


h Jx o 




f( x o) + 告 f’ (XQ) 



△/( 工 0 ) 


hf ( x 0 ) 



h 2 

2 ! 


h 2 

3! 



// 


{ xo ) H - h 


h 


m 


1 



// 


(xo) H - h 


h 


一 1 


ml 


f (m ^ 1 ) (xo) + Po 


hAf ^ xo ) — h 2 f /; (xq) + … + 


h 


一 1 


(m — 1)! 


/(— D (xo) + pi 


(m — 2)! 


f ^~ 1) ( x 0 )+ P 2 
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消去方程组右端所有的 导数； 为此把第一个等式与所有其余等式分别乘以数 A 1 , A 2r -- , A m . 
后逐项相加，我们选取这些数使得 


1 


2 j 十益1 二 7 0， & + — Ai + 益2 = 0, 


» m 


1 


mi 


! 



(m — 1)! 




(m- 2)! 


A2 + 


囅蠢 ■ 


十 乂 m -1 


0 


(17) 


结果得出: 


XQ + fl 


fM 


h 


f(t)dt + Ai/\f(xo) -f- A2hAf f (xo) 


xo 


+ 






A / 


(xo ) 十 r ， 


(18) 


其中 


r 


—Po — ^Ipl — A 2 p 2 — ■…— Am-iPm-1 


h 


h 



(m) 


(工 0 + & _ Z 


z 


m 


0 


ml 


+ Ai 


hz 


一 1 


2 一 m — 2 


(m — 1) 


+ A2 


h z 


(m — 2 )! 


+ * • • + 1 z ^ dz ) 


或者更简化些, 


h 


T= ~h 


f^ m \xo + h - z)ip rn (z)dz ) 


(18 


* 


其中令 


0 




z • A hz 


一 1 


(m — 1 )! 





h 2 


z 


m — 2 


2 


(m 


2 )! 


+ 


^ ■ p 


+ Am-lh 


-1 


z 


(19) 


显然，从线性方程组 （ I 7 ), 系数 斗 2, … . Am -, 可依次唯一确定，并且它们与函数/，数抑及 


h 无关.同时这些系数是我们已知道的了 


这些系数就是把 


X 


0 k 

k \ 


e 


X 


1 


按 X 的幂次展开的系数 


[449,12)]. 事实上，如果我们记起数适合的符号方程 


(/? + 1) 


k 



0, 


那么容易证明：数 I 就是方程 （17) 的解.由在449目所说的汍可以断定 


A 


Pi 

1! 


2 


> A2P-1 


^2 p — 1 


(2p —1)! 


0对 p > 1， 


A2 


p 


(2 p )! 


(- 1 ) 


p B p 


(2p) 


( 20 ) 


/ 


其中是第 p 个伯努利数. 


设在有限区间 [ a , b ] 考虑函数 /!>); 令 /I 


a 


n 


，其中 n 为自然数，依次取数 


OL ) (X -\- h, CL 2/l，• • • ， fl + (Tl — l)/l 


h 


为 oc 0 , 对每个区间 [a + (2 - l ) h,a + ih](i 
(18*)， 并把这些等式逐项相加，得到 66 ) 


1，2, 


, n ) 分别写出 （18) 型的等式，并且具有余式 


n 


b 


f ( a +(< - 1 )") 




b 


h 


f ( x)dx 4 - Ai [ f ( b ) — /( a )] + A2h [ f ; ( b ) — /’( a )] + 


l 


a 


a 


+4 m _ 1 / i m _ 2 [/ ( m _ 2) (6) — f (m ~ 2) ( a )] + R , 


(21) 


66 ) 符号 


意味着这里按定义相等，用它是为了引出新的表示 
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其中余式 


n 


h 


b 


h 


R 


h 




(m) 


(a + ih — z ) ipm ( z)dz 


o 


h 




( m )(a: + /i - z)ipm(z)dz. 


( 21 ，) 


a 


0 


这个公式就是欧拉-麦克劳林公式，同时带有余式（当然，公式的作者没有把它写出来).对数 m 
可以给从2开始的不同的值. 


466 . 对余式的研究 首先对函数 ipm ( z ) 作某些说明 • 

首先，微分 （19), 得 

^m{z) = (Pm-l(z) + U m_1 . (22) 

其次.对任何 > 2的 m , 有 

(p m ( 0 ) = 0 , (Pm(h) = 0 . ( 23 ) 


第一个从多项式 z ) 的形状本身就很明白[参看 （19) 式1，而第二个可由方程组 （17) 中最后一 
式推出. 

现在证明这样的断言:函数 w 2 ； c ( z ) (偶数次）在区间 [0, h ] 取任何值不可能多于两次，假设不 
然，那么它的导数[参看（ 23 )式]=外 Zc -士) (要知道= 0), 除了区间 [0, h ] 的端 
点，在区间内部，根据罗尔定理不少于两次取0值.在这种情况下导数 V ^2 fc -lW = <P2k-2{z) + 
A 2 k - 2 h 2 k ~ 2 按照同一定理、在 [0,/ i ] 内部取0值应不少于3次，即函数 伽-认 z ) 在这个区间 
内部取同一值 -入 2 : : — 2 俨- 2 不少于3次.这样逐步降低函数的次数每次是2,最后达到 
函数 ^ 2 { Z ) = Iz 2 - (二 次二项式）取某个值不少于 3 次.而这是不可能的！由此便证明了 
断言. 

由上述断言得出这样重要的推论:函数 W 2 /C (均在区间 (0,/ i ) 保持其符号，因为在区间的端点 
它变为0[参看 （23) 式]，它在区间内部已不再可能变为 0. 容易弄清楚函数 ip 2 k { z ) 保持怎样的符 
号：对小的 z 值（意味着在0与/ I 之间处处）有低阶项 A 2 k - 2h 2 k ~ 2 z 2 的符号（乂= 0)，即 
——因为 ^2 fc -2 = (- 1 ) fe ~ 2 (2 f fc _~ 1 2) , 一 符号 (-!)"• 

于是，两个接连的偶次函数 V ^2 fc ( Z ) 与 ^ P 2 k + 2 ( z ), 每一个都在 (0, K ) 保持确定的符号，但它们 
的符号相反！这个说明正是我们现在需要的. 

转而研究余式况将假设 m 是偶数 ， m = 并假设这次导数 f ⑽ ( z ) 与 f ^ 2 \ z ) 在区间 

[ a , b ] 上二者都是正的或都是负的. 

由宄的表达式分部积分两次，并考虑到 （22) 与 （23) 式便逐次得到 



b 


h 


h 



(A2kh 


2 k 


— wifc+i (之 ))/( 2；c )(t + h — z)dz 


a 


0 


6 


b 


^2 kh 2 k Y ^ 



(2k ^ l \x + h) - 严 _1) ㈤] 


h 


h 



( p2k+i ㈤ / (2fc+1) ( x ^ rh - z)dz 


a 


a 


0 
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— ^ 2 kh 2k -/( 2/C_1 ) ⑷]-去 f (f 2 k-\- 2 {z) f^ 2k + 2 \x + h — z)dz 

n a J 0 _ 

因为下面画了着重线的诸积分之和，根据所作的假设,二者有相反的符号,那么其中第一个和与表 

不式 

A 2 kh 2 k - 1 [ f (2 k ~ 1) ( b ) - 严- 1 )⑷] 

有相同的符号，其绝对值小于上式的绝对值.于是最后有 


R = R 2k = 0 - A 2k h 2k - 1 [f i2k - 1) (b)- / (2fc_1) ⑷] 

= 0 - (-1 广 [ 产 - 1 ) ⑻一严 - 1 )㈣ (0 < ^ < 1). (2r) 

若现在假设：所有的偶数阶导数 f (2 k \ z ) 在区间 [ a , 6] 保持同一个符号，并且写出无穷级数 
代替有限的公式（21)，另外考虑到系数的 （20) 式的值，则得欧拉-麦克劳林无穷级数 


亡 /㈤ 


a 






M /’ ⑻-/⑷: 


b 2 

IT 



/// 


(b)-r(a)} 


十… • + (― 1) 


k 一 2 


Bk - 


(2 k -2)\ 


h 


2k-3 



(2fc-3) 


⑻- 



(2fc-3) 


⑷] 


I / -j \ fc _1 k 7 2Ai 一 1 

十 (一 ” M ! 



(2k-i )(b) _ f( 2k-l) {a) 


+ 


峰鲁鲁 


(24) 


一般说来，这个级数发散（因此符号“=”的使用是有条件的!) . 根据所作假设，它至少从第三项开 
始是交错的，再考虑到 （21*) 式，可以说上述级数包络 （24) 式左端的和若把这个和与 

积分^ X ! f( x ) dx 交换地位，同时把所有其余各项的符号变为 相反， 便得所说积分的包络级数 ■ 

这个级数的部分和有时可以以大的精确度，在知道积分时计算和或知道和去计算 
积分 i 当然，所有这些，预先知道余式的估计这样一件事，起着基础的作用！ 

a a 


467. 借助于欧拉-麦克劳林公式进行计算的例 

1) 求900 项⑴ 之和 


i=999 1000 

Et-E 


i=^100 100 



X 


的近似值.令 /(a 


—^ a = 100) b = 1000, h = 1 . 因为 

z 



a ,— 般地 



0)= 


(2 AQ ! 
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那么对偶数阶导数，条件成立. 

我们持续展开到含有 /" 的项，于是在余式中的项已超过/ (5) .在这种情况下，欧拉-麦克劳 


林公式给出： 

1000 


X 


100 


因为 


1000 


100 


dx 


X 


+ 2 


1 


1 


100 


1000 



12 V100 2 


1000 2 



1 


720 V 100 4 


1000 4 


、 w - 12 


1 


1 



3024 VlOO 6 


1000 6 


1000 


100 


dx 


x 


In 10 = 2.302 585 092 994 045 • 


1 


2 V100 


1000 


0.004 5 


1 


12 VlOO 2 


1000 2 


aooo 008 25 


(0 < ^ < 1 ) 


720 V 100 4 


1000 4 


)=-0.000 000 000 083 325 

2.307 093 342 910 720 




12 


i 


i 


3024 VlOO 6 


1000 6 


< 0.000 000 000 000 004 


则准确到 


10 14 


可令 E 


1000 

100 


—= 2.307 093 342 910 72. 


2) 现在计算 f 


dx 


x 



1 + x 
々）= - 


ln 2. 这里 f ( z ) 


1 + z 


，a 


0, 6 = 1，取 


10 


(n 



⑷ 




(1 + #， 
24 



// 




1 


(1 + 2 ) 3 , 



/// 




6 




(1 + 4 



(2/c) 


之) 


(1+之) 5 , 

( 2 k )\ 



⑹ 


z)= — 


120 


(1 + 之) 6 , 


般地 


(1+之) 


2k 


) 


10). 我们有 


因此条件依然成立.应用变形的欧拉-麦克劳林公式，这次在含有 //" 的项处截断这个级数 


dz 


0 


1 + Z 


10 



11 


+ 


12 



13 



14 


+ 


15 


+ 


16 


+ 


17 



18 


其次，得 


+ 19 ~ 20 


2 


1200 


1 - 



+ 


6 


7 200 000 


-0- 


12 


3 024 000 000 


1 - 


64 


(0 < < 1 ) 


16 


10 


6 ^ 



11 


+ 


12 


+ 

1 


籲参鲁 


+ 


19 




0.718 771 403 


20 


1200 


1 _ 4 


•)=_ 
)=_ 


0.025 


0.000 625 


6 


7 200 000 


16 


+0.000 000 781 
0,693 147 184 


12 


/ 


3 024 000 000 


64 


< 0.000 000 004 
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所以精确到 ▲ 猶細 



= ln 2 = 0.693 147 18. 


3) 最后，我们说明，如何借助于欧拉-麦克劳林级数可以近似地计算收敛，但又很慢的无穷级 
数.即来谈一下级数 



在一般公式 （21) [及 (21*)] 中 


/㈤ 



1， b — a + nh . 


其中 a 与 n ^现在暂时是任意自然数.积分与导数容易 计算； 把用其表示式代入 5 我们 
得： 


Tt — 1 



2 = 0 


1 

- i r 

1 

" 1 1 ^ 

(a + i) 2 

_a + n a. 

一 2 

_ (a + n) 2 a 2 . 



(a + n ) 3 



+ B2 


(a + n) 5 



a 


5 



—( 一 1) 


k-2 


B k - 


(a + n) 2k ~ l a 2k ~ 1 


-e n (~i) k ~ l B k ^ a + ^ 2fc+1 - (o<e n < l). 

对固定的 a 与 / c ， 这里令 n 趋于 + oo 而取极限.容易证明，因子心这时也趋于某个极限 0 , 0 ^ 
^ ^ 1) 结果 


oo 

E 

2 = 0 



a 


2 





a 3 


_召2 . 


a 


5 


+ 



+(- 1 ) 


k-2 


Bk — 


1 



a 2fc-l 




1 

a 2fc+1 


现在具体取 a = 10, = 10,应用已知的伯努利数 [449], 最后得 


7 T 2 




1000 



5 • 10 5 + 


7 * 10 7 


5 • 10 9 


5 691 7 3617 

+ 11 • 10 11 ~ 455 • 10 13 + 10 ^ ~ 85 • 10 17 
43 867 174 611 

+ 133, 10 19 _ • 55 • 10 21 • 
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计算到小数点后19位: 


9 

6E 

i=l 


= 9.238 606 386 999 244 142 


1 



3 1 

100 + 1000 


5. 10 5 


7 - 10 7 


5 - 10 9 


11 ♦ 10 11 
691 

455 • 10 13 


二 0.631 
= - 0.000 002 

= 0.000 000 014 285 714 285 7 
= - 0.000 000 000 2 
二 0.000 000 000 004 545 454 5 
= 0.000 000 000 000 151 868 1 


7 

10 ^ 


= 0.000 000 000 000 007 


3 671 

■85 - 10 17 
43 876 

133 - 10 19 


= -0.000 000 000 000 000 425 5 

= 0.000 000 000 000 000 033 0 
9.869 604 401 089 358 621 7 


如果考虑到舍入及余式的修正，那么是 

7 T 2 = 9.869 604 401 089 358 62, 

它精确到 | . 1 CT 17 . 

这个例子是十分有教 益的： 实际上我们是采用包络数值 7 T 2 的发散级数的部分和去计算收敛 
级数 7 T ， 而且达到十分高的精确度.如果我们利用收敛级数本身要达到同样的精确度，那么必须取 
超过10亿项！ 


468. 欧拉-麦克劳林公式的另一种形式回到公式 （21) 与(21 ; ),但假设：函数 f ( x ) 的所 
有各阶导数在无穷区间 [ a , + oo ) 存在并适合如下条件： 

( a ) 所有偶数阶的导数 f ^ 2 k \ z ) 在这个区间具有同样的确定 符号； 

⑹所有奇数阶导数 / (2 fc — ” ㈤ 当 z — oo 时都趋于 a 

设数 m 是偶数 : m = 2 固定数 a 与 / i ， 而 6 =a + n/i (连同 n ) 假设是变动的.余式丑[参 
看 (21 7 )] 现在可表示为如下形式： 





h 


^>2k(z)f {2k) 


i=n+l 


0 




h 


h 



^> 2k { z ) (x -b h ~ 


a 


0 



^ 2k ( z ) f^ 2k) (x + /l - z ) dz . 


将这些和式的第一个及 （21) 式当中含有 a 的项合并为一个常数之后: 


C k 


— Aif ( a ) — A2hf f ( a ) —…一 A2k - 2h 2k 3 f( 2k 3 ) ⑷— 
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这个常数显然与6无关，把 （21) 式改 写为: 


b 


b 


f ( x ) = + — / f { x)dx + Aif ( b ) + A2hf , ( b ) 


a 


a 


+ ■■■ + 4 


2k —2 


h 


2k-3 



(2 fc —3)( 6 )+ 足 


(25) 


其中 


h 


B ! 


h 



f^ 2k \a + ih — z)dz 


i = n +1 


0 


h 


h 


h I ^> 2k ( z ) f (2 k ) ( b-\-ih - z)dz = I 伽 ( z ) f ( 2 k H x + h ~ z ) dz 


l 


0 


b 


0 


为了证明所引入的变换合理仅仅还需要确证所用的无穷级数的收 敛性； 我们从级数 f ^ 


开始•由（ 24 )式推出 


h 


0 < 


h 


T ： =i l fo^( z )f i2k) (a + ih-z)dz 


A 2k h 2k -^[f^ k -^(a) - /(2fc-i)( a + nh)] 


< 1. 


按照函数 ip2k ( z ) 的性质并因为假设 （ a )， 分子中所有各项有相同的符号、 这个符号与分母一样 
由此，令 n — oo 而取极限并考虑到假设 （6) 便作出关于级数 


h 


h 


h 



a 


0 


( 2 )/( 2fc ) (z h — z)dz — — 〉: I # 2fc (之 )/( 2fc ) (a ih — z)dz 

i=l 


收敛的结论，同时级数的和与表达式 A 2 k h 2k ~ 1 - f ( m ( a ) 有相同的符号，且按其绝对值不超过 


A 2 kh 2 k ^ i {2 k - l \ a ). 在所进行的论述中以6代替〜便可证明级数 


h 


h 



( P2k ( z ) f^ 2k \x -\- h ~ z)dz 


h 


0 


h 



(b + ih — z)dz 


l 


0 


的收 敛性， 而同样地其和与 A 2 k h 2k ~ 1 - 严-”⑼ 有同样的符号，且按绝对值不超过后者. 

于是，我们不仅证明了所用无穷级数的收敛性，同时也顺便 弄清： 公式 （25) 的余式纪可记 
成如下 形式： 


R ； 


0 ^ 


2k~l 



(2fc-l) 


⑻ = 6> • (-1) 


fc 


1 j^2fz — 1 





(2/ c - l ) 


( b ) (0<0 <1) 


(25*) 


十分有趣的是 :(25) 式中的常数 Ch 按其组成的方法，不能排除与指标 A : 有关的可能性，而事实 
上它与 / c 却无关！为了查明这 一点， 只需对照公式 （25) 及 （25*) 与 A ; = 1时的上述 公式： 


b 


b 


Yj ㈤ ^ Cl + i I / ⑷咖 + 


a 


a 


其中 


R 


百 • A 2 h . f ( b ) (0<0< 1). 
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我们有： 

C\ 0 ' A^h - f f (b) = Ck + A2hf ; (b) + ‘ … + A2k-2h 2 卜 3 f( 2/c-3 ) (b) 

+6- A 2 k h 2 k - 1 f {2 k - 1) { b ). 

如果当 b — oo 而取极限，那么，考虑到假设 （6)， 便得: C/c = C 2 = (7 .常数 （7 很自然地称之为函 
数 f ( x ) 的欧拉-麦克劳林常数 , C 除了与这个函数有关之外还与 a 和/ I 有关. 


附注在不等式中取极限时，应当把各个符号归并到不等式的符号中，且对 （25*) 中的因子 
写0 < 0 < 1，显然等于0可排除，这立即可明白，各项具有同样符号的无穷级数不可能为零. 
若令(9=1，那么在公式（奶）中当给号码增加1时， 有 IT = 0,(如同我们刚才说明的）这不可 
能.于是,事实上:0 <^< 1,这正如我们所写的. 


代替有限和 （25), 我们写出无穷级数.我们得到如下形式的 欧拉-麦克劳林级数 


0 广 6 

^/(x) = C + ^ / f(x)dx - ~f(b) + ^-hf(b) - ^-h 3 ^^) + * * • 

a ^ a * 

+ ( ~ 1) ^ 2 (2^-2)! /12 "~ 3/(2 "~ 3)(6) + ( _1 广 1 1 严 — ”⑻ + … 

[符号 “ 二 ” 在这里同样仅有约定的意义!]由于假设 a )， 所有的导数/心- 1 )⑼随6的增加，往同 
一 个方向 变化； 而因为，按照假设（6)，当6 — oo 时它们趋于零，那么它们有同样的符号.由此 
[和由 (25*)] 断定： 在新的形式中欧拉-麦克劳林级数包络位于左方的和 ^ af ^) - 


附注最后，对于确定前面叙述中出现的常数 C 本身的可能性作一点 说明. 选择某一 b > a 
对于6及级数和、积分的计算是容易的，对于数 C 可得到包络它的 级数： 



此级数容许在多数情形下求 C 的近似值. 

469. 斯特林公式与斯特林级数 作为应用上一目所得到的展开式的例子，我们应用它于 

计算 


71—1 


ln ( n !) 


Inn + \ni. 



取 a = 1， /i = 1( 以 n 代替 n — l)b = n ， 令 f ( z ) = \ nz y 因而 /(―⑷ =(~ l ) m-1 ( m ?)! ’ 条 
件 （ a ) 与 （6) 都适合.于是我们得到对 ln ( n !) 的渐近展 开①： 之爪 


ln ( n !) 〜 （7 + [ n + -- ) Inn — n - j - 


B 1 


- 2 n 


B 2 

3^4 


n 


3 


+ •. • + (— 1) 


fc — 1 


B k 


(2/u — 1) * 2/c 


2/ c-l 


n 


+ 


( 26 ) 


①在对数的和中加上了另写出的 Inn . 当求积分时得到的加项数1，已含于 C 内 
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这就是所谓的斯特林 级数; 它显然是发散的，因为它的通项的绝对值 [449] 等于， 

2 n 2 n (27 rn ) 2k ~ 2 

此式趋于 oo . 

由 ln ( n !) 的渐近展开，如464目3°中所指出的，可得到阶乘本身的展开.即把的数值 
代入，得 


n \ 


v27m 


n 


e 



12 n 



139 


571 


288 n 2 


51 840 n 3 


2 488 320 n 4 


+ 


• m 


若在 （26) 式中满足于在所写出的各项而截断，但加上余式，则得到斯特林 公式: 


ln ( n !) ~C + f n + - ) Inn — n + 



B ! 


B 2 


12 n 


3*4 n 


3 


+ 


+(- l ) 


k — 1 


B k 


(2 k — 1) . 2 fc n 2k ~ l 


+ (- 1 ) 


k 




1 


(2 k + l )(2 k + 2) n 2k + l 5 


(27) 


我们看到，它对于近似计算已完全适用了. 


令 k 


1，我们得到斯特林公式的最简单与最重要的情况 


ln ( n !) 


(7 + { 71 + 



Inn — n + 



12 n ， 


将对数还原，公式通常写成如下 形式: 


n ! 



这个公式在406目已用另外的方法 引出； 在那里，我们已求得 e c = a = v ^， 因此，迄今为止不 

为我们所知的常数 C 原来等于^ ln 27 T . 

作为例子，我们来计算 ln (100!) 到小数点后10位.按公式 (27), 取= 2,把五个数值 



- In 2 tt = 0.918 938 533 204 


- ] \ nn = 100.5 ■ In 100 = 462.819 603 691 803 


—n 

2 n 


100 


100 


1200 

b 2 

12n3 




0.000 833 333 333 


36* 10 




—0.000 000 002 777 


加起来便得 ln (100!) 的值 363.739 375 555 6, 准确到(考虑到余式及四舍五入的修正值). 
逼近的准确性还可以大大地增加，只要取更多的项并在每一项中写出更多位有效数字.对本问题， 
大约到300项以内，准确性是增加的（直到各项的绝对值持续下降以前 为止) . 


附注读者从一系列例子中 看到： 明显地，发散级数的一个截段有时可用于求出所需量的数 
值，甚至还有较高的精确度.在早先与在现今，某些作者把类似的级数称为‘‘半收敛的然而，我 
们倾向于不采用这个术语，因为很难给它一个足够普遍的同时又是准确的定义. 
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§1. 积分限为无穷的反常积分 


470. 积分限为无穷的反常积分的定义 第九章里所讲的定积分 f b a f ( x ) dx 的 

概念是对于有限区间 [ a ，6] 与有界函数/( ㈨ 而说的.这一章是要把这个 t 念向各个 
方向推广.我们先来看无穷区间上的积分. 


假定函数 f ( x ) 定义在区间 h + oo ) 上，而且在这区间的任一有限部分上 

都是可积的；因而函数 /( x ) 对于所有 a 都有定义而且积分 f ( x ) dx 对于任意 
一个4 > a 都有意义. 


若这积分当 A ^ + 00 时具有一个确定的有限的极限，则称这极限为函数 f ( x ) 


在由 a 到 + 0 C 的区间上的积分而 且用符号记作 



= lim 

4 —^ + 



f { x ) dx . 



在这种情形下我们说积分 （1) 存在或收敛，而函数 /(: r ) 则说是在无穷区间 [ a ， 
+ CX )] 上为可积的.为了要与以前所讲的在通常意义下的积分，即常义积分，有所区 
别， 我们就称刚才所定义的积分为反常积分①. 


若极限 （1) 为无穷或根本不存在,则关于这样的反常积分，我们说 它不存在或发 
散 .[但是有时候为了方便也把这无穷极限（在带有定号的时候）看作积分 （1) 的值 


例题 

1) 函数在任意有限区间[0,4(欠 > 0) 上都是可积的，而且我们有 

丄十 00 


①试回忆 一下， 我们在第373目中就已经遇到过反常积分的概念了. 



. 470 ‘ 


第+三章反常积分 


[ 470 ] 



A 


dx 

1 + x 2 


= arctgx 


A 

=arctgA 

o 


因这积分当 — + oo 时具有有限极限所以由0到 + oo 的积分收敛而且其值为 

Z 



lim 

A— ► 十 oo 



7T 

2 


2) 试研究这样一个 问题： 问对于指数 A > 0的哪些值，反常积分 


是存在的.先设 A / 1，贝 ！ J 




⑶ 


这表达式当 A — + oo 时具有极限为 



或有限数 


A 


，则 


A 


1 


，要看 A < 1或 A > 1而定.今若 




a 


dx 


x 


lnx 


A 


In A — In a , 




因而当 A — +oo 


得到极限 


cc -. 


这样看来，积分 （2) 在 A > 1时收敛(且以 


A 


一^为其值），而在 A < 1时发散. 


与 （1) 同样，函数 /($) 由 - oo 到 a 的积分定义为: 



而且一样，函数 /(： C ) 由 - OO 到+00的积分定义为: 


lim 

A / —^ — oc 
A—^+co 





在讨论积分 （ l ) 时所引进的术语这里也照样适用. 

在最后这一情形，我们可以取任意一数 a 而把末后这一积分写成 


因而当 W — - oo 与4 — + QO 时左边积分的极限的存在显然是与右边两积分的极 
限 （1) 与 （3) 的存在等价①.这样，由 - oo 到 + 0O 的积分就可以用等式 




©仅仅除去这样的 情形： 两个积分都是无穷大，但符号不同. 
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(假定右边两积分都存在 67) )来下定义.这样定义出来的积分值事实上并不依赖于点 
a 的选择. 

例题 




7 T 

lim (― arctgA 7 ) — — ; 

—oo 2 



471. 积分学基本公式的用法 在以上所举例题中都是利用原函数先在有限区 
间上取积分然后再取极限.我们现在要把这两个步骤合并在一个公式里面. 

例如假定函数 /&) 是定义在区间 [ a ，+ oo ) 上而且在这区间的任一有限部分 
[ a , A ] 上都是可积的.如果同时 /( x ) 还有一个原函数 F ( x ) 存在于整个区间 [ a , + oo ) 
上，则按照积分学基本公式 [308] 当有 > 

f ( x)dx = F ( A ) - F ( a ) = F ( x ). 

a 

由此可见，要说存在反常积分 （ l ) 就等于说存在有限极限 



lim F ( A ) = F(oo 

A —oo 




于是 




同样，若把 F (- oo ) 看成极限 lim FW )， 贝 I 」 

A / —^ — oc 


CO 

a 



双重替换的求值牵涉到其中岀现的极限的存在（而且有限）的问题，如果可以求值， 
那么就证实了所算积分的存在. 

我们要再讲一些例题. 


472‘ 例题 

1) J " 0 °° e~ ax sin bxdx (a > 0). 

因原函数 


F ( x ) 


asin 十 fecos bx 

a 2 + b 2 


e 


— ax 



67 ) 区别于具有不同符号的无穷大 . 
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所以 F (0) =- 


b 


a 2 + 6 2 


，尸(+00) 二 0;因而 


e 


ax 


sin bxdx 


o 


a 2 + b 2 


同样 


e 


ax 


cos bxdx 


0 


b sin bx — a cos bx 

a 2 + b 2 


e 


— ax 


a 


o 


a 2 + b 2 


2) 


dx 


o 



X 


4^/2 


In 


x 


2 


4 " x^/2i 1 


x 2 — x \/2 + 1 



2 V 2 


arctg ( x \/5 + 1) 



2y/2 


arctg ( x \/2 — 1) 


丌 


o 


2 V 2 


3) 


2 


X 


2 


sin — dx 

X 


cos — 

X 


oo 


L 


2 


4) / 0 °° sin xdx . 这里原函数是 - cosx , 但双重替换 -cosz 没有意义，因 cos x 当 : r 

时不趋向任何极限：这就是说积分不存在. 


OO 


5) 


x In x 


0 


(1 



x 2 ) 


3 


dx . 


用分部积分法与展成简单分式，得到原函数 




x In x 


(1 + X 2 ) 3 


dx 


In x 


2 


4(1 + x 2 ) 2 


+ - lore - - ln(l + oT } + 


4 


8 


8 1 



x 


2 


当 X 4 0 时我们有 WmF ( x ) = 这极限值也就是函数在 1 = 0处所取的值.但另一方面， 

o 


^(+00) 


0,所以积分值是 


6) 双曲线 rry 


8 


绕 o : 轴旋转得一立体形，试计算其相当于 : r > 


那 一 部分的体积与侧 


面积. 


这立体形相当于变量 x 由1到 A(A > 1) 的有限部分的体积与侧面积为 


A 


Va 


dx 


A 


7T 


1 


X 


2 


5 




2丌 


l 


x 



1 + 


1 


dx 


x 


立体形之全部（开展到无穷）体积 V 与侧面积 S 自然就以这些量的极限为其值，这也就无异乎设 


V 


dx 


7T 


1 


X 


2 


S 


2 tt 


1 


X 



-\/l + 


1 


X 4 


dx 


但是这里虽然第一个积分收敛 [470,2)] 到有限值 tt ，成为所求的体积，但是第二个积分却是 
发散的，因而表明侧面积的值为无穷. 


要证实最后这一点，只需注意 


A 


Sa > 27r 


1 


dx 


X 


2 n In 


因而 su 随 A 无穷增大而亦趋向无穷. 
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7) 假定在坐标原点0有质量 m ， 吸引一个在: r 轴上距离 0为 x 而质量为1的质点 M ， 其 
力量（按照牛顿定律)为 



试问当质点 M bk x = r 这个位置移到无穷远时，引力 F 所作的功 A 是多少？ 

所作的功显然是负的，因为力的方向与运动的方向相反.把第353目公式 （9) 推广到这种情 
形， 即得： 



当质点 Af 从无穷远往回移动到 x = r 这个位置，牛顿引力就作了 正的功 这个量叫做所 

讨论的力在 M 这一点的位势，而且就用以测量蓄积在这一点的 位能的 大小 . r 

8) 对于一定质量的气体从体积％膨胀到体积\/ 2 (\/ 2 > %)所作的功，我们已有公 
式[ 354 ，(10)]: 

严 2 

A = pdV . 

Jv ± 

假设给定质量为某一定值的理想气体， 当压力为 Pl 时体积为％ • 假设这气体膨胀到无穷而 
且是绝热的，也就是说和周围环境间没有热的流通.在这些条件下，我们已知 [361,3)] 泊松公式成 

立： 

pV k = c (尧=> 1). 

于是这气体膨胀所可能作的功为 



注意 c = p l V 1 k 而且把它代人所得式，即得结果为 


A 



PiVi 

k-l 


9) 在第3 5 6目问题 8) 里我们曾求出有限线段上的电流作用在单位磁极上的力 



我们现在要看导体（两端伸展）为 无穷的 情形，即设 Si = — OO , 52 = +00. 于是 


F 



al 


( a 2 + s 2)3/2 


ds 


s 

\/ a 2 + s 2 



21 


当然，无穷的导体只是一种 假想； 不过所得结果却能成为有 用的： 在导体非常长的情形下，我 
们很可以把它看成近似于无穷，因为由此可以得到十分简单的公式！ 

10) 若在 t = 0这瞬间把电流强度为/ 0 而有自感的电路断开，则引起一种断开余电，服从这 
个规律： 

/ = / 0 ■ e - 和 

[参看 359,4)( a ); 这里我们仍旧用以前的记号].现在我们要算出这电流所给出的全部焦耳热 Q . 
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在时间 [ t,t + dt ] 这一段的热的元素量显然为 

dQ = I 2 R - dt . 


在无穷区间上求和即得： 

Q 二 f I 2 R - dt = Rll ♦ f e-^dt = 

Jo Jo 2 

我们要注意，虽然电流经过有限长的一段时间就已觉察不出来，但是要确定转变为热的电流 
全部能量，就仍然必须在无穷区间上求积分. 

I _ - 舞 4 * 国 1 * 


473. 与级数类比 • 最简单的定理 以下我们仅限于讨论类型⑴的 积分： 对它 
所论的一切容易搬到 （2) 与 （3) 类型的情形去.同时，总是假设，函数 /⑻ 在常义下 
在积分限 A > a 之间可积，因而问题仅归结为从 a 到 oo 的反常积分. 

在反常积分 c f ( x ) dx 与数值级数之间有着深刻的类比，指出这一点 
是有益的. 

若用对: C 的积分过程代替对 n 的求和过程，则类比为 


级数的通项 


被积函数 


级数的部分和 

Efa n; 

级数的和 


/⑷； 

常义积分 



反常积分 


作为当 N — 00 时部分和的 极限; 

级数的余式 


Cm 

作为上面的积分当 A — OC 时的极限; 

积分 



IT f( x ) dx . 


我们来列举与364目有关级数的定理相似的有关反常积分的定理.其证明 
——借助于上述类比——留给读者. 

1。 若积分 / a °° f ( x)dx 收敛，则积分 J ^ f ( x ) dx(A > a ) 同样收敛，反之亦然， 

同时 

poo pA poo 

/ f ( x)dx = / f { x)dx + / f ( x ) dx . 

J a J a J A 

2。 在积分 f ( x)dx 收敛的情形，有 
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3 ° 


由积分 / a °° 收敛可得出积分 f °° c . f ( x ) dx(c 


常数）的收敛性，并 


且 


c * f { x)dx — c 


f ( x ) dx . 


最后: 


4° 


敛，且 


若两个积分 f ( x ) dx 与 f ^° g ( x)dx 收敛，则积分 / a °°[/( x ) 士 〆 ： r )] dx 收 


:/㈤ ± g ( x)]dx 


f { x)dx d = 


g ( x ) dx . 


474. 在正函数情形下积分的收敛性 


若函数 /(4是正的 (非负的）则积分 






f ( x)dx 


⑷ 


是变量 A 的单调增函数，对此函数当 A 



时，有限极限的存在问题，很简单地就 


解决了 




根据有关单调函数极限的定理[ 57]: 


在 f ( x ) 为正函数的情 形下， 为使反常积分 （1) 收敛，必须且只需当 A 增加时积 


分 （4) 保持上有界: 


A 


f ( x ] dx‘L 


[L 


常数） 


若这个条件不成立，则积分 （1) 有 oo 值[与365目比较 .] 
下述的对正函数积分的>•比较定理”以此为 基础： 


定理 


若至少当 


X 


^ A(A ^ a ) 时成立不等式 f ( x )( 


则从积分 


f ^° g ( x)dx 的收敛性得出 f ( x)dx 的收敛性，或者同样，由积分 / a °°/(： r ) cb 发散得 
出 / G °° g ( x)dx 发散. 


证明可以照搬 [366] 定理1的证明. 


作为上述定理的推论，下述定理常常 有用: 


定理2 若极限 


lim 


/⑻ 


K (0 ^ K < + oo ) 


存在，则当夂 < + 00 时，由积分 J ^° g ( x)dx 的收敛性推出积分 / a °° f ( x)dx 的收敛性， 

而当 K >0, 由第一个积分发散推出第二个积分发散. [这样 一来， 当 0 < K < + oo 时 
两个积分同时收敛或同时发散 .] 


证明与 366 目定理 2 的证明相似[参看473目， 3 。]. 


* 476 • 


第十三章反常积分 


[475] 


选定具体的函数来比较，即可由上面的定理得出积分 C °° f ( x ) dx 的收敛或发 

散的特殊判别法.用函数^来比较是有实用意义的，这函数在 A > 1时由 a 至+00 
是可积的，在 A < 1时则者 [470,2)]. 由此得出的判断法都叫 柯西判别法. 这些判别 
法就是： 

假定对于充分大的％函数 f { x ) 具有如下 形式： 


/㈤ 




X 


入 


(A > 0). 


那么， 1) 若/\ > 1而 ( p ( x ) < C < +00 则积分 

cp ( x ) > c > 0则这积分发散. 

一-^— • •一… 一 .-- 



+ 00 


a 


f ( x)dx 收敛， 2) 若 A < 


而 


这是由于上面的 定理； 比较函数为 



A 


473,3 


若当 


X — > oo 


时函数 / Or ) (与土比较) AA ' X 晚 无穷 /J 


A > 0、则积分 



4-oo 


a 


f ( x ) dx 收敛或发散随而定. 

理2;" ㈤ —敢为4~ 





被积函数当 X — + OC 时各为1/2阶与2阶无穷小.所以第一个积分发散，而第二个积分收 

敛. 

2) / a °° 其中 P ( x ) 为 m 次整多项式， Qh ) 为 n 次整多项式 , n > m , 而且 Q ( x ) 在 

区间 （屮 + oo ) 上没有根. 

对于充分大的： T 被积函数保持有一定的符号.于是（提岀这符号因子之后）可以运用上面的 
判断法.被积式为 n — m 阶无穷小.所以 n = m + 1时积分发散， n > m + 2时积分收敛.(显 
然 ， n ( m 时积分发散 


475. — 般情形的积分收敛性 反常积分 / a °°/ ㈤ 血的存在问题，按照定义 （1) 
就归结到 A 的函数 ^ 

^(-4) = [ f ( oc)dx (4) 

J a 

当 A — + oo 时是否有有限极限存在的问题. 

运用布尔查诺与柯西的判别法 [58] 到这个函数，即可把反常积分存在的条件叙 
述成下列形式： 

要反常积分 / a +0 ° f ( x ) dx ® 存在,:必须也包需对于每一兔 e > 0都有一数 A 0 > a 

使得只要4 > 4。而且 W > Aq 就有不等式 





< E. 




® 这里假定函数/(岣在每一区间 [ a , A ] (A > a ) 上都（在通常意义下）为可积的. 
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根据这个判别法很容易证明下面这个 命题： 

若积分 / a +C ° \ f {^)\ dx 收敛，则①积分 / a + °° f ( x ) dx 更加收敛. 

其实，运用上述判别法到积分 f :°° lf ( x ) ldx ， 即可看出，由于该积分收敛，就对 
于任意 e > 0都存在一个烏> a ，使 

f A， 

/ \ f{^)\dx < e , 

J A 

只要 ^ > A > ylo - 但是显然 // f ( x)dx < ff \ f ( x )\ dx , 所以对于这些乂， A ， 更加 

有不等式 

f A, 

/ f ( x)dx <8： 

J A 

由此引用上述判别法即知积分 / a + °° f ( x ) dx 收敛. 

我们要 注意， 由积分 C °° f ( x)dx 的收敛，一般说并不能推出 积分] \ f ( x)\dx 

也 收敛. 基于这个事实我们就从一般的收敛情形里特别地划分岀下述这个情 形来: 

若积分」 f ⑹如与 C "\ f { x )\ dx 同时 收敛， 则积分 ./ a + °° f { x ) dx 就说是 绝对收 

敛， 而函数 f ( x ) 则说是在区间 [ a , + oo ) 上绝对可积. 不绝对收敛的积分的例子将在 
下一目中 举出. 

至于变号函数/ ㈤ ，则 474 目所述判别法不能直接引用.但是可以先试行应用 

上述判别法以求证正函数|/ ㈤ |收敛； 若这函数已证得为可积，则函数/ ㈤ 也一定 
可积，而且是 绝对地 可积. 

由上面的比较定理还可推出下面这一常常有用的 定理： 

若函数/⑷在区间 [ a , + oc ] 上绝对可积，而函数有界，则二者的积为一函 
数，在区间 [ a ，+ oo ] 上绝对可积. 

为要证明，只需引用不等式 

/( x ) ^ g { x )\ ^ L - \ f ( x ). 

假定给定积分 /cT : 2 。:: 2 咖 ■ 这里函数/(工）= k 2 ]_ x 2 为（绝对）可积，同时 〆 4 = cos ax 
显然有界.于是由上述定理即知所设积分绝对收敛. ^ 

显然，这里对于变号函数所讲的办法自然只能——在碰巧的情形下—推出 

绝对收敛性来 • 若所给函数的积分根本不收敛，或虽收敛而不绝对收敛，则这些情形 
就不能用刚才所讲的办法来辨别了. 

476. 阿贝尔判别法与狄利克雷判别法 我们现在给出其他类型的判别法，它们 
是基于第二中值定理的应用 [306], 这两个判别法与无穷级数收敛性的阿贝尔判别法 
及狄利克雷判别法类似 [384], 所以把它们和同样的名字连在一起较为方便.当不存 
在绝对收敛性时，在一系列情况下，这两个判别法可判明反常积分的收敛性. 

①参看上一脚注. 
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阿贝尔判别法设函数 f ⑻与 9(3：) 定义在区间并且 

1) 函数/( X )在这个区间可积，因此积分⑴收敛（哪怕不晕绝对收 敛); 

2) 函数 〆 T ) .单调 有界： 

\ g ( x )\ ^ L (L = 常数， a x < cxd ), 


那么积分 



f ( x ) g ( x)dx 


收敛 ■ 

证明根据第二中值定理，对任意1 > A > a 有 



(5) 


⑹ 


其中 A 彡（彡乂 /• 由于假设1)，对任意给定的 £ > 0 ,存在这样的烏 > 0,使得当 

^0时有 


由于假设2)，当 W > A >鳥时便有 





结果导致积分 （5) 的收敛性 [475]. 

可以对积分中/0：)与 〆 x ) 加以另一种条件的组合，在此条件下，二者乘积的积 
分收敛： 

狄利克雷判别法设 

1) 函数/⑷在任何有限区间 [ a , A ](^ l >0) 可积，且积分⑷ 有界： 



f ( x)dx ^ K 


(K =常数, a A < + oc ); 


2) 函数 〆 : r ) 单调地趋于 0( 当 a : — oc ): 


lim g { x ) = 0. 

x—^oo 


那么积分⑻收敛. 

[正如读者所看到的，前一条件 1) 有所减弱，因为此处没有要求积分 （1) 收敛; 
但是条件 2) 变得更强了!] 
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证明像前面一样，从等式 （6) 出发，但在这次，第一个因子 〆 A ) 与^乂0,只 
要乂与，足够大，它们便可变得任 意小， 而第二个因子以数 2 X 为界. 

附注这里阿贝尔判别法可由狄利克雷判别法推出.事实上，对有界单调函数 
g { x ) 必然存在有限极限 

9 ( 00 ) = lim g ( x ). 

X^OO 

f ( x ) - g { x ) 写 成如下 形式： 


f { x ) ^ g ( x ) - f ( x ) - 分 ( oo ) + /( x ) • \ g ( x ) - "( oo )]， 


可以看出，对于第二个乘积 来说， 它已经适合狄利克雷判别法的条件了 [参看473目 
的3。与 4 。]. 

容易认定，比如说，当 A > 0时积分 




smx 



dx 与 




cos x 


dx 



(a > 0) 


收敛 • 应用狄利克雷判别法，我们假定 /(: r ) = sinx 或者 cos %而 〆 : c ) = 条件 1) 与 2) 都 

成立，因为 工 


f A 


r A 

/ sin xdx 

J a 

cos a — cos A \ ^ 2 ) 问样 

/ cos xdx 

J a 


< 2 , 


而函数&单调递减，当 0 ； 4 (X) 时它趋于 0. 

特另 t 地，当 A = 1时由此推出积分 



收敛（这里我们能取 a - 0,因为被积函数当 x ^ O 时有有限极限).可以证明，这个积分非绝对 
收敛，即积分 

sin x . 

- dx 

x 

发散.事实上，若这个积分收敛，则根据474目定理1,积分 





sin 2 x 1 
- ax 



收敛，因为 sin 2 x < | sina ;|. 换句话说积分 


(a > 0) 


收敛，将它加上显然收敛的积分 

便得出 结论： 积分 

收敛，但事实上它不收敛 [470,2)]. 




cos 2 x 

X 
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附注现在，当我们证明了积分 



的收敛性，最终我们能说明非初等函数 sM “积分正弦”）与 d ： r (“积分余弦”）的定义，关于它们我 
们曾在289目提到过.即是令 


sin t 


six 


dt {x ^ 0) 


c\x 



X 


cost 

t 


dt 


例如，若把此二式中第二个写成 


x 


C1X 




1 


cost 

t 


dt 一 


i 


cost 


dt 




0) 


的形式，则根据定积分的已知性质 [305,12°: 


显然 ckc 的导数实际上等于 


cos X 

X 


477. 把反常积分化为无穷级数 


我们知道函数的极限这一概念可以用两种方 


法来表达，即“用 


£ 



说法 





U 


用整序变量说法” [52,53]. 若把极限的第二种定 


义法用到函数 F 04) [见 （4)]， 则反常积分的定义 （1) 可以解释成 这样： 无论如何选取 


列上升到无穷的数 { A n }(^ n > a ), 相应的积分整序变量 


同一个有限的 极限％ 这也就是反常积分 J :°° f ( x ) dx 的值. 



A 


n 


a 


f ( x ) clxj 都应趋向 


但是就另一方面来说，整序变量 




a 


f { x ) dx ) 的极限问题也就是级数 



的和问题 [362]. 

于是可以断言:要反常积分 f a + °° f ( x)dx 存在，玲须也只需对于任一 列麩人 


+ oo , 级数 

- 〜 - 



都 笔到 同一个和；这和也就是反常积分的值. 



我们要注意，在函数 / b ) 是正的 (或非负的）这种情形，要反常积分收敛就只要 
它对 于特别选定的一列数 — + oo 为收敛就够了.因为这时⑷是 A 的上升函数, 
而且以这个级数的和为界，所以当 A — +0 C 时它有有限的极限 [474]. 

把积分的收敛问题化成级数的收敛问题，往往很有用处，因为这样就有可能运 


用级数的收敛与发散的许多判别法. 

当作例题，我们来看下面这个重要的积分: 



①只要假设所有整序变量{//"/ ㈤ 也}都收敛，就已经可以推出它们的极限一定是相同的 

[53]. " 
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在上 


一目我们已谈到过它了. 

因 sin x 当 ; r 增加时轮流取正值与负值，变号的地点在 n7r(n 


所以我们很自然地 


就拿这些数作为 An 来考虑级数 


E 


(n+l) 


sm x 




dx 


riTv 


X 


⑺ 


对通项 V 


n 



n + i )7 r smx 




X 


dx 施行变数替换 rr 




UTT -\-t 即得. 


V 


n 


-i) 


sin t 

U7T + t 


dt. 


由此可见，级数的项是正负相间而绝对值单调递减的.还有，当 n > 0时 


7T 


V 


sin t 

717T + t 


7T 


dt < 


U 7 T 


dt 


n 


所以级数的项的绝对值随附标无限增大而趋 于零. 于是级数 （5) 为莱布尼茨型，而由已知定理 
[381 j 知其为收敛.今以/表其和.这样就对于任意 £ > 0 都有一数 N 、傻 n > N 时有不等式 


nix . 

sin x 




dx 


I <£ 


X 


⑻ 


现在单“用 e - 6说法”就可完成反常积分存在的证明. 假定 A > Ntt ; 则有一自然数 n 0 使 
n 07 r <义< ( n 0 + 1) tt ， 因而显然 n 0 > iV . 因函数 sin a ; 在区间 n 0 7 r 到 （ n 0 + 1) tt 不变号，所以 


积分 L A 介于积分 


^0 


■;0 


与 t 


0 + 1 ) 


之间. 但是后面这两个积分则根据 （6) 又都介于 I — S 与 



之间、所以积分也必定 如此. 于是终于对于所有的欠> A / V 都有 


^ 1 :一 • 


A . 

smx 

x 


dx — 



< £ 


因而存在积分 


4-oo . 

sm x 
x 


A 


dx 


lim 

A —+ DO 


sm x 


x 


dx 


/ ① 


这里我们要顺便注意到一件事实，即这个积分 不绝对 收敛，也就是积分 / 0 +o ° |Smx dx 发散 
这件事实很容易把积分表成级数来证实.其实，假如积分收敛，我们就会和刚^一样，1有 


十 CO 


sin x 


x 


dx 


E 


(n 十 l)7r 


T17T 


sm X 


X 


dx 


E 


smt 
mr 1 


dt 


但是 U 7 T i-t < (n + 1 ) tc , 所以 


mr -\-t (n + l )7 r 


7T 


sin tdt 


n + l)7r ’ 


然 



数 3 却是发 散的 1 1 365 ， 1 )]. 


①这里我们只谈积分的收敛问题.以后我们会看见 


7 T 
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478. 例题 1) 讨论下列积分的收 敛性: 


( a ) 

( B ) 



arctgx 


x 


dx y (6) 





(之 o > a > 6 > 0)， 



dx 


x 


2 * 


解答 （ a ) 被积函数当 x ^+ oc 时为一阶无 穷小： 积分发散. 
(6) 被积函数为3/2阶无 穷小： 积分收敛. 

(b) 被积函数当 z — 0 时趋于 0. 展成级数即见表达式 



b 2 - a 2 

X 2 



当 a 4 + OG 时为二阶无穷小：积分收敛. 

( r ) 展开 e ± a = 成级数，易得 


X 

e x — 




X 





所以当 rr — 0时被积函数趋于 - 当 a ； — +oo 时它便是二阶无穷小.积分收敛. 

2) 讨论下列积分的收 敛性： 

⑷ / > °)-- ⑹乂 ^e 2 ^- 1 ， ( B ) 乂 xj^^i dx ' 

解答 （ a ) 取任意一个 A > 1，有 


x^e^ ax 


X 


入 + M 


1/x 


入 


e 


ax 



积分收敛. 

(6) 首先注意，当 : r — 0时被积函数趋于0,今仍取任意一数 A > 1，得 


X 





^ e 2 X . x -(2 X + 2) ^ x -(2 X + 2) 当 T—+OC 时; 


积分收敛. 

( B ) 当 : r — 1时被积函数趋于0.令1 < A < 2,则被积函数与 l / x x 之比可以写成这样: 



积分收敛. 

3) 讨论下列积分的收敛性: 


( a ) 



sin ^Jx 
^ Jx{a + x ) 


( a >0)， 



Lb _ CLX i 

x^e cos xax 


("，a > 0). 


提示两个被积函数都是有界函数与（绝对）可积函数之积. 
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4) 讨论下面积分的收敛性 （a > 0): 


a 


dx 


sin ( j 3 2 x 3 ) dj 3 


a 


1 


0 


0 


sin (/3 2 x 3 ) dj 3 > dx ① 

J 


今试求“内层”积分当 a ; 



变小的阶.在其中令 /3 2 x 


3 


之;■有 


a 


sm(p 2 x 3 )dp 


a 2 x 3 


0 


2 x 3 / 2 


0 


smz 




dz 


因积分 lo 


sm ^ 




dz 收敛 [476]， 有一常数 L 存在，使对于所有4 > 0都是 


A . 

sm z 


0 




dz 


< 2 L . 


于是积分 f ^ sm ( 0 2 x 3 ) d0 的绝对值不超过 


L 


5) 求证下列积分收敛 （ a ， 匕 A > 0): 


x 3 / 2 


由此推知所设积分绝对收敛。 


⑷ 


0 


x - sm ax 
k 2 + x 1 


OO 


dx ’ 


⑹ 


sin x sill y 

- Chtlj ^ 


0 


X 


X 


㈤ 


\nx 


a 


x sm a ; 

x 


sin(x + x 2 ) 


dx . 


( r ) 


o 


X 


X 


dx 


解答这几个积分都可用狄利克雷判别法. 


( a ) 函数 g ( x ) 
sin axdx 显然有界. 


(6) 函数 g ( x ) 


x 


k 2 + x 2 


，对于充分大的单调递减而且当 ： r 


— > 


oo 时趋 于零； 积分 


X 


X 


，单调递减而且随 re 



而趋 于零; /(X) 


e sm " - sin 2 a ;, 所以（若令 


sin x 



f A 


/^sin A 

/ f ( x)dx 

= 2 

/ tetfit 

Jq 


Jo 


< 2e 


(B) 函数 g ( x ) 


Inx 


x 


x 


，对于: r 的充分大的值 




^^( A - lnx )<0, 


X 


所以 9 ( x ) 递减，显然 g ( x ) 趋 向零； 等等 • 


( r ) 函数 g ( x ) 


x 


A 


;/(工) 


sin(x 4 - x 2 )， 所以（令 z = x + x 2 ) 


2 


A 


A-\-A 


2 


sin(rr + x 2 )dx 


sin ^ 


a 


Cl^\-CL 


2 


Vl + 4 z 


dz 


这一表达式为有界的，因为积分/ 


sin 2: 


a+a 


2 


6) 证明如下 断言: 


Vl + 4 z 


dz 是收敛的（可用狄利克雷判别法验证之). 


①这里假定“内层”积分为2：的连续函数而不加证明. 
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设函数 f ( x ) 给定在区间 K + 00 )，其周期 U > 0,而函数 g ( x ) 在同一区间单调，当 X 


+GO 


时趋于 0 ,若（常义）积分 


a+oj 


f (X) dx 



a 


则（反常）积/分 


f ( x ) g ( x)dx 


a 


收敛.反之，若 


d^oj 


f ( x)dx 


以 0 , 


a 


则积分 （5) 收敛或发散决定于积分 


g { x)dx 


a 


的收敛或发散. 

( a .) 首先假设条件 （9) 成立，来证明积分 


A 


f ( x)dx 


a 


在这种情况下，对所有 A > a 保持有界. 


根据314目 10) 及316目的附注，显然有 


+ kto 


f ( x)dx 




0 (k 




1,2 


9 W § 




⑼ 


⑸ 


(9^ 


( 10 ) 


那么，对无论怎样的 A > a , 若取 /c 


E 


A 一 cl 


U ) 


，将有 


f A 


f A 


P 一 Ic(jJ 

/ f ( x)dx 


/ 

— 

/ 

Ja 


J a+ku) 


J a 






\ f(^)\dx 


L 、 


a 


所要的结论可从狄利克雷判别法直接推出. 


K 


⑹在假设 （9*) 中，把 f ( x ) 替换为 /( x )-~. 因为后者适合 （9) 类型的条件，则积分 

U ) 


a 


f ( x ) - -K 

LO 


g ( x)d 



根据所证的是收敛的.由此已明白：积分 （5) 与 （10) 同时收敛（或发散). 


7) 例如，若在区间 [0，+ oo ) 内令 f ( x ) — sin 





则可看出，积分 


7T 



0 


sm xdx = — 7 ^ 0 ^ 


因此，积分 


sm x 


g ( x ) dx 


0 


(在对 9 的前述假设下）与积分 （ 10 ) 同时收敛或发散 

反之，积分 


(5*) 


-— sm x 


0 


g ( x)dx = ^ / cos 2x • g ( x)dx 

^1 
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在任何情况下收敛，而与积分 （10) 的性态无关! 

8) 讨论下列积分的收 敛性： 




( a ) 我们有 



sin(sina;)dx 



因为末后这两个积分（以 z 
根据 6), 积分 （ a ) 收敛. 

(6) 这一次 


27 T - X 代入后一个）只差一个 符号. 



e sinx sm(smx)dx > 0^ 


因此丨参看6)]，由于积分 

发散，积分 （6) 发散. 

9) 研究积分 


依赖于参数值 M > 0的收敛性. 




sin x 

+ sin x 


dx 


我们有等式 


右端第 一 项的积分 


sins sin x sin 2 x 

+ sin x x^(x^ + sin x) 



sin a: 


dx 


如我们所知 [476]， 总是收敛的，转而研究右端第二项的积分 





sin 2 


x 


x^(x^ -f sin x) 




因为 


sin 2 x 


< 


sin 2 x 


< 


1 


68 ) 


x^(x^ + 1) + sin x) x^(x^ — 1) 


则当 M > § 时，右端表达式的积分收敛，且积分 （11) 和它一起收敛.当 M S 时，考虑左边表 


达式的积分，根据 


与由此得出的积分 



dx 

x^{x^ + 1 ) 


(a> 0) 


同样是发散的，从而积分 （11) 与它们一起发散. 

结果， 所说的积分当 M ^收敛，当 m ^发散. 


68 )不降低一般性> 可以假定 X >1, 因为对于所考虑的同一函数的积分/°°收敛的充分条件是积 
分/ 2 °° 收敛. 
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这个例子，在 M ^的情形，与狄利克雷收敛判别法作一比较是有教益的.第一个因子 sinx 
的积分有界，可是第二个因子 


x # + sinx 


当 


X — > 


oo 时趋于0,被破坏的仅仅是这个因子的单调性的要求，所论的积分就是发散的 


10) 研究积分 


X 


dx 


0 


1 + sin 2 x 


与参数值 > 0 有关的收敛性. 


用 f ( x ) 表 7 K 被积函数，当 x 在 n 7 r 与 （n + l )7 r 之间变化时有 


rnr 



(n + l )7 r ]0 sin 2 x 


( f ( x ) ^ 


:(n + 1) tt ] 


1 



mr)^ sin 2 x 


积分这个不等式，考虑到 


(n+l) 


dx 


7T 


dx 


7 T 


1 + 乂 sin 2 x 


o 



A sin 2 x 


\/l ^ A 


① 


便得 


n 


a_a：+l 



(n + l) 


^/l + (n + l )^7 r ^ 




f(x)dx ^ 


n + 1 广 7 r a+1 

Vl + n ^7 r ^ 


现在对 n 从 0 到 oo 求和: 


( 12 ) 



n 





0 


^1 + (71 + I)%" 




0 


f(x)dx < 


( n + l ) 



O ： 十 1 


0 


\/l + n ^ TT^ 3 


因为两端的级数与级数 ffn 
同时收敛或发散. 


2 


0 


同时收敛或发散，所以对中间的积分也与级数 




于是所论的积分当 0 > 2(^+1) 时收敛，当々 < 2 (a + 1) 时发散 

'' I I ii_ 1 丨 — | linn — 

11) 对积分 


x a dx 


0 


1 + M 


sin x 


(a，/3 > 0) 


也进行如同上题的讨论. 


论证的方法如同上例 • 这里代替积分（ I 2 )的，是研究积分[参考 288,14)] 


7T 


dx 


0 


1 



A sin a : 


2 


ln ( A + VA 2 - 1) 


\fA 


2 


(A>1) 


因为当 A 



时 


ln(A + a / A 2 一 1) 


In A 

~A 


) 


则只需把所论积分与级数 



n 


i 


ln(n + 1) 冷 

n + 1)0 


与 X ^( n + !) 


Inn 


(3 


1 


①这 容易由 288，10) 或 309,9) 推出. 
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作比较，即归根结底同级数 


E 


Inn 


2 


作比较. 


答案当0 > a + i 时积分收敛，而当/3 < Q ： + 1时积分发散 
例 6),7),9),10),11) 属于哈代 ( Hardy ). 

12) 试完全确定依赖于参变数 a 与 （ 3 的积分 



dx 

1 + x a • sin x 



a > 0,0 > 0 ) 


何时收敛与何时发散. 

( a ) 假定 a 彡 1. 则由于 



X 


sino : 





l + x a " 


所以这时积分发散 [474]. 


(6) 假定/3.这时把积分拆成级数 [477] 即有 


E 


(n+l) 


dx 


71 = 0 J n7F 


\ + X 


smx 


0 


E 


dz 


0 


0 



( n?r -f z) a sin ^ 3 z 


>E 


1 

^+ T ) 


0 • 


但在 0 ^时 


n?r 十 z ) sin 


0 


(3 


z < (n + 1 广 7 T 




z 


< (n + 1) 


7 T 


(n + 1)^ 


1， 


所以最后一个级数的各项大于发散级数 


E 


2n △一 ^ n + 1 

0 


的相应项.可见积分也发散. 


( b ) 假定 a > /3 > 1. 这时我们把积分 J 表成和 A + J 2 , 其中 


Ji 


E 


w ■ 

2 


0 1 - 


0 



dz 


nir + z) a sin ^ 3 z ’ 


J 2 


E 


# % 

2 


dz 


o 



(717 T — z) a sin ^ 3 z 


7 T 


于是，注意 0< z <5 与 n > l 时 


riTT + z)^ sin^ 2 ; > (n7r) a ( 昱之 ) 


n c z 


P z 0 , 其中 c = 27 rt — 1 


由此 


2^ 

2 


dz 


7T 



( n 7 r + z) a sin ^ z 

1 [°° dt 

= c I IT ¥ 


其中 




dz 


1 + n a c， 8 zf 3 




CK 

n 万 • c 


n dt 

1 + M 彡 nf 
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所以 

00 

< 7^ + C* • 5 、 — ET < +CO. 

2 ^ 

n=l 

同理也有 J 2 < + oo . 可见积分收敛. 

( r ) 普遍情形 a > 1，同时 a > /?,可以化归 a > /3 > 1 的情形.因为这时我们可以任取一数 
0' > 0使 a > > 1. 因改小的值只有使得积分更收敛，所以在这普遍情形下所设积分收敛. 

总结以上的讨论，可见积分 J 在 a > 1同时 a > /?的情形下收敛，在其他情形都发散.也可 
以简短些说：积分 J 在 a > max ( l ,/3) 时收敛，在 a < max ( l ,/3) 时发散. 


§2. 无界函数的反常积分 


479. 无界函数的积分的定义 今看一函数/( I )，给定在有限区间 [ a ，6] 上，但 

在该区间上为无界的‘更确定 一些， 假设这函数在任一区间 [ a ^-77](0<77<6- a ) 

上都为有界而且可积，但在6点左边的每一区间 [ b - rj . b ] 上都是无界的.在这种情 
形，点6称为 奇点. 

当77 — 0时积分 f 广 71 f 〔 x)dx 的 (有限或无穷的）极限，称为函数 /㈤ 从 a 到 
b 的 (反常）积分，而且像通常那样记作 



这时若这个极限是有限的，则说积分 （1) 收敛，而函数/ ㈤ 则说是在这区间» 
上为可积.若极限 （1) 为无穷或完全不存在，则说积分 发散. 


例题 1) 函数 在任一区间[0,1-7 ? ](0<7 7 <1)上都有界而且可积.并且 

VI — 



1-?7 

arcsin x 

o 


arcsin (1 — rf )‘ 


函数在2 = 1这点成为 无穷： 当 Z — 1时 1 2 — + CO . 显然在任一区间 （1 一 ％ 1) 内函数 

都无界，即 : r = 1这一点为奇点.在实用上常常遇着的正是这种奇点. 

因为算出来的积分当 77 — 0 时趋于限极 arcsin 1 = ^,所以存在反常积分 

△ 



现在假定函数 /( x ) 在任一区间 [a + T ] 1 , 6](0 < rf < b - a ) 上都为有界而且可积， 
但在 a 这一点（奇点）的右边每一区间 [ a，a + r /] 上为无界.则函数 /㈤ 从 a 到 b 


的（反常）积分用等式 



( 2 ) 
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(在右边的极限存在而且有限的假设之下）来定义. 

_在普遍情形下，区间 [ a ，6] 上可有若干个奇点 C Q ， Cl ，…，^^， c m , 在这些点附近 
函数/( X )为无界，但在不包含这些奇点的每一闭区间上，函数都为有界而且可积. 

假定（为了简单起见）只有三个这样的点，而且其中有两个就是区间的端点 a 与 
6,第三点则介于二者之间. 则函数 /( X ) 从 a 到 6 的积分由等式 



f{x)dx = 


lim 

r ? i^O 


巧 4—0 


rc-r]2 

j a+m 



(3) 


给定，只要这极限是存在而且有限的. 

在区间 [ a ， c ]，[ c ，6] 内各取 d , e 点，则有 



很容易看出，极限（ 3 )的存在就等于后面这四个新积分的极限同时存在，所以定义 
(3) 可以改写成 





= lim 

rj / ^0 


arcsin(— 1 + r/) 


7T 

2 




4) 判断反常积分 


对于指数 A >0 的那些值存在. 

若1，则积分 



⑷ 



@除去这些积分中有两个等于有不同符号的无穷大的情形. 
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当77 — 0时，其极限为 oo 或为有限数 a ) 1 ^ ,要看 A > 1或 A < 1而定.若 A = 1， 

- ln (6 — a ) - In 77 — +00 (当 ▽ — ())• 

所以积分⑷在 A < 1时收敛而以 - L -( b - ay ~ x 为其值，但在 A > 1时则发散[比较 470,2)]. 

5) 对于与积分 （4) 没有多大差别的积分 

( 6 > a ， A >0) 

也有相同的结果. 




附注若函数/(4在区间 [ a ,6] 上就通常意义而言为可积（因而积分 J b a f ( x)dx 

已有定义)，则极限等式⑴[或⑵或⑶]仍然成立.这可由积分对于变动上（下）限 

的连续性 [305,11°] 直接推知.这样看来，我们是把通常积分本来就适合的一个等式 
当成了反常积分的定义. 

最后，我们来看函数/ ㈤ 给定在无穷区间上的情形，譬如说在区间 [ a ,+ 00 ] ±, 
其中有有限个奇点在这些点附近 /( x ) 是无界的.假设在每一有限区间 

上积分 la f ( x ) dx 都存在，为一通常积分或按照上面定义的反常积分.那么，再令 
A + oo 即 口1 用第 47 0目等式⑴定义出区间 [ a ，+ oo ] 上的反常积分. 

在无穷区间的情形，点士( X )很像以前对于有限区间所讲的奇点，必需附带上取 

极限的步骤 • 为了这个缘故，我们也把土 OC 叫做奇点，不管/( X )当: T 无限增大时为 
有界与否. 

480. 关于奇点的附注 我们来看定义在有限区间 [ a ，6] 上的一个函数 /( x ), 假定它在这区 

间上就通常意义而言为不可积的 • 则在区间 [ a ，6] 上必有一点 c ， 在它的每一邻域内函数都（在通 
常意义下）为不可积的. 

其实，假如根本没有这样的一点存在,则区间 [ a , b ] 上的每一点: r 都可用一个邻域 a 围起来， 
使函数在它范围内为可积的.运用博雷尔引理 [88] 到覆盖着区间 [ a , &] 的这组邻域 D = { a }， 很 

容易把区间 [ a , 6] 分成有限个部分，在每部分内函数都为可积的.然而这样看来，函数必然要在整 
个区间 [ a ，6] 上为可积，因而要与假定相反了. 

所说的 c 点自然也叫做 奇点： 在它这里 “ 凝结”着函数的不可积性！奇点可以有若干个甚至 
无 穷个； 例如狄利克雷函数 [300,2)] 的情形，奇点就毫无例外地充满了整个区间 [0,1]. 

我们现在只讨论有限个奇点 ci , c 2 ,--- 的情形 • 在这种情形，出现于这些点的“奇”性是 
很容易发 觉的： 在这些点的每一个邻域中函数根本就是无界的（所以无界性就成为于通常意义下 
不可积的原因).要证明这件事只需看仅有一个奇点而且就是6的情形就够了. 

所以假定对任意77 > 0(7? < 6 - a ) 函数/(4都在区间 - 7?] 上为可积（因而就为有界)， 
但在区间 [b - 7 ], b ] 上为不可积的 • 要证明的是，在这些条件下函数 /(； r ) 不可能在6点附近为有界. 

①奇点的个数也可以是无穷多个，只需在每一有限区间 [ a , A](A > a ) 上仅有有限个（这个数随 
A 而无限增大). 
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我们且假定这事的 反面： 对于 [ a , b ] 上的所有 rc 都有 


\ f ( x)\^L ( L = 常数） • 

任意给定一数 e > 0后，我们取77= . 因函数 f ( x ) 在区间 [ a , b - Tf ] 上为可积，对于 | 

这个正数必可得一数 6>0, 使这区间分成长度 h < h 的若干段时就有 





其中叫 像通常一样表示函数的相应振幅 [297]. 我们还可以假定 5 <外 现在把整个区间 [ a , b ] 
分成长度5的若干部分，在区间 [ a , b - 77 ] 之内的那些部分记作△々/，其余的部分记作 
△〜〃； 在后面这些部分中至多（当 6- 77不是分点时）有一个超出 [ a , b - rj ] 的界限.于是，像刚才 


样，有 


u)i，Ax 




而另一方面又有 


〉: cj^/Ax^/ 

i" 


< 2Z/ • 〉: Ax^// 

i" 


< 2L(rf + 5 ) < 4：Lrj — 


2 



故得 

= E+E <e. 

i i f i" 

然而这正是函数 f ( x ) 在整个区间 [ a , b ] 上可积的条件 [297], 因而6并不是奇点，而与关于它的 
假定不符合，这就完成了证明. 

这样 看来， 在奇点个数为有限的情形，奇点的特征就在于函数在它们的附近不为有界.这正是 


我们在前一目中定义奇点时所采用的. 


481. 积分学基本公式的用法.例题 假设函数 f ( x ) 定义在区间 6] 上而且 
(就通常意义而言）于每一个区间 [ a , 6 -77] 上可积，但以纟为一奇点.若函数 /&) 在 
区间 [ a , 6) 内也就是对于 a < x < b , 具有一原函数 F ( rc )， 贝 I 」 



因而反常积分 （1) 的存在就等于有限极限 limF(b - 77) 的存在.若这个极限真的存 

在而为有限，我们自然就把它当作原函数 F ( x ) 在 : r = 6时的值 F ( b ), 以使 F (: r ) 在 
整个区间 [ a , 6] 上连续.于是积分 （1) 的计算公式呈通常形状： 


f f ( x)dx = F { b ) - F ( a ) = F ( x ) . (5) 

Ja a 

若奇点发生在区间 [ a ，6] 之内，或在积分区间上同时有若干个奇点出现，这个公 
式也同样 成立； 但是（必须牢牢地记住）要有一定的条件，就是要原函数 F { x ) 在奇 

点 以外各处都以 f ( x ) 为其导数 ，而且处处连续，即使在奇点的地方也不要例外. 这样 

的原函数的存在自然保证了反常积分存在. 
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附注关于“原函数” F ( X )， 我们可以把它的意义了解得更广泛一些 ：函数 i ^) 
应该处处以/( X )为其导数，这不仅在/( I )的奇点处可以例外，在某些有限个点处也 

可以例外 ，只要在这些点以及奇点处函数 F ( x ) 保持连续即可 [参看 310]. 

把基本公式（ 5 )里的6换成 xj ( x ) 换成 F ’( x ), 我们就可以像在第310目里一 
样，把这公式写成 

广 X 

• F ( x ) = F ( a ) + / F \ x ) dx . 

J a 

这样就把任意给定的导数 沪⑷还原成 原函数 F ( x ) ) 只要这导数可积就行，即 使是就 

反常积分的意义下也罢. 

现在来讲一些例题. 

o dec o 

!) /_! ¥，奇点 z = 0 ;因原函数2^ 2/3 在这点也连续，所以积分存在： 



2) /不存在，因原函数 In |/ - 1| 在奇点尤=土 1 成为 oo. 

pi arcsin x T ^ . 、、 m n W l ^ 

3 ) Jo ^/j _ x 2 dX) 奇点 z = 1; 这里原函数 - (arcsin x) 2 在: r = 1 处连续；所以积分存在 


4 ) fo Inxdx , 奇点 x = 0;这里原函数: rlnrr - o : 当: r — 0 时以0为极限.把这极限值当作 
原函数在 x = 0 的值，即有 



1 

In xdx — (x\nx — x) 




o 



dx 

xVSx 2 — 2x — 1 


奇点 x 


1; 我们有 


2 


dx 


x\/3x 2 — 2x 


1 


arcsin 


x -\-1 
2x 


2 


i 


丌 

2 



arcsin - . 

4 



2 


dx 


1 x In x 


，奇点 x = 1; 积分不存在，因原函数 lnlnx 在 x = 1处成为 oo 


482. 积分存在的条件和判断法 我们只要讨论与定义 （1) 有关的情形，因为别 
的情形可以仿照，并无 困难. 因与无穷区间 [ a ,+ oo ) 上的反常积分完全相仿，我们仅 
限于叙述一些基本命题.证明都与以前的相似. 

在/⑷是正函数的情形下，为使反常积分 （1) 收敛，必须且只需当任何77 > 0 
时成立不等式 

fb-T) 

/ f ( x)dx ^ L (L = 常数). 

J a 

474目的比较定理的陈述与证明，在所考虑的情况下几乎是不变的.我们不加 
证明地引人由此推岀的柯西判别法. 
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设对于充分靠近6的: r 值，函数 f ( x ) 具有如下形式 


f ( x ) 


g ( x ) 


(b — x ) 


入 


( A >0) 


那么， 1) 若 A < 1，且 〆 o ：) 彡 c < + oo , 则积分 f ^ f ( x)dx 收敛， 2) 若 A > 1，且 

g ( x ) 彡 c > 0,则这个积分发散. 

在实用上方便的更为特殊的 形式： 

若当 ： r — 6时 f ( x ) (与比较)是 A > 0阶无穷大，则积分 f ( x)dx 收敛 

与发散依 A <1 或 A >1 而定. 

例题 

1) / o ' 17==- 被积函数当 z — 1时是^阶无穷大： 

Vi — x q 4 


1 


^ l - x 4 • 


X 


\/1 - X X 2 X s 


\/4 


( 当 x 


1) 


因此，积分收敛. 


2 )/o 


dx 


v/(i — W)(l 


k 2 x 2 ) 


(左 2 


< 1)， 无穷大为 i 


阶，积分收敛. 


3) Jq Inxdx , 若 /i > 0, f ( x ) 
M ^ 0) 被积函数在 x = 0 变为无穷大. 

若 M > -1， 则取 A 符合条件1 > 


X 


M 


In x — 0 ( 2 ； — 0)，积分是作为常义积分而存在•当 




于是有 


In x 

~~ I ~~ 


x 


A 


x X+fJ ^ In x 0 (x 0); 


因为积分 Jq 1 @ 收敛，则所论积分收敛[根据与474目定理2类似的定理]①. 

\£/ 

最后，若 M < -1，则积分 I 。 1 x ^ dx 发散，所论的积分则更加是发散的，因为 


In x 



[根据同一定理]. 

许多更深入的例子，读者可在下一目找到. 

其次引用布尔查诺与柯西的判别法，即有这样一个关于收敛的普遍 条件： 

要反常积分 ft f ( x 、 dx (以 b 为奇点）存在，必须且只需对于每一数 5 > 0都对应 
地有这样一个数6 > 0,使在 0 <rj < S 与0 < rf < 5 时总有不等式 



由此可以像以前一样 推出： 

若积分 /=|/ ㈨I 咖收敛，则②积分， ! b a f { x)dx 必然收敛. 

① 我们对函数 Minx 应用适合于正函数的判别法，因为这个函数逵直变号，就归结为正函数. 

② 在 /( a :)( 就通常意乂而 g ) 可积于每一区间 [ a ， b — rf ]( r ) > 0) 上的假设之下. 


• 494 . 


第十三章反常积分 


[482] 


反之则一般不 正确. 所以我们在这里特别分辨出积分 f ( x)dx 与 f ^\ f ( x)\dx 

一同收敛的 情形； 这时候就说第一个积分 是绝对收敛， 而函数于区间 [ aj ] 上绝对 

可积. 

在这里，类似于476目最后一个定理，容易 证明： 

若函数 /($) 在区间 [ a ，6] 上绝对可积，而函数 〆 x ) 在 [ a ，6] 上在通常意义下可 
积，则函数 f ( x ) • g { x ) 在上述区间上绝对可积. 

与级数的联系由下述定理 给出： 

要反常积分 J b a f { x)dx [VX b 为奇点）存在，必须且只需对于任何一列数 an — 6, 

级数 

^广+1 

2^ / f ( x)dx ( a 0 = a，a < a n < b ). 

n=0 ^ a?1 

都收敛到同一个 和数； 这和数也就是反常积分的值. 

我们现在给一个例，表明一个积分可以收敛而不绝对收敛.设在0 < a : < 2时 


f ( x ) = 2 x - sin 


7T 
X 


2 丌 

x 


7T 

• cos - 

X 


这函数在 x >0 时连续，在区间 [ 0 , 2 ] 上的唯一奇点为 rc = a 另一方面不难验知 /(X) 的原函数 
为 


当 : r — 0时有极限 F (+0) 


F ( x ) = x 2 

o . 所以存在积分 


. 7T 

♦ sin — 

X 



为要看出积分 / Q 2 \ f ( x )\ dx 确实发散，我们把它表成级数.取一列数 a n 4 0: 


cio 


CL 2 k -\ 



2 


2 k - 1 


) (^2 k 




Vk 


(/c = 1 ， 2 , 3 , 


囅毳 ■ 


于是 



l 


\ f ( x)\dx > ^2 


a 2k-l 


\ f(^)\dx 


n 


在区间 [(22 A :， Mfc - l ] 上，即在 fc 7 T > 
确定的符号，因而 


A ： = l J °^2k 

丌 - 7 T „ r 丌 


7T 


> / C 7 T -- 时， Sin ■^与 cos 5 符号相反，所以/(工)保持 

丄 0C X 


a 2h-l 


\ f(^)\dx 


a 2 k 


a 2A:-l 


f ( x)dx 


a 2 k 


|F(a2/c-i) — F(a2 ； c)| 


2 、 

2 k - 1 > k 


由于调和级数 $ 的发散 ， 推知所考虑的积分级数发散，因而所设积分也是发散的. 
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483. 例题讨论下列各积分的收敛性. 


1) ( a ) 



dip 


\/cos ip — cos 6 ) 


⑹ 



1 


dx 


° 柯 


e 


X 


e 


(r) 



# % 

2 


0 


{ tgx ) p dx ^ 


(A) \ 


cos 沒一 sin 



X 


P 


( B ) 



dx 
lnx ’ 


cos 0 -\- sm 9 


dO 


解答 （ a ) 奇点 9 二 因存在导数 


lim 

ip—>0 


COS ip — cos 



9 


0 


— sin 


被积函数 


当 W 


(6) 奇点： T 


0 时就 
0 ■因 





而言为1/2阶无穷大.积分收敛 


e x — e 一怎 


lim 

x ― ► 0 CC 


2, 


被积函数的阶（就 i 而言 

X 


为 2/3. 积分收敛. 


(B) 这里 


\nx 


x 


1 


当 


X — 




被积函数的阶 



1 


X 


而言等于 1. 积分发散. 


( r ) 若 p > 0则奇点为 若 P <0 则奇点为 0. 在这两种情形被积函数的阶都是 | p | . 所 


以积分在 IpI < 1时收敛，在 IpI > 1时发散. 

(A) 若 p > 0，奇点为—若 p < 0,奇点为 i 

、 r 1 Inx . …、 r i x b ~ x — x a ^ 1 _ 

2) ( a ) f n - 7 == dx , (6) /_ -:- dx 


答案与刚才相同 


vl — X 


0 


In x 


( a ，6 > 0)， 


(b) In sinxdx , ( r ) 几 2 In | sin 2 9 — k 2 \ d 0 ( k 2 ^ 1). 


解答 （ a ) 当 a ; — 1 时被积函数趋向 0 •奇点 x = 0 •取 0 < A < 1，贝 [J 


\nx 


x 


入 


Inx 


Vl - x 2 x 


入 


\/l — x 2 


0当 


X 



积分收敛. 

⑹当 


X — 


1时，被积函数成为不定式，但有有限极限 （= 6 - a ). 奇点 Z = 0( 假定 a ， 6 


数中至少有一个小于1，但我们要假定的正是这样).被积函数与其分子的比值等于 


1 


x 


0)，而分子的积分 ^( x ^ 1 - x ^ dx 收敛； 故所设积分收敛 
(b) 奇点 x = a 取 o < a < i ， 就有 


In a ; 


0( 当 


In sin x 


X 


A 


sin A x - In sin x ^ 0 (当 ： r — 0) 


1 /x 


A 


sm x 


故所设积分收敛. 


7T 


( r ) 令 = sin u ) [0 < to ^ — 

Ad 


, 则奇点 o ^ uj . 仍取 o < a < 1，则 


In I sin 2 0 — sin 2 cj 


l /\6 — to 


入 



— CJ 


sin 9 — sin cj 


入 


sin ^ — sin cj 


入 


{In I sin 沒一 sin cj 



In (sin ^ + sincj )} 


当沒 — o ; 时趋向零；故积分收敛. 
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3) ( a ) x a ^ l (l — x ) b ~ 1 dx , (6) rr a_1 (l — x) 6_i \ nxdx . 

解答 （ a ) 当 a < 1 时 0 为一奇点，当 6 < 1 时 1 为一奇点.我们分所设积分为二，譬如分 

+ / i - 因被积函数当 : c — 0时（只要 a < 1) 就成为1 - a 阶无穷大，所以第一个积 
分仅在条件1 - a 2 < 1之下存在，即仅在 a >0 这条件之下收敛.相似地，第二个积分仅在> 0 
的条件之下收敛.这样看来，所设积分在而且只在 a >0 并且同时6 > 0这种情形才收敛. 

(6) 关于点 a ; = 0的情形与前相同.只需把积分就 a < 1的情形加以考虑（当 a > 1时， 
积分成为一个常义积分而存在).推理与482目例题 3) 相同.如像情形 （ a ) 里一样，积分在 a >0 
时收敛. 

至于点2 = 1，则这里的情形有所不同，因为当 : r — 1时 lnrr 成为一阶无穷小.积分 f 当 
6 > -1 时 存在. 2 



总结起来说,所设积分的收敛条 件为 : a > 0,6 > -1. 


4) 



sin 


-i 


(pdip 


1 



A ; cos <p 


解答因为 /c < 0 的情形可以用变换 p = 7 T - A 化成 / c >0 这种情形，所以我们可以只 


假定 /C > 0. 不但如此，为了要积分在所有的情形都收敛，还 必需： n > 0 


否则被积函数当 


4 0 ( 或 W — 7 T ) 时就至少是一阶无穷大. 

若 /c < 1 ; 则 n > 0这个条件也是充分的. 

当 /c = 1时，积分不可能存在，因为 W 4 7 T 时被积函数成为1阶无穷大. 

最后,设 /C > 1. 于是就出现一个奇点 a = arccos ^,当 中 — a 时被积式变成 n 阶的无 

穷大，这意思是说,要想积分存在就要求 n < 1. 

所以积分在两个情形收敛，即 1)0 < /c < 1而 n > 0,2 )k > 1而0 < n < 1;在别的情形都发 
散. ^_ 1 

5 )⑷ ( 6 ) r 

解答 （ a ) 奇点为00,而（当 a < 1时 )0 也是一个.若把积分这样拆成 两段: 

则第一段积分当 a >0 时收敛（对于: r 而言无穷大的阶为1 - a < 1)，而第二段积分当 a < 1时 
收敛（对于 i 而言无穷小的阶为 2- a > 1). 所以积分在0 < a < 1时收敛. 

X 

(6) 奇点为 oo 和0, /。°° =义 1 + /广•取0 < A < 1，即有 


In x 
1 + x 2 




故 io 1 收敛. 今取1 < M < 2,贝 IJ 



In a : 


x 


2 


1 + X 


2 




\ X 


2 


In a : 
x 2 ~^ 


0，当 


X 


+ 00 , 


这就表明也收敛.于是推知收敛. 

( B ) 奇点为 oo 与 0( 后者出现于 P < 1 的时候 )• 仅当 P > 0时 J *。 1 存在（就 i 而言为1 - p 
阶无穷大) • 至于 则对于任何 P 都 存在； 因为，取：\ > 1，即有 x 


l / x x 

当 p > 0时存在. 



工入 +p-l 


e x 



当 X 4 + oo . 
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6 ) 在这个与后面的两个习题中，所考虑的函数 /( a ;) 与 gOr ) 都假定是定义在有穷区间 [ a ，6] 
上，不过也许有有穷个奇点. 

求证： 

( а ) 若函数 f 2 可积,则函数/本身必定是绝对可积（这样的函数/就说是“平方 可积” 的) 69) ; 

(б) 若二函数 f 与 g 是平方可积，则它们的和 f + g 也是平方可积； 

( B ) 在同一假设之下，乘积加也是（绝对）可积的函数. 

这些都可根据比较定理从下列不等式很简单地推演 出来： 

(/ + 分) 2 彡2(/ 2 十/)， 

7) 对上述一类的函数可以建立如同在 321 目中那样建立过的积分不等式，而在那里假定所 
考虑函数在通常意义下是可积的.例如，若在任何情况下 6 是唯一的奇点（它可能是 do), 则仅需 
对区间 [ a , x 0 ] 写出某个不等式，其中 a <吻 < 6 ,然后当抑 — 6取极限，以证明对反常积分来 

说不等式成立.同时由不等式右端的积分的收敛性推出左端积分的收敛性，这与我们在 375 目 8) 
中对无穷级数所作的一样. 


484. 反常积分的主值 假设函数 /( a :) 给定在区间 [ a , 6] 上，只有一个奇点 c 在这区间内， 
在不包含 c 的任一部分区间上都是（常义）可积的.从 a 到6的反常积分是用等式 



来下定义的，其中极限当？7和 r / 独立无关地取极限时 应该存在.在有些情形里，这个极限不存在， 
但若令 r ? 与 r / 保持相 等而趋于零: V = 77 — 0,这样来考察以上表达式的极限，往往是很有益处 
的.如果这个极限存在，就（按照 柯西的 先例）称为反常积分 J^f(x)dx 的主值而记作 



[V.p •是 “Valeur principale” 一词的两个字头，按法文的意思就是“主值在这种情形下，通常 

便说积 分 ./^/(4^0 ： 在主值的意义之下存在. 若一个积分 / a 6 /(:r)da; 作为一个反常积分而存在.则 
显然也在主值的意义之下 存在； 但反过来，一般地说，却是¥对的.我们来看一些 例题. 

1) 积分 / a 6 -~z~( a < c<b) 当作一个反常积分来看是不存在的，因为表达式 

00 C 



当 77与 r / 互相独立无关 地趋于0时没有确定的极限 • 然 而若把77和 r / 用条件 rf = v 联系起来 
就得到表达式 



69 )在这里，区间假设是有限的. 
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事实上是与 ry 无关的，所以存在有积分的 主值: 


b 


V.p. 


dx . o — c 

In 


a 


X — C 


c _ a 


2) 积分 


b 


dx 


a ( X ~ C ) 


n 


(a < c < 6, n > 2) 


当 n 为偶数时有无穷大值，而当 n 为奇数时，作为反常积分，全然不存在.我们现在考虑表达式 


、C 一 7] 


dx 


b 


dx 


a 


x — c) 


n 



c + rj 


(: r-c) 


n 


l 


n — 1 { (a — c) 


n —1 


( b - c ) 


n—1 



v 


n — 1 



-i) 


n 


v 


n—1 


当 n 为奇数时，这表达式成为一个 常数; 所以在这个情形是有主值 


b 


V.p. 


dx 


a ( X ~ C ) 


n 


n — 


CL _ C) 


n — 1 


(6 —c) 


n—1 


( n 为奇数) 


3) 再看发散的积分 t 
数变为一阶无穷大.我们有 


7T 

2 


dO 


k 


sm 



(0 < k < 1). 奇点为 a = arcsin k, 而且当 (9 — a 时被积函 


de l T 

- - IT1 

k 

— s \ n 0 

1 ln 

sin a — sin 0 

k-sinO Vl - k 2 

1 ~ k sin 6 

—\/l — k 2 cosO 

j in 

VI - k 2 

1 — cos(ct — 0^ 


所以 


a — T) 


7T 



1 


0 


ci+rj 


VI-k 2 


In 


sin a — sin(a — rj) 
sin (a + rj ) — sin a 



In 


1 


cos a 



sin a 


当 


V 


0 时第一项里对数符号后面的表达式趋于 1( 这是不难用洛必达法则验证的).于是 


7T 

2 


V ! 


de 


1 


0 


k - sin 0 v/l - k 2 


In 


VI - k 2 


k 


(0< k < l ) 


在有一些情形能够预先判断积分主值的存在性 • 我们现在要讲一个这样的情形 • 假设给定一 


个积分 


b 


dx 


a /㈤’ 


其中函数 f{x) 在区间 [a,b] 上连续而且仅在区间内的 C 这一点变为 0. 假设在 
阶导数 f\x) 存在，当 X = C 时不为0,并且在这一点还有二阶导数 /〃( c ) 存在. 


C 


点邻域内有一 


因为 


/⑻ 


当 


X 


C 时成为一阶无穷大，且当 X 通过 C 点时变号，所以所论的积分是发散的 


我们要证明的是它在主值的意义之下存在. 

今令 


/⑷ 


/ 7 (c)(x - c) 



咖）， 


则 (f(x) 对于 x^c 为连续 • 在 a : c 附近，我们根据带有佩亚诺形式余项的泰勒公式 [124] 有 


/ ㈤ 


f(c)(x - c ) + 



// 


( c ) + a{x)\ 


( n ) 

2 


2 


) 
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其中 a ( x ) 当 : r — c 时趋于 0. 于是显然 

+ a(rr)] 

咖•卜- r ~ a. f \ - T ， 

f ( c ) Hc ) + f { c ) ^ a { x \ x - c ) 

= 

所以 ip ( x ) 在 ； r = c 附近保持有界，因而 if ( x ) 就在通常意义之下也是可积的.因为函数 
f ^ c ) l x _ c ) 的积分在主值意义之下存在[参看 1)], 所以对所论的积分也是这样. 

例如，用这个判别法就很容易确定例题 3) 里的主值存在.再举一个例，就是一个很重要的非 
初等函数，即所谓“积分对数”的 定义： 


lia = 



dx 



这积分只当0 < a < 1时 收敛； 当 a > 1时可以取它的主值. 

主值的概念并不难推广到所考虑的区间 的内部 有任意有限个奇点的情形. 

到现在为止我们一直撇开区间的端点为奇点这一可 能性； 这是可以不讲的，因若只要建立主 
值时这种奇点根本是谈不上的. 

4) 例如假设提出一显然发散的积分 （a > 0) 



dx . 


这里奇点为 X = 1 与（当 a < 1 时）区间的端点 x = 0. 很容易证明，在这一情形，主值 





可以简单地化成积分 



(当 a < 1时为一反常积分). 

最后我们再讲一种变相的“主值”，这也是常用到的.这就是要讲展布于 两边都 延伸到无穷的 
区间上的积分的主值，不过我们不假定在这区间内有奇点.我们都知道这种积分可用极限等式来 


下定义: 



其中极限的取法是按照 4 与乂/互相独立无关的假定来作 •可是在这个意义下极限不存在的时候， 

对于 W = — A 这一特殊假定来说，极限仍往往可能存在.这特殊的极限称为积分 f = f ( x)dx 
的主值而且用符号记作 °° 



lim 

A —+ OC 



f ( x ) dx • 


例如假若 f ( x ) 是奇函数，那么它在对于0为对称的区间 (- A . A ) 上的积分总等于0,因之 
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纵然是反常积分 f : f ( x ) dx 不存在也是这样（譬如说对于函数 sinx 就是这样). 

假若 /( M 是偶函数，则 



左边的积分有有限极限存在的情形也就是积分 / Q A f ( x ) dx 有有限极限存在的情形，所以反常积分 

f ^ c ° f ( x ) dx 要是收敛的话，积分 f 士: f ( x ) dx 也就一同收敛了.由此看来，对于偶函数而言，积 
分的主值只能与反常积分同时存在（并且自然也就等于它 .） 

任意一个（在任何有限区间上都为可积的）函数 /(； T ) 都能表成一个偶函数与一个奇函数的 


和，这二函数为 

^{x) = 汹 + 2 /( ~4 

(也还保持有可积性). 

现在由以上所讲的，显然 


与 ^{ x ) = 


/⑷ -/(-$) 

2 



只要后面这一反常积分收敛就是如此.例如只要注意函数 




X 


H - x 


2 


合成的，就立刻可以写出 


+ X 


是由偶函数 



与奇函数 




485. 关于发散积分广义值的附注 

在第十一章§9,我们讲了发散级数的求和，按照某种规则，把“广义和”赋予这样的级数，与 

此类似，存在着这样的方法，允许在某些情况下把“广义值”发散积分.其实我们在上一目这样做 

过，即在极限过程中提出某些简化的特殊约定> 这种极限过程导致普通的反常积分（在主值的意义 

下) • 在这里我们考虑本质上全然不同的过程，这些过程与我们对发散级数所应用的那些是相似的. 

我们只举这样一些过程的两个例子，它们与对级数的切萨罗法及泊松-阿贝尔法类似. 

I . 设函数 f ( x ) 对 ; r > 0有定义，并在每一个有限区间 [0, x ] 上在通常的意义下可积，但在区 
间 [0, oc ] 不可积,定义函数 

px 

F ( x ) = / / ⑴成 


并取其平均值 

若对它存在有限极限 

则这个数被看成是积分的 



lim 

rc— >0 

广义值”. 



作为例子把这个过程应用到我们已知的发散积分 


^0 


sin xdx 


( 6 ) 


485 ' 
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[472 5 4)].这儿 ./( x ) = sin X ， F(x) = 1 — cos o ;， 且 


X 


lim — 


X 


X 


F(u)du 


lim 


o 


X 


x — smx 


x 


于是数 1 就被作为发散积分 （6) 的“广义值”而得到了. 

自然地，这儿出现所述方法的 正则性 问题: 对按照470目定义，具有有限值/的收敛积分 


CO 


f(x)dx, 


⑺ 


0 


这个方法赋予它的“广义值”是否同样也是 J ? 我们来证明情况正是这样. 

对任意的数 e > 0,由于积分⑺收敛，可以找到这样的抑 > 0,使得对 rr 彡 X 0 有 




£ 


x 


< ^ 其中 F(x) 




0 


假设0； > To , 有 


X 


X 


X 


0 


F(u)du — /= — / [F(u) — I]du 

x 'o 


怎0 


X 


[F(u) -I]du+ (1 


0 


Xo 


X 


x 


X — Xo 


[F(u) — I\du^ 


工 0 


因此 


X 


X 


F(u)du — I 


0 


< - 
X 


工 0 


[F ㈦ 一 r 


0 


1 


x 


X — Xq 


|F(ii) — I du. 


怎 0 


左端第二项 
有 


£ 


< #(按照数卻本身的选 择)； 当$充分大时，第一项同样也可变得小于 


£ 


于是同时 


x 


X 


F(u)du — I 


0 


< £ 


这样一来，实际上 


x 


lim — 

x^co X 


F(u)du 


I . 


o 


这就是所要证明的 


II . 这一次，对于给定的函数 f ( x ), 积分 （7) 不存在，按此函数引入另一积分 


e 


—kx 


f(x)dx 


0 


若上述积分当 k >0 时收敛并存在有限极限 


lim 


e 


—kx 


f(x)dx 


I ， 


o 


则这个极限可被取作发散积分 （7) 的“广义值” 

为了给出例子，重新考虑积分 （6), 因为 


e~ kx sin xdx 


o 


k 2 



1 


472,1)] 当 A : — +0 时趋于 1, 那么这儿 1 可作为积分⑹的“广义值 
关于第二个方法的正则性问题,我们后面再回过来谈 [520]. 
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§3. 反常积分的性质与变形 


486。 最简单的一些性质 我们将要讨论在有限或无穷区间 [ a , 6] 上的（就通常 
意义而言或反常积分的意义而言的）可积函数.这样， a 与6就不但可以是有限的数， 
而且还可以是士 oo . 反常积分的最简单的一些性质，我们只加以列举，这些都与通常 
积分的性质完全相似 [302 〜 306] 而且可以用同样方法从它们推岀来.因为反常积 
分都是通常积分的极限，所以通常只需把表达我们要求的性质的等式与不等式先对 
通常积分写出来，然后再取极限. 

首先，这里也可以引进 按定向区间积 分的概念而且 证明： 

1。若 f ( x ) 在区间 [ b , a ] 上为可积，则在区间 [ a , 6] 上也为可积，而且还有 

pb rd 

/ f ( x)dx = - f ( x ) dx . 


[这可以直接地当作是积分 匕当 a > b 时的定义]. 

其次： 

2。设/( ㈡ 在 [ a ,6] 和 [ a , c ] , [ c , b ) 这三个区间中的最大的一个①上为可积.那 
么在其佘两个区间上也为可积，而且等式 



成立. 

3。若 /( x ) 在 [ a , 6] 上为可积而且 c =常数，则 c . f ( x ) 也为可积，而且 



4。设函数 f ( x ) 与 g { x ) 都在区间 [ a ，6] 上可积；则函数 /($) 士 g { x ) 也可相，而 

且 L 

pb pb pb 

/ [ f ( x )± g ( x)]dx = / f ( x)dx ± / g { x ) dx . 

J a J a J a 

上面（及下面)这一性质的证明②只要留心 479 目附注即可直接得出.譬如说，假 
设 b 为对于函数/(4与 〆 4中任何一个而言的唯一的奇点.那么只要写出等式 



J ( x ) ± g ( x)]dx = 


f ( x)dx 士 


g ( x)dx (a < xq < b ), 


再对于吻 — 纟取极限，即可得出前面那个公式，无论所有从 a 到6的积分都是反常 
积分或者只有一个是反常积分，都是一样. 

①更准确 地说： 是把其他两个区间包含在其内的一个区间. 

⑦对于积分限为无穷的积分，性质3。与4。，在473目已提到过，甚至在随后的一目中还应用过. 

这里对此二性质作了更一般的表述. 
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5° 


若两个在区间 



，&]上可积的函数 /( x ) 与 g ( x ) 适合不等式 f { x ) ^ g { x ), 


则当 a < 6时 


f ( x)dx ^ 


g { x)dx 


6 ° 


若函数/( ㈡ 在区间 



, b ] 上绝对可积，则当 


< 6时 


f ( x)dx ^ 


\ f ( x )\ dx . 


7° 


若函数 f ( x ) 在区间 



，6]上可积，则对于这区间上的任何 


个: r ， 积分 







( 1 ) 


都存在而且还是 X 的连续函数. 

设 a < 1。< 6,要证的譬如说就是 伞 ( X )在 X 




X 0 的左连续.在 a 到: To 之间取 


C 


使区间 



, X 0 ] 上除去可能为奇点而外，绝无奇点，就对于 c < x ^ x 0 ^ 


X 







/⑷成 


⑵ 


因而只需证明 



lira 

X ―— 0 






然而这个等式无论当右端为常义积分或反常积分时都是成立的[参看479目附注] 


若 


尤0 



十 oo , 则函数 ^( x ) 在 



+00的连续性的意思就是说 


+ 00 


lim 伞 (; r ) = $(+ oo ) 

—+CO 




8 ° 


在同一假设之下，若函数 /( a :) 在 a ; 


x 0 连续，则 （1) 中的函数 $0) 在这 


点有导数存在，而且 


^(x 0 ) 


/(工0). 


证明只需利用分解式（2)，并引用常义积分的相似的性质. 

很容易对于积分下限为变量的情形相仿地叙述出性质 7° 与 8 


487 . 中值定理 第一中值定理在最初一个形式 [ 304 , 9 。] 中，本质上要假定函 
数 /&) 为有界而区间为有限，因之不能转移到反常积分的情形.但是推广了的形式 
[ 304 , 10 °] 却可以搬将过来： 


第一中值定理 假设二函数 /( 



与 g ( x ) 都在区间 



,6] 上可积，又假设 f ( x ) 


有界: 


m ( f ( x ) ^ M , 
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而 g ( x ) 不改变正负号；那么函数 f { x ) - g ( x ) 也就可积，而且 



其中 m 彡#彡 M . 

积分的存在性是从 475 目末尾的定理以及 482 目中与它类似的定理出来的.而 
等式本身则可形式上像对于常义积分一样去证明. 

若函数 /( x ) 在闭区间 [ a ，6] 上连续，则可取/ ㈤ 在 [ a ，6] 上的最小值与最大值 
作为 m 与 M ， 而因子 p 则与函数 /( x ) 的一个值相等： 

/( c ) - 





其中 c 在 [ aj 上.这在区间 [a j 为无穷的情形也对，因为魏尔斯特拉斯定理与柯 
西定理 [85,82] 对于这种情形也是正确的，这一点请读者自行验证. 

也还有[比较 306,14°]: 

第二中值定理 假设函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上单调而有界，而函数 g ( x ) 则在这 


区间上可积.那么函数 f ( x ) - g { x ) 也就可积，而且 




(a 你 6) 


我们为了明确起见专讨论一个情形，就是 a 为有限，6 = +OC ,而 Wo ;) 没有 +0 O 
以外的奇点这一情形.积分的存在性可从阿贝尔判别法推出. 

函数 /(： r ) 可以看作是递减的而无损于普遍性.由于它的有界性，就存在一个有 
限的极限 


/(+ oo ) 


lim 

a:—►H-oo 


/( 工) ■ 


于是 P { x ) = f ( x ) — /( 十 oo ) > 0. 对于有限区间 [ a , A ] 总有 [306,13 



(a ^ 77 < A ). 


(3) 


函数 la 9i x )^ x 既在区间 [ a ，+ oc ] 7Q) 上为 乂 的连续函数，就有 有限的 上下界 M 与 
m , 于是[参看⑶] 


A 



广⑷彡 


p { x ) g { x)dx ^ M - /*( a ) 


5 


a 


因而，就 -> + oo 而取极限，得到 


+ 00 



/* ⑷< 


f % x ) g ( x)dx ^ M - /*( a ) 


a 


7 °)在形如 [ a ， oo ]，[- oo ， a ] 及 [-00,00] 的无穷闭区间上连续的函数的性质，同读者已很好地了解 
的在有限闭区间上连续的函数性质完全类似. 
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广 +oo 

/ r ( x ) g ( x)dx = \i - /*( a ) (m ^ ^ M ). (4) 

J a 

但是连续函数 J : g ( x ) dx 达到它自己的上下界 M 与 m 以及介于 M 与 m 之间的任 
何值，这就是说 p 二 g ( x ) dx , 其中 a ^ ^ ^ + oo . 

把所得到的 M 的表达式以及 /*( x ) = f ( x ) - /( 十 oo ) 代入⑷里去，即得所要证 
的公式. 

488. 反常积分的分部积分法假设函数 w = w ( x ) 与 v = v ( x ) 连同它们的一阶 
导数在区间 ㈧ 6 ] 上除掉6点（可能6 = + oc ) 以外的全部点上皆有定义而且连续.于 
是等式 

rb b 『b 

/ udv = uv — / vdu 

J a J a 

a 

成立 5 只需把式中二重替换看成是差数 


lim u { x ) v { x ) — u ( a ) v ( a ). 

x—^b 

这里假定了一点，就是从整个等式 所含三 件东西（两个积分和一个二重替换）之中的 
两件有意义可以推岀第三件也存在. 

其实，取 a <吻 < 6，即可写出对于区间 [ a , xq] 的通常的分部积分公式，其中积 
分全是常义积分： 



今使等式中的 xo 趋于& 则整个等式中的三件东西之中的任何两件若有有限的极 
限®,其余一个也就有有限的极限，因而所求证的等式利用取极限的办法就可以证明 


489. 例题 


1) 



0 


2 In sin xdx 



In sin 



m m 


0 



cos 



X 


sm x 


dx 




tgx 


dx 


在这里 


分部积分法把反常积分化成了常义积分，因而也同时证明了反常积分的存在性.下面几个例题也 


有同样的特点. 

2 ) 





]n xd^ictgx = 


\nx - arctgrc 



aictgx 

x 


dx 



arctgx 

x 



(6) 同样， 



® 参看 477 目附注. 
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3) 



sin a : 
x 





dcos x 


x 


cos x 

x 



COS 2 ； 


X 


2 


dx 


(a > 0). 


因为二重替换和右端的积分都有意义,所以这也证明了左端积分的存在性[比较 476,477]. 


可以完全照样来证明积分 



(a > 0, A > 0) 


的存在性，只要对于所有 z > a 函数 f ( x ) 都连续而且它的积分 F ( x ) = /； f ( x)dx 又有界.[这 
可从狄利克雷判别法推出]. " 

用分部积分的方法有时可得出递推公式 ，而后 用这些递推公式就可以很容易地计算所设积分. 
这一点我们用下面各例（其中 n 与 / c 为自然数）来阐明. 

4) 

我们有 

In = -e _t - t n \^ / e -t .r-hU-u 

Jo 

导 /n = 几！ 

在这里（同后面各例中） 二 重替换为零,这就产生了分部积分法用在定积分上（而非不定积分 
上）的优点. 

5) E n = J 0 °° e~ ax sin 71 xdx (a > 0). 

首先，我们用分部积分法得到 


— 


— ax ■ n 

- e sm x 

a 


n 

+ 

0 CL 


— ax • n— 1 I 

e sm x cos xdx 


0 


因二重替换等于零,所以再引用分部积分法就更进一步得着 


E n 


n — 
6 


a 2 


ax n —1 

sm 


x cosx 



n{n — 1 ) 


0 


a 


2 


一 (25C . A Tl — 2 2 i 

e sm x cos xdx 


o 


n 


a 


2 


e 


ax n 


sin xdx . 


o 


若把这里的 cos 2 : r 换成 1 - sin 2 2 ：，则很容易得到循环公式: 


2 


En = ^^. En _ 2 ‘ 

n z + a z 


因 = 0 


+ a 2 


，所以最后要看， n 为奇数或偶数而相应地得到 


五 2 fc-l 


( 2 k - 1)! 


E2k 


(1 + a 2 )(3 2 + a 2 ) … （2 /c — 1 + a 2 ) 

_ mi _ 

a (2 2 + a 2 )(4 2 + a 2 ) … （2/ c 2 + a 2 ) ■ 




6) 分部积分法的推广公式 [311(7)] 也很容易推广到反常积分的情形 
例如假设要讨论积分 


K 



e 


— (p+l)x 


L n ( x ) dx , 


0 
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其中 p > 0而 Ln { x ) 为所谓第 n 个切比雪夫-拉盖尔 ( Laguerre ) 多项式 


L n ( x ) 


e 


d n (x 


e 


X 


dx 


n 


(n = 0， l ，2，〜）. 


利用所说公式就有 


K 


e 


px 


d n (x 


e 


X 


0 


dx 


dx 


d n ^ l (x n e- x 


e 


px 


■秦# 


dx 


一 i 


+ (一 1) 


一 


dx 


-l 


x n e^ x 


+ (- l ) 


71 


n —x 

x e 


d n e 


px 


0 


dx 


dx 


V 


n 


x e 


-( p + i ) 


dx 、 


0 


因而终于得到[参看 4): 


K 


V 


(p+ l ) n+1 


n ! 


同样可证得下列 结果: 


0 


e 一 L n ( x ) - Lk ( x)dx 



o 


0, 

n 2 




( n !) 


当 & 〆 n , 
当 A ; = n ‘ 


490. 反常积分里的变量变换 假设函数 /(； r ) 在 [ a , 6) 这一有限的或无穷的区 
间上有定义而且连续，因之在这区间的每一不包含6点的部分上都是就通常意义而 
g 为可积的，而6这一点则可能是 + oo ; 按假设，6这一点仍是 /( re ) 的唯一的奇点. 

我们现在要考虑的是一个单调上升函数 : c = ⑴，它同它的导数 〆 ⑷在区间 
[ a ,/5) 上是连续的，而又可以是 + oo ; 我们还假定 ( p ( a ) = a 而且 ( p {(3) = 6 . 最后这 
个等式的意义应当了解成 = b . 

在这些条件之下就有 

fb 广 /? 

/ f ( x ) dx = f « t )) . ( f \ t)dt (5) 

J a J a 

成立，不过要假定这两个积分中有一个存在（因而另一个也就可以推知其存在).后 
面这个积分也许是常义积分，也许是以/?为唯一奇点的反常积分. 

按照反函数的定理 [83] 显然可以把 f 看成是 a ; 在 [ a ，6) 上的单调上升而且连续 
的函数= 6{ x ) ,并且 \ im 6( x ) = /?. 

现设 x 0 与 t 0 为 ‘I t 在区间 （ a ，6) 与 ( a ,/3) 上任意一对互相对应的值.于是 
引用常义积分中的变量变换即有 

[ f ( x)dx = f * ip \ t ) dt . 

J a J a 

假若 （5) 里的两个积分，譬如说，是第二个存在，那么我们就令: T0 按照任意方式变 
动去接近6 ;这时妃= 9( x 0 ) 就趋于/?，而我们也就证明了公式 （5) 成立，同时又用这 
证明确立了它左边的积分的存在性. 
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以上的讨论同样可以用到 a > p 而函数 p ⑷单调下降的情形.这就把奇点分布 
的别种可能情形都解决了.关于变换积分时积分限的位置，应当随时记住的是 ，积分 

下限 o ； 应当对应到积分下限 a ， 而积分上限应当对应到积分上限6，不管是 a < (3 

或者是 a > /3 都一样. 

491. 例题 1) 积分 


可用变换 x 




2 


dt 化成 


(k 2 < 1 < xq) 



这里 & 卜 0 .反常积分变化成了常义积分. 

2) 试用变换 r = a cos 2 ip + 6 sin 2 (p 


计算积分 


提不这里 a = 



dx 

y/{x-a)(b-x) 


而所求积分可化成通常积分 



为了证实积分 r 


的收敛性，我们在它里面实行变数替换 


Vt 


Lib 


a 


a 


0,6 





我们得到已知的收敛的 [476 或489 5 3)1积分 




sin t 


2y/t 


因之所设积 


分也收敛.有趣的一点是，被积函数当 X — 0 O 时并不趋向任何极限，而振动于+1与 -1 之间 

照样可以解决积分/ 0 °° cos x 2 dx 的收敛问题. 

下面的例子证明了更为一般的结果. 

4) 证明：若 f(x) 单调上升且当 : c — oo 时趋于 00 ,则积分 



sm(f(x))dx ) 



cos(f(x))dx 


收敛. 

首先，对于充分大的 xj f (x) > 0,且 f(x) 单调上升，我们假定从 z = a 开始，上述就成立 • 
借助于有限增量公式，得 


f(x + 1 ) = f(x) + f’(x + < 9 ) ^ f(a) + f(x), 

因此，函数 f(x) 本身当 x oo 趋于 oo . 引人新的变 S t = f(x), 因此若以 p 表示/的反函改， 
则 


X = g(t), dx = g'{t)dt (a = /( a )， 0 = oo )* 
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但导数 〆 ⑴= ▲ 单调下降，当 i — oo 时，它趋于 0. 所以根据狄利克雷判别法变换后的积分 




cost . g ( t)dt 


是收敛的，而所论的两个积分和它们 一起， 都是收敛的. 


5) 要算出积分 



1X12 ： 


1 + X 2 


dx 的值[其收敛性已在 483,5)(6) 里证实了]可以把它分开成两 



0 



1 


0 




在第二个里面作变换 Z 


a 


hb 


oo , a - 1,/? = 0)就得到结果 



于是推知所设积分等于 0. 

6) 设所给反常积分为 



则用变换: r = sint & = l ， o ： = 0，/?= ^即可化成通常积分 



7 )积分/ = /。°° 的计算 [比较 472,2)] 可以用适当的变换作得很简单. 

首先它可以用变换 x = j(a = 0, 6 = oo , o ； = oo ,/? = 0) 化成积分 

L 



所以可以写成 



现在只要引用变换 z = z(^a = 0, 6 = + oo , a = — oo , (3 = + oo ), 就立即得到 

00 



8) 要算出积分 P ^ 


的值，很自然地要令 Z = >/ tg 沒，即沒= arctgt 2 (a 


0,6 


a 


o.p 


^)； 于是归结到刚才计算过的积分: 2 



dt 


7T 


0 


1 +^ 4 


V 2* 


7T 

2 
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9) 试验证下列公式: 


1 


⑷ 


dx 


丌 


1 ( a 2 — x 2 )\/l — x 2 ay a 2 


a > 1) 


⑹ 


dx 


arcsm a 


l 


( x 2 — a 2 ) Vx 2 — 1 


㈤ 


dx 


W 


dx 


l 


( x 2 + Oi 2 ) yx ^ 


㈤ 


dx 


o 


( x 2 + Oi 2 ) yx ^ 



otyl — o? 


(0 < o: < 1) 


7T 


1 ( x 2 + a 2 ) y/l — x 2 ayl -\- a 2 


{OL > 0 )； 


In ( o ! + V 1 + a 2 ) 
a\/l + ot 2 


(a > 0) 


f ln ( o ： + v ^ 2 — 1) 


a 


y/a 


2 


(Q ； > 1); 


a 


x )； 


arccos a 


l ayl — Ol 2 


(0 < a < 1) 


提示所有情形中都运用阿贝尔替换 [28 斗 

10) 关于下列这两个积分 



(A > 0, a > 1， A 〉 e )， 


收敛问题都可立即解决，只要利用变换 


尤 = In x ， u = ln ( lno ;) 


把它们化成积分 

f °° dt 厂 du 

j\n a t X J\n(\nA) ^ 

——两个都在 A > 1 时收敛，在 A < 1时发散. 

在以下各题中的 f ( u ), 不用声明，都是对于 U ^ O 为连续的某个函数. 

11) 求证 



只要两个积分都收敛就成立. 

提示引用变换 z = ae w (a = - oo ,/? = + oo ). 

12) 求证（当 p > 0 时） 



f ( x p + x ~ p ) \ nx ^- 

x 



⑹ 


f ( x p + x ^ p ) Inx 


dx 


o 


1 + 工 2 


0, 


只要这些积分收敛就成立. 

譬如对于 （ a ) 我们有/；° = f +/；°，但 f 是很容易用变换 x = ~ 验证的，等等. 
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13) 试在右边的积分收敛这一假定之下来证明公式 



0 


Ax — 


B 


X 


2 


dx 


f ( y 2 )dy ( A > O y B > 0) 


A 


0 


变换 y 


B 


Ax — — (cl = — oo、b 

x 


+oo, a 




0，/? 




+ oo ) 给出 


+oo 



f ( y 2 )dy 



oc 


0 


Ax — 


B 


x 


2 


■A + 


B 


x 


2 


dx 


+ CO 


A 



0 


Ax — 


B 


X 


2 


+ OC 


dx + B 



0 


Ax — 


B 


2 


X 


dx 


X 


2 


但是最后这个积分可用变换 X 


B 

At 


(a 


0 ,b 


+ oo，a = - oo^P = 0) 化成 


o 


A 



At - 


B 


2 


dt 、 


所以 


+oo 


+ oo 


f ( y 2 )dy = A 



Ax — 


B 


x 


2 


dx 


由此（因为被积函数都是偶函数）就推出所要证的公式. 

1句作为结尾，在掌握了反常积分的变量变换后，我们回到前面还未完成的一个问题.在 


439，1)曾研究了连续函数 


/⑷ 



X 


riP x 2 ^ n q) 


n 


但未弄清当 0< p < l ， g > l 及 p + g <2 时，它在点 x = 0 的性状 

应用 2 3 4 页脚注中的公式 (10 a ), 可以借助于积分 


/ ㈤ > 


xdt 


1 


t p + t g • x 2 


从下方来估计级数的和.假设 t 


2 


= x g-p • 


V, 这样来对不等式作变换 


. 、 P+Q~^ 

f(x) ^ X ^-P 


dv 



x 


yP + yQ 


当 a ; — +0 时，积分趋于有限的正极限 


dv 


0 


v p v q 1 


而积分刖的因子当 z — +0 时或者等于 1( 若 p -\- q = 2), 或者就趋于 oo ( 若 p q < 2). 因为 
/(0) = 0,则在点 x = 0 的右边在任何情况下都有间断，在点 re = 0左边也是如此. 


附注 带有无穷限的积分/:°°/(4心:总是 可以用 适当的替换化成只带有穷限的积分（常义 
的或反常 的). 例如，若 a > 0即可令 a ; = 


f ( x)dx 


i 

a 


f 


a 


0 



dt 

¥ 
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反之，以&为唯一奇点的反常积分/ f ( x)dx 也总是可以化 成带有无穷限的积分（无别的奇点) 
例如，令 :r = 


b 


即得 


b 


/(x)d 




b 


1 

t 


dt 

¥ 


a 


§4. 反常积分的特别计算法 


492. 几个有名的积分 我们先讲几个重要积分的特意创造的计算法 


1 ° 


欧拉 ( L . Euler ) 积分: 


I 


\ nsinxdx . 


0 


它的存在性我们已经证明过 [489,1)]. 欧拉积分的计算法主要地是利用变量变换•令 


x 


2 t , 即有 



2 


In sin 2 tdt 


7T 


0 



ln 2 + 2 


In sin tdt + 2 


In cos tdt 


o 


最后这个积分中代入 


7T 

2 


u 、 即化成这样 


0 


2 


In sin udu . 


所以结果得到一个确定 j 的方程 



7T 

2 


• In 2 + 2 J ， 


于是得知 



/ = -2 ln2 * 


下列这两个积分 




X 


1 


0 


tgx 


dx . 


o 


arcsm a ; 


x 


dx . 


都可以化成欧拉积分，只相差一个正负号[比较489，1)与 2)(6)] 


2 ° 


我们现在要来计算见于概率论中的 欧拉-泊 松积分 


K 


e 


—X 


dx 


o 


为了这个目的我们要预先建立几个不等式. 

以微分学中常用的方法不难验证，函数 (1 + 0 ^-' 在 t = 0时达到它的最大值 

因之对于 t ^ 0都有 



(1 + ， )e— 亡 < 1. 
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令这里的 f = 士 X 2 , 即得 



由此推知 1 — : r 2 < e~ x2 < —2 (x > 0). 

假若限定这里的第一个不等式中的 x 在区间 ( 0A ) 内变动（因而 l - x 2 >0), 而第二 
个不等式中的 z 则看作是任意的，我们就可以把上列各式同升任意自然数 n 次方 ®; 
这样即得 


(1 - x 2 ) n < e~ nx2 ( 0 < x < l ) 



e ~ nx2 < 


1 




x 


2\n 


(X > 0) 


取积分，第一个不等式从0到1，第二个不等式从0到 + OG , 即得 



但是 



e 


—nx 


2 


dx 


\/n 


• K 


(用变换 




7T 

2 sin 2n+1 tdt = 


u = ^/ nx )^ 

( 2n)\l 
(2n+ 1)!! 


( 用变换 x = cost ). 


而且 



[这里我们用了积份值 sin m xdx 的已知表达式， 312,(8)]. 这样一来，对于我们还 
是未知其值的 K 就被限于下列两个表达式 之间： 


\fn • 


(2n)!! 

(2n + l)!! 


<K <^/n 


(2n-3)!! 

(2n- 2)!! 


丌 



所以，取平方即 变成: 


n 

2n + 1 


n 

^Tl — 1 


[(2n)!!] 2 

(2n- l)!!P(2n+ 1) 


:(2n 

3)!!] 2 (2n 1) 


[(2n-2)!!]2 


< K 2 



现在从沃利斯公式 [317]: 


丌 



lim 


[(2n)!!] 


2 


n 


[(2n 


l)!!] 2 (2n 




® 两边都是正的不等式是可以把两边同升一个自然数次方的. 
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容易看出来，不等式两端的表达式当一时都趋于同一个极限;.于是推知 


护4 x = f 轉 >0). 


3°最后我们来看积分 


J 二 



sinx 

x 



我们已经知道它是收敛的[476;477;489,3)].我们把积分表成级数形状: 



令1/二或2# — 1，并相应地采用一下变换2 十（或$ = Mtt — L 就有 



与 

由此推知 






sin tdt . 


但因级数 

(—^— + -^―) sint 

^ \t + UTT t — 111X ) 

jJj=\ 

在区间 o < t < $ 上由于有优级数而一致收敛，所以它可以逐项积分. 

2 7T^/i 2 - ^ 

这就使我们可以把 J 的表达式写成这样： 



但是方括符内的表达式就是函数^的部分分式的展开式 [441,9)]. 所以终于得到 

suit 
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493. 用积分和计算反常积分.积分限都为有限的情形 若函数 /( a ) 在区间 
[ a ， 6 ] 上无界，自然不能用任意(黎曼）积分和来计算它在这区间上的积分.可是总可 
以选取一些和数，使它们 一 在细分区间时 一 趋于反常积分的值.我们现在要 
就单调函数这一简单情形来证明这一点. 


于是假定函数/ ㈤ 在区间 [0, a ]( a >0) 上是正的，单调下降的，而且当$ — 0 
时趋向 无穷； 同时还假定它从0到 a 的反常积分存在.把区间 [0， a ] 分成 n 等分即 



因而更有 



同时又显然有 



所以，总计起来就有 



但因最后这个积分当 n — oo 时趋于零①，故终有 



对于正的上升函数 /(X )， 当; X 4 a 时趋向 +00, 这一情形同样可得 



最后，改变/的正负号,容易得到关于单调负函数的相似公式. 


例题 1) 对于积分值 In (以0为奇点）的计算，我们有 



In xdx = 


lim 



n 


土 Vln 











但因 [77,4)] lim — = 所以上列最后一极限值等于 -1; 而这也就是所设积分的值. 

n — >oo 71 e 


① 


因为这积分可以表成反常积分与趋于该反常积分的常义 积分^ 两者之差. 
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2) 我们取这个较为复杂一些的积分 



In sin xdx 


作为第二个例题.在这个情形， 



In sin xdx 


lira 


n 


7T 

2 n 



In sin 




2 n 



lim 

n ― ^oo 



UTl 

2 n 


要想得到最后这个乘积的简单的表达式，我们来看用 z 2 - 1除 - 1所得的整多项式，并 
且把它分解成线性因子，再合并相当于共轭根的因子.这样我们就得到（对于任何不等于土 1的 

实数之而言)： 


由此令 z — 1即得 



n 



l/7T\ 2 

— cos —— 

n ) 


+ sin 2 — 

n 



VTT 

2 n 


故终于有 


于是所求积分就知其 等于: 



\fn 
2 n — 1 



In sin xdx = 


lim 

n ― ^oc 


7T 

2 



7T , ^ 

~2 ln2 - 


[比较 492，1°. 


494. 积分带无穷限的情形 假设函数 f ( x ) 定义在由0到 +oo 的区间上而且 

CO 

是可积的.我们把这区间分成无穷个长度都是 h > o 的区间，作和数 jy ㈣ 就 

它的结构来说，很像黎曼和数.这个级数是否收敛，它的和是否当^ -~ o ° 时会趋于反 
常积分 io +OC / ㈤ 也 这些问题我们将在 / Or ) 适合某些特殊假定之下来讨论. 

首先，我们假定/ ㈤ 是正的，而且当^ — + oo 时单调下降趋于 0. 于是 



oo 



{u^rl)h 


f ( x)dx < h - 


5 


V 


u=0 


而 在另一方面，显然 



①参看99页脚注①. 
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所以 


因而 


0 < ^ f … h) 


f(x)dx < h‘ f(Q), 


i /=0 


0 


f(x)dx 


㈣㈣ 


⑴ 


u =0 


例题 1 ) 设 f(x) 


e 


—X 


•则 


f(x)dx 


0 


Iim 

h 


i / i - V 
0 ^ 


e 


vh 


I 5 - 


u—0 


2 ) 拿别处的讨论中的积分值 


6 




0 


2 


来看，我们仍然可以引用推得的公式⑴，如此即得 


lim 


h 


1 / i - V 
0 


e 


1/ 


2 h 2 




2 


U 


0 


假若令 e 


h 2 


,M h 



In t 〜 y/1 — t 当艺 


. 由此推得有趣的极限关系式 


lim \/l — t • (1 + t + 尤 4 + p + 尤 16 + • • •) 

t^l-0 




可能会出现函数/(4单调下降的要求仅对 X ^ A > 0成立.这种情况不妨碍 

对单调函数应用上述 方法； 只是需要设法使比值4为整数.于是根据常义积分定义 
本身有 


U= 音 —1 

鰓亡 f(uh) - h 

u =0 


A 


f(x)dx 


) 


⑵ 


而按照前面所证明的 


lim £ /(^) - h 


f(x)dx 


fi _ A 
v -h 


A 


例 

3) 设 /㈤ 


xe~ x \ 这个函数从 ： r 




1 起单调减少.从而 


xe 


X 


dx 


0 


lim h 2 (e' h + 2e~ 2h + 3e~ 3h 

h ― ► 0 



» « 


i■ y 2 — h /-i 一 h\ 一 2 

Jim h 


e 


h -^0 


(1 — e 


=lim e 

h—>0 


h 


h 


2 


e h - 1 


) 


容易用分部积分验证 . 
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现在我们来讨论更普遍的情形，对于/ ㈤ 除可积性而外，暂时不要求任何别的 


条件.我们有 



A 


f ( x)dx 




)dx + 


o 


f ( x ) dx . 


A 


最后一个积分的绝对值对于充分大的 4 是会任意小的不管4怎样，我们今后都 
选取 M 吏 A / h 成为整数.于是，当乂为常数时，如同刚才一样，⑵式成立. 


现在已很明白，若要等式⑴成立，只要条件 


/i— 0 


(3) 



成立就够了.其实，等式 



0 


A 



-1 


0 



=0 



JA 




右边的三项当4充分大而&充分小时都将任意小. 

条件 （3) 在本目开头处对/(工）所作过的假定之下当然是成立的 ，因为 



< f iyh) 、 h < / f ( x ) dx . 


A 



又假若 /(X) = 其中 < p ( x ) 适合本目开头处对于 /( ： T) 所作的那些条件 （纵 

然只是对于 X ^ Xo > 0而言也可以)，而0 ㈤ 则为有界侦圳< L ; 那么条 件⑶也 
是适合的.在这情形下， 


Y1 咖 h 4㈣) 



— 广 LXJ 

^ L - ^ (p(uh) ■ h < L • (f{x)dx, 


m i 

IT 


A 


等等照推. 


4) 我们把积分/。°° 


sm 



我们有 



dx 当作一个例题来看；在这里 ip ( x ) 



，棒 ) 


sm 



sin 


2 



o 


X 2 


dx 


lim h * 


sin 2 vh 




lim 


h 



sin 2 vh 



为了要算出最后这个和数，我们先从这件事情 着想: 



sin 2 vh 


/ 




sin 2 uh 




tv — 2 h 
^ 2 ~~ 



2 


h 


h 


①因为它可以表成反常积分/。°°与趋于这反常积分的常义积分/^两者之差 
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[ 461 , 6 )( 6 )]. 这里对于 /I / 0 逐项取导数，根据 435 目定理 7 , 是可以的，因为那些导数所作成 
的级数[按照狄利克雷判断法， 430 ] 是一致收敛的.取积分，即得我们所要求的那个和数的表达 
式 ■ / I . 由此可知 


sin 2 x 


0 


x 


2 


dx 


lim 


7T 


h 


2 


丌 

2 


在别种情形，要看条件 （3) 适合 与否， 需直接去验证 . 


5) 例如，假设要讨论的积分就是/ 0 ( 
值，其中 / C 和 m 都是自然数. 

把我们要考虑的和数表成 这样： 


oo sin x 


X 


dx . 我们显然可以只讨论 


丌 

k 


与 A = m / K 这些 



sin nh 
nh 


k(m+l) — l 




•h 



+ 



+ 


n=km 


km 


n 




不难验知.右边每一有限和数之内的各项有相同的正负号，而与其次一个有限和数之内的各项的 
正负号相反.若就总体而言，则右边这些有限和数所作成的级数是莱布尼茨型的.因之它的和数的 
绝对值小于第一项的绝对值.但这第一项的绝对值，则由于 kmh 


m 7 i 


冷而有下列 估值: 


fc(m+l) — 1 



sin nh 
nh 


h 


km 


/c(m+l) — 1 



sin nh 


nh 




— km 

k(m+l) — 1 


/c — 1 


< 


A 



sin nh 


km 


* /i = sin ih - h 


0 


但这最后一个和数则可看作是积分 // sin xdx 

常数 C > 2. 于是 


的积分和数，故当/ I 充分小时就会小于某一 



sin nh 
nh 


• h 


n=km 


< 


c 

A y 


而由此推知条件 （3) 是适合的. 


至于所设积分的计算，则根据所阐明的道理知其可以这样很简单的作出来[参看 461 , 6 )( 6 )]: 


0 


sm x 


x 


dx 


lim V 

h — ^0 / “ 


sin nh .. it — h 

- = lim - 

Tt hi —>-0 2 


7T 

2 ' 


n— 1 


这结果是我们在以前 [ 492 , 3 °] 曾用别的方法得到过的. 


495. 伏汝兰尼积分 


我们现在要讨论 


类特殊形状的反常积分的存在和计算 


的问甄 这类反常积分通常称为伏 汝兰尼 ( fYmallani ) 积分， 形状 如下: 


f[ax 


/ ㈣ 


dx 


o 


X 


(a > 0,6 > 0) 


I . 我们对于函数 /( x ) 作下列的假定:1。函数 /( x ) 对于 x ^ O 有定义而且连续， 


并且2° 



X — > 


+ OC 时具有有限的 极限: 


/(+0O) 


lim f ( x ). 

x—^+oo 
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从1。看来很明白，(当0 < 5 < △ < + OC 时）存在有积分 



因之所设积分就可以由下面这个等式来确定: 


°° /㈣ 


/( 以 


65 


dx 


X 


lim 

s^o 


f( z 


bA 


dz 


aS 


Z 


lim 

+oo 


/( 之 


dz 


aA 


Z 


分别引用推广了的中值定理到最后两个积分上，即得 


bS 




bS 


dz 


aS 


Z 


m 


dz 




(其中 


类似地有 


6A 


f( z 


bA 


dz 


aA 


Z 


fin) 


dz 


aA 


Z 


m ' ln a (其中 


因为显然 $ — 0( 当 J — 0)， 而 77 — +00( 当△ — + OC )， 所以由此推知 


oo 


/( ax ) 


f(bx) 


dx 


x 


[/( 0 ) 


/(+oo)] • In - 

a 


⑷ 


例题 l ) 在积分 f 


e _ax - e~ hx 


X 


dx 这一情形，我们有 


/ ⑷ 


e 


X 


， /⑼ 


1， /(+oo) 


0, 


故■值就是呤 


2) 设要讨论的积分为 


OO 


In 


p -\- qe 


一 (XX 


0 


p + qe 


bx 


dx 


X 


(p>0,q>0) 


把其中分数的对数分成分子与分母的对数之差，即可令这里的 f ( x ) = ln(p + qe - x ), 因而/⑼ 


\ n ( p -\- q ) J (+ oo ) 


lnp. 


答案 In 



1 + P / 


• In - 

a 


3) 试计算积分 


arctgax — arctgba: 


dx 


o 


X 


在这一情形， 


/ ⑷ 




arctgrr ， /⑼ = 0， /(+ oo ) 


7T 


答案 |-ln^ 
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II . 有时函数/(4当 ： r — + D 0 时没有有限的极限，但却存在积分 



在推证公式 （4) 的讨论中直接令 △ 变成十 oo , 则此时所得结果不是 （4) 而是 



例题 4) 


joo cos ax 


— cos bx 

X 



a 


(因积分 XT ^心我们知道它是存在的). 

III . 同一 Y 道理，假若函数 /( x ) 在: r = 0 这一点的连续性被破坏，不过还存在 

积分 

f A 啦 dz (A < + oc ), 

Jo z 


那么 



然而这一情形可用变换 x 



y 化成前一情形. 

U 



(46) 


496. 有理 函数在 正负无穷之间的积分 最后，我们再讲一类上下积分限都是无 


穷的特殊类型的积分: 



其中 P ( x ) 与 Q ( x ) 都是整多项式.我们要假定的是，多项式 Q ( x ) 没有任何实根，而 
且 P ( x ) 的次数至少要比 Q ( x ) 的次数低二次.在这些条件下,积分是存在的 [474,2)]; 

问题只在于如何计算它. 


假令: r 入= a 入十 iP \( f 3 x $ 0; A = 1，2, …)是多项式 Q ( x ) 所有不同的根，则分式 
P ( x )/ Q ( x ) 可以按照下面这个方式展开成简单分式： 


P ( x ) _ 

Q( x ) ~ 4 ^ 


— a 入 



A 



X 


Xx ) 2 



⑸ 


而每一个方括符内的分数的个数即等于所对应的根的重数® . 

把积分演算的初等方法推广到实变复函数的情形，即可立刻看出来，当 m > 0 

时， 

+ 00 

dx 11 ^ 

-—- - - =0 

{x — x\) m+l m {x — x\) m ， 

—oo 

①在第八章 [274] 内我们曾有相似的展开式，但在那里我们曾设法避免引用虚数,而在虚根的 
情形都是考虑一些分式，其分母都是实系数的二次三项式的方幂.在这里我们却把虚根，仿照着那 
里对实根的讲法，同样地来讲. 
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1 


X 


a 入 


x 




x 


C ^\ 


P\i 



a x ) 2 + Pi 



Px 



a x ) 2 + Pi ’ 


因而 



1 (/i — a 入 )2 + 

2 ln (h^a x )^0l 


h — a \ 

arctg ^T 


+ arctg 




当 — +0 O 时，最后这个等号后面的第一项趋于0,而第二项则趋于 +7 Ti 或 ―式 随 
> 0或 /?A < 0而定. 

这样一来，我们就得到结果： 



7 CI 


土 a 入)， 


入 


其中取正号或负号就看所对应的仇是正的或负的而定.这个公式还可以根据下 
面的考虑来改变一下形状.试把恒等式 （5) 的两边遍乘以于是左边就当 x^oc 
时趋于0,因为 z • P ( x ) 的次数仍然是低于 Q &) 的.右边则在取极限时，所有分 
母次数高于一次的分式都成为零，所以其余那些分式的和的极限也是 0. 由此推知 
Ea ^ = 0因之 E ⑷ A a - - I ： ㈠ 记号 （+) 与 ㈠ 是用来表明对应于 /?a > 0 
的的和与对应于仇 < 0的的和.现在可把所得公式写成： 



至于 A a 这些系数的计算，我们只讲所对 应的以 为单根的情形，即 Q ( x a ) = 0, 
但 Q ; ( x x ) / 0的情形；展开式⑷中所对应的只有一个项 . 若把等式⑷两 

\C ' X \ 

边同乘以 ( x ~ X X ), 则可写成这样： 


P ( x ) 

Q (^) ~ Q (^ x ) 


X -X\ 


= A \^ (x 


x \) * Rix ), 


其中 R ( x ) 表示当: c 趋近于 x A 时保持有界的那些项之和•使 x 


P ( xx ) 

Q ^ Xx )' 


^ x x 而取极限，即 


⑺ 
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现在我们讲一些运用公式 （5) 和 （6) 的例题. 

1) 首先来看积分 



其中爪与 n 都是自然数 ； 而 m < n . 至于运用建立起来的两个公式，这里已经具备 

了一切条件. 

分母所有的根就是这些数： 


X\ — cos 


(2 入+ 1)丌 

2 n 


+ i sin 


(2 入+ 1)丌 

2 n 


(入= 0,1，2 ,… ，n — l ; n ， … ，2 n - 1)， 


只有开头 n 个根的虚数部才是正的.显然 


$入 



2 入 +1 


丌 


7T 


) X 0 


COS 


2 n 



2 sm 


2 n 


按照公式 （7)， 当 A = 0,1 ， •… ， n — 1时, 





m 


2 n . a ^ n — 1 


2 n 


x 


2m+l 

A 


2 n 



(2m+l)(2A+l) 


(式中用到 


l ). 按等比级数求和法即得 




n— 1 


2 n 




(2m + l)(2A + l) 


^ o m+1 


X 


(2m+l)(2n+l) 

0 


A=0 


2 n 


2(2m+l) 

x o 


或者再用 4 


n 


i 来化简，就得到 


( 十 ）j 

E a 



2m+l 


l 


n 1 — X 


2(2m+l) 

0 


n 



2m+l 


^ o (2m+1) 





士 (2m+l) 
X 0 


COS 


2 m + 1 , . . 2 m + 

一丌 士 ism — 


2 n 


2 n 


7T 


代入上式即把我们所需要的和数最后表示成 


1 


2m . 2m + 1 

Sin --- 7T 

2 n 


由此,按照公式（6)，就得到 



+oo ^2m 


oo 


1 + x 


2n 


dx 


7T 


1 


n 


sm 


2m + 
2 n 


(m < n ) 


丌 
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2) 较为普遍一点的例题是 



其中 m , m \ n 都是自然数，而且 m ) m , < n . 

所应适合的条件，在这里除去分母有实根士 1而外，都是适合的.但这一点在这里并不要紧， 
因为这些根在分子里也有，所以分式上下可以约去: C 2 - 1. 以下我们就不再考虑这些根. 

分母的其余的根是 


a : 入 


cos 


Xtt . m Xtt \ 


+ % - sin 


n 


n 


工 i 


(A = 1. 2 5 * • * ^ — lj 7i "h 1)"' * > 2?7/ — l). 


这些根里面只有开头 n - 1 个的虚数部是正的.按照公式（7)， 





2m /YI 2m / 

_ ^入 


—2n ♦ x 


2n-l 

入 


2n 


x 


2 m / + l 
A 


— X 


2m+l 

A 


所以 


E ' 


n—1 


n —1 


2n 



2m f + l 
X \ 


2m+l 

X \ 


2 n 



x 


\(2 


l 


’ + 1) — ^,A(2m+l) 


入 


A 


所得式可以改写如下 ®: 



(+) 


A 


入 


2n 


n(2m / + l) _ 2m’ + l 

JL i JU i 


^? (2m+1) - x? m+1 


X 


2 m /+ 1 


l 


X 


2m+l 


l 


2n 


1 x 


277 ^ + 1 


1 



X 


2m+l 


X 


2m 7 + l 


X 


2m+l 


2 n 


辜 (2m+l) -^(2m+l) 

X{ _ +3^ _ 

4 (2m+l) — i (2m+ 1) 

xt — 


i (2m ; + 1) — i (2771 ; +1) 

X{ + Xj 

士 (2m’ + l) — -■^(2m , + l) 

JU 1 山 1 


2 ni 


2m + 1 

ctg ^^ 


ctg 


2 m ! 



1 


2 n 


7T 


结果， 


+ °° x 2m _ x 2m / 


1 - X 2n 


dx 


7T 


n 


2 m + 1 2 m ! 4- 

ctg — —— tt - ctg —:- 7T 


2 n 


2 n 


( m 5 m ! < n ). 


注意，从这个公式很容易地就可以得着前一个公式，只要把 n 换成 2 n 而且令= m + n (当 


m < n ). 


3) 最后来看积分 


+ oo 


X 


2m 


oo 


x 4n + 2x 2n - cos 6 + 


dx 


其中 m < n 而且 一7 r < 9 < tt . 

引用角度 e f = 7 r - e ) o < e f 即可把积分 写成: 


+ OC 


X 


2m 


oo 


x 4n — 2x 2n * cos 0 f 


dx 



①考虑到釘 =-1. 
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为着要算出分母的根，我们令# 


n 


z 、 于是 2 就由方程 Z 2 — 2 z • cos 0 f + 


说， 


Z 


cos 




rsin 6 T 对于 o ： 就得到两 串值: 


0来确定，这就是 


x u = XQ ' e v , 其中 


Xq 


0 f 

cos ‘ + 


sm 


2 n 


与 


x u 




办4'其中 


Xq 


rr ( . • 丌 

6： = cos — hi sm — 

n n 

0 f Q ， 

- cos -- i . sin — 

2 n 2 n 


cos -- % 

2 n 


£ 


7T ■ • 7T 

cos - % • sm — 

n n 






m m w 


,n — l ; 




y 2 n — 1) 


这时虚数部为正的数，在第一串中是开头 n 个，在第二串中是末尾 n 个. 


对应于 x u (u 




0,1, 


蠢毳 _ 


- 1) 这些根的那些系数可以按照公式 （7) 算出 


A 


x 


4 n(x 


An — 1 


2m 


— xj n_1 cos 0 f ) 

2m+l (2m+l)^ 
n • fc 


X 


2m+l 


2n(^2n 


An Xu{x 


cos 0 f ) 


4 n (cos 0 / -h isin 0 9 ) - 2 sin 0 / 


把这些系数加起来再用 27 Ti 乘，即得 ® 


7T 

2 n 


cos 


2m + 1 
2 n 


一 11 汐 ’ + i • sin 


2m + 1 


2 n 



_ (fn)2m+l 


sin 汐 


/ 


1 — £ 2m+l 


丌 


n 


cos 


2 m + 1 


2 n 



’ 一 i • sin I 1 — 


2 m + 1 


2 n 



sin 0 



2 m + 1 

cos - 丌 

n 


.. 2 m + 1 

l • Sill - 7T 

n 


对于第二组根 x u (u 




n，n + l ,-.，2 n - l ) 同样可以得到一个表达式，与上面这个成为一对 


共轭 复数; 


者之和即是实数部的二倍.这个和数经过初等演算即可变化成 


7T 


n 


sm 


( 


2771+1 

2 n 


) e， 



2m + 1 
2 n 


7T 


sin O ' - sin 

2 n 


7T 


还回到角度 (9 


TT — 沒、结果就得到 


+oo 


X 


2m 


x 4n + 2 x 2n - COS 0+1 


dx 


7T 

n 


sin f 1 - 

V 2 n ) 


sin6>-sm 2y ^ +1 7r 

2 n 


(m 


497. 杂例和习题 


1) 试证存在积分 



x 


dx 


sin a ;) 2 / 3 


奇点成 一 无穷集合 : x 


mr(n 




在任一有限区间上，奇点只有有限个而且积分是 


存在的.问题只在于积分在无穷区间上的收敛性. 


® 考虑到 


n 


-L 
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我们有 





/ (n+l)7T 

/7T 




dx 


(since) 2 / 3 




n 2 7r 2 


< +oo. 


2) 若在收敛的 [478 ; 5)( b )] 积分 


lnt| A — ^ (A > 0) 

t 


中作变换 t — e x ,x = \nt, 就得出积分 


x 


x 


sin e x dx\ 


这样看来，后面这个积分就是收敛的，虽然它的被积函数当 M 无限增大时是摇摆于 - OC 与 +OC 
之间. 


3) 我们刚刚看到了，为使积分 

收敛， 




f(x)dx 


⑻ 




f(x) ― 0(1) ( 当 a: — oo) 


⑼ 


全然不是必要的 . 

然而可证明： 

(a ) 若存在极限 

lim f(x), 


则在积分 （8) 收敛的情况下，这个极限必然等于0;不但如此， 

(6) 若极限 


lim x - f(x) 


存在，则这个极限必然等于0,即 



( 10 ) 


(b) 若在区间 [a,oo] 可积的函数单调减少，则条件 （ 10) 必然成立 . 

(6) 及 ㈤ 的证明与对无穷级数的类似断言的证明 [375,3)] 是相似的. 

还要注意（类似于级数)，甚至对单调减少函数 f(x), 满足条件 （10) 并不能保证积分 （8) 的 


收 敛性： 发散积分 

可作为一个例子. 



4) 函数 f ( x ) 在区间 [a, a + cj] 在反常的意义下可积（保持其他条件）的情况下，推广 [478 
S ,6)] 中所证明的断言.借助于此断言, 证明： 假设当 : r — oo 时 g(x) 单调趋于0,积分 




In | sin x | - g(x)dx 
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与积分 


g (x) dx 


同时收敛或发散，而积分 


In 2| smx\ - g(x)dx 


在任何情况下收敛 . 

5 ) 计算积分 


⑷ I ： 


X 


In sin xdx ) (6) J。 1 


lnx 


提示 （ a) 利用变换 x 


x 


血 ，㈤ JT 


xdx 


2x 




7T_i 可以看出积分可化成 


7T 




In sin xdx 


2 


In sin tdt 


(6),(b) 积分可用变换 x 
6 ) 计算积分 


sin 尤 ， In —―-化成 In smtdt. 

smt 



1 — a; 2 In 1 -- dx 

x 2. 


我们（令 3 ； 




sin 沒）有 


7T 

T 


J 


cos 2 0 * In ctgOdO 


7T 


cos 29 * In ctgOdO 


于是分部积 分即得 



- sin 20 - In ctgO 


7T 

2 


TT 

2 


2 L 


+ T 


sin 20 ^ 


ctgO 


sm 



d6 


7 ) 试求积分 


7T 

T 


K 


In I sin 2 6 — a 2 \dO (a 2 ^ 1) 


设 a 


sin a ; 并用恒等式 


:一 2 /! — • 2 


sm 


sin oj 


sin — w) sin(^ H - ui)^ 


即得 




TT 


K 


In I sin 0\d0 


In sin OdO 


—7r In 2 


U) 


w ■ 


8 ) 计算积分 


L 


— ax — 


^ dx (a y b > 0) 


解利用 491,13 ) 中的公式即有 


L 


-2Vab 


( y/ ax — 




dx 






e~ 2v ^ / e_ v 


^ —2\/ab 
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9) 计算积分 


Jo 


2 


7T 


0 


COS -ip 


Q 



o y 2 (cos (p — cos 6 ) 


d ( p , Ji 


cos —( Z ? 
2^ 


7T 


o a /2 ( cosy ? — cos 9 ) 


d(p 


解 用 x 表 7 K cos ^ 并作变换 z = cosy ?; 则 


cos-p 



十之 

2~~ 


3 

cos-v? 



+ 2 ： 


2 


咚一1)， 


因而 


1 


Jo 


dz 


7 T 


x 


〜 /(2； — x)(l — Z) 


Jl 


( 2 z — l)dz 


7 T 


X 


y/(z — x)(l — z 


再按等式 ^( z - x )( l - z ) = t(l - z ) 来引进新变量 t ， 即得 


Jo 


dt 


Ji = ~ 

7 T 


0 


t 2 + 2x- 1 

(t 2 + l) 2 


dt 


7T 


2 


7T 


0 




dt 


o 


t 2 



+ 2(x — 1) 


dt 


o 


(t 2 + 1) 2 


于是 Jo = 1, Jl = cos 6>. 以后在 511,3) 中我们还要建立更普遍的结果 

10) 用分部积分法建立下列 结果： 


( a ) 


0 


cos ax — cos bx , tt n x 

- — 2 - dx = 2 — a )〉 


⑹ 


e 


a 2 rc 2 _ —6 2 x 2 


e 


o 


x 


2 


dx 


V^F(6-a )， 


㈤ 


ln(l + a 2 x 2 ) - In(l + b 2 x 2 ) 


0 


X 


2 


dx 


7 v(a — b ) 


11) 容易看出 [492,3°;494,5)] 




0 


sm ax 


x 


dx 


7 T 




2, 

0, 

7T 

2 


当 a > 0, 


当 


a 


0, 


当 a <0. 


由此，又因 


o 


sm ax 


x 


cos j3xdx 


sin(a + j3)x 


2 


o 


X 


dx + 


sin(a — (3)x 


dx 


o 


X 


故显然易见（如果为了简单而认定 a > 0与/? > 0) 


/ 


0 


sin ax 
x 


cos pxdx 


7T 

2 5 


当 Q ： > /?， 


7T 

!， 

0, 


当 a = /?， 
当 a ： < /?■ 
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这个积分狄利克雷曾屡次用过，因而有 狄利克雷间断因子的 名称. 

许多别的积分可以化成这个积分.例如（设0而且 a 是其中最大 的)： 

5 ，当 a </3 + 7， 

吾，当 a = /3 + 7， 

L 0 ，当 a > /? + 7 

(把两个正弦的积变成余弦的差即得)，或者（仍然认定 ^(3>0): 

当久 

当 a < /?， 

(用分部积分即得). 

n 

最后这个结果可以推广成下列这个普遍形式.设％的， a 2 , …， a n > 0而且 a > 贝 IJ 



sin ax sin (5 x 


dx 


X 


X 



sin ax * sin 0 x • sin yx 


dx 


X 


J 


sin ax sin a\x 


o 


x 


x 


sm a n x , 7r 

dx Oi x 0-2 

x 2 


• m 


a 


n 


12 ) 计算积分 


(sin ax — sin bx ) 


2dx 


0 


X 


2 


提示 分部 积分； 应用狄利克雷的间断因子 .答案 


证明可以用数学归纳法来作（仍然用分部积分法!) . 


7 T 

2 


a 


b 


13) 计算 


V . p . 


o 


2 x • sin ax 
x 2 _ r 2 


dx r > 0 ) 


解 奇点是 x = r . 利用恒等式 


2 x 


x 1 — r 2 


x + r 



x — r 


我们就立即从原积分里分解岀来一个 收敛的 积分: 


sin ax 


dx 


cos ar 


o 


X 



r 


r 


sin ay 

y 


dy 


sm ar 


r 


cos ay 

y 


dy 


利用一些简单的变换又得到 


r — e 


\ 



0 


r+£ 



sin ax 


x — r 


dx 


cos ar 


r 


sm ay 

y 


dy + sin otr 


r 


cos ay 
V 


dy + 2 cos ar 


£ 


sm ay 

y 


dy, 


所以只需在最后一积分中直接令 


£ 


0 就可得 


V.p. 


0 


sin ax 


x — r 


dx 
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最后得到 


V . p , 


0 


2x sin ax 
x 2 — r 2 


dx 


2 cos ar 


o 


sm ay 

y 


dy 


丌 * cos ar 


14) 设函数 f(x) (0 < x < oo ) 适合条件 


/0 + 兀）=/⑷及 /(tt - X 


f ⑻ • 


假设在下式中左端的积分存在，证明此 公式: 


f(x)—dx 


jrr 

"2 


0 


X 


f(x)dx. 


0 


[此公式属于罗巴切夫斯基 ( Lobachevskii ), 它可如同492目3。 中 /&) 
的特殊情况那样，借助于把函数 — 展开成部分分式来加以证明. 


应用这个公式计算如下积分: 


smx 


( a ) 


0 


sm 2h/+1 x 


X 


dx 


0 


• 2v Sin a; 7 

sm x - - dx 

x 


p = 1 ， 2, 


■ ■ 


)； 


⑼ 


arctg(a • sin x 


0 


dx 


X 


arctg(a * sin x 


0 


sm x 


sm x 


x 


dx 


a > 0) 


积分 （ a ) 可化归已知的积分 [312,(8)] 


m % 
2 


sin 2l/ xdx 


o 


7r (2u — 1)!! 

(2u)\\ ’ 


而积分 （6) 则可化归积分 


1 


o 


arctgat 
t\/l — t 2 


dt 


(变量变换 : t = sin : r )， 其值 


7T 

2 


ln(a + Y 1 + 


a 


2 


将在后文 [511,9)] 中弄清楚 


15) 对函数 f ( x ) 加上与上题同样的条件，证明公式（仍然假设公式左端的积分存在) 


/⑷ 


sin 2 x 


■ I 


0 


X 


2 


dx 


f (x) dx • 


0 


提示 这儿应用罗巴切夫斯基的方法，只不过引用函数- 


当/⑷ 


，由 此得到为我们所熟知的积分 


sm 2 x 


展成部分分式[441 ? 9)] 


sin 2 x . 7 r 

-dx = 


o 


X 


2 


参看 494,4)]. 

16) 计算积分 （ a , 6 > 0) 


⑷ 


sin ax sin bx 


0 


X 


dx 、 


⑹ 


cos ax 


o 


X 


cos bxdx) 


( B ) 


/一 1 - rr 6 — 1 


o 


\nx 


dx 
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提示都可以化归伏汝兰尼 积分； 头两个当 a = 6时发散 


答案 （ a ) In 



cl b 

a-by 


(6) In 


^/|a 2 — b 2 


( B ) In ? 


17) 计算积分 ( a , b >0) 


( a ) 



sin ax — a ^ sin bx 


x 


2 


dx \ 


⑹ 



】 n(l 十 ax ) — a * ln(l + bx ) 


x 


2 


dx 


( b ) J ( e~ ax - e ~ bx ) 2 ^. 

提示三个都可以用分部积分法化归伏汝兰尼积分. 

18) 试求积分 （a > 0) 



解我们有恒等式 




X 



最后两大项的积分（容易用变量变换验证）彼此相消，因而所设积分可以化成一个伏汝兰尼积 
分.答案 --In 2. 

19) 试求积分6 > 0) 



e~ ax - e~ bx + x ( a - b ) e~ bx ? 

dx 

X 1 


解我们（对于 a > 0) 有 



右边第一个积分可用分部积分法来变换 一下: 




故终于有 



e 


— ax 


— e k 十 xi^CL — 6)c 


x 


— bx 

- dx 



当77 — 0时右边第一项趋于6 - a ， 而第二项则趋于伏汝兰尼 积分: 


20) 求证公式 




A cos ax + B cos bx + ^ K cos kx 


dx 


x 


— { A \ na -\- B \ nb -\- • - Kink }, 


® 这些积分当 v = 0 时并不收敛. 
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假定 a ， 6, ■” ， A : > 0而且 A + B + …+ K 

提示令夂 =—A - S ——，利用公式 


0 ( 后一条件显然对于积分的存在 是必要 的). 


A cos ax — A cos kx 


o 


X 


dx — —A In a + A In 


等等. 


所述公式很容易推广到适合于495, II 的条件的任一函数/(4 
21) 试求积分 


sin n x 


0 


X 


m 


dx 


的表达式，其中 n 与 m 都是自然数而且 n ^ m > 2. 


解 


得到: 


把分部积分法的推广公式 [311] 推广到无穷区间的情形上，立即（由于双重替换之消掉) 


sin n x 


0 


X 


m 


dx 


d 


一 1 


( rn - 1) 


0 


dx 


一 l 


• n 

sin x 


dx 


X 


( 11 ) 


要计算最后这个积分，比较方便的是利用我们已知的把 sin n : z : 表示成正弦或余弦的倍角展开 
式 [461，3),( a ) 和 (6)]. 

我们来看这里可能出现的各种情形. 

( a ) n = 2 z / + 1 ， m = 2" + ]_• 这时 


d 2 ^ 

dx 2fJ, 


sm 2u+1 x 


(—1 广 


2 2 


V 


(2p 十 1) 2m sin(2zy + l)x - (2zy+ l )( 2 u 


1) 


2/n 


sin(2z^ — l)x 



( 2 v + 1) * 2 i / 

^2 


( 2 i / — 3 ) 2m sin(2^ — 3 )x — 


■ • 


因而按照公式 （ li ) 当有 


0 


sin 2l ^ +1 x 
rr 2 ^ +1 


dx 


(-1 广 

• (2/ x ) 


7T 

2 


{2v + 1) 2m - (2^ + l)(2u- l) 2 ^ 





⑹ n 


2% m = 2 /x + 1. 在这一情形 


dx 2fJ/ 


sin 2z/ x 


(- 1 ) 




2 2u ~ 1 


( 2 u) 2fl cos 2 ux — 2 v * ( 2 u 


2) 


2 /i 


cos (2^ — 2 )x 



2,. (2,- 1) (2 ^_ 4) 2 m cqs(2 ,_ 4)：c _.,； 

1 • 2 


显而易见，左边（因 p > p ) 当 
利用前一题 20). 由此即得 


X = 


0时成为0,所以所有余弦的系数，其总和等于 o . 于是可以 


0 


sin 2z/ x 

x 2pi + l 


dx 


(- 1 ) 




2H (2/x)! 

2u ' (2u — 1 ) 

^2 


(2p) 2m In 2zy - 2u(2u - 2) 2 " \n(2u - 2) 



(2 iy - 4 ) 2m ln (2 卜 4) - 


» ■ 
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对于情形 :( B)n 




+ 1，771 




2" 和 ( r)n 




m 


2/ z , 也照样可以建立公式.要指出的是， 


在特殊情形，对于任一整数 n > 2都有 


oo 


sim 


X 


n 


dx 


7T 


2 n • (n — 1)! 


n 


n— 1 


n(n — 2) 


n —1 



n(n — 1) 


( n -4) 


n —— l 


22) 利用同一展式 461,3) (6) 容易求得（当 p > 0时) 


sin 2/y+1 px 


x 


dx 


—1 广 7 T 
2 2u+1 


(2 p + 1) 



(- 1 ) 


(2 u + 1) • 


1^2 


(2z/ + 1) - 2u 


1-2 

(^ + 2)1 




V 


同时，借助于初等的考虑，这个表达式可化得更为简单: 


7T (2u — 1 )!! 


2 (20!! 


积分 


sm 


2 u 


Jo 


X 


^ dx 是发散的.伏汝兰尼积分 


• 2i^ ^ 2i^ 

sm px — sm qx 


X 


dx ( p，g > 0) 


也不适合 495 目那些 条件； 但是利用461，3) ㈤ 的展式容易证明它能够化成伏汝兰尼积分的情 


形 II ，只需把 sin 2 " x 换成 


sin 2 ^ x — 


2卜 （2 i / — 1) 


… + 1 ) 


2 2u 


V 


于是按照公式 （4 a ) 终于得到 


• 2i^ ■ 

sin px — sm qx 


x 


dx 






P 


积分 Jo 


cos n X 


X 


dx 对于任何自然数 n 都不收敛.但是当 n 


时积分 J 7 收敛，因而 


按照伏汝兰尼公式 （4 a ) 立即得到 


cos 2l/+l px — cos 2iy+1 qx 


x 


dx 


\ n q - 

V 


当 


n 


2^ 时，利用 461,3) (b) 中的展式，如像对于正弦的情形一样，即得 


0 


2z/ 2 l/ 

cos px — cos qx 


x 


dx 




23) 求证下列 公式叭 


7T 


27 5 


当 |7 l > 1， 


OO 


( a ) 


cos ^yxdx 


cos t 




dt 


TV 


4' 


当 |7 


1， 


0 5 


当 N < i . 


® 积分 


sint 


dt 与 


cost 


dt 


也就是函数 si ： r 与 d : r (“ 积分正弦”与“积分余弦”)，这两个函数曾在 289 目里提到过 
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⑹ 


sm^/xdx I 


o 


0 


( r ) 


sin yxdx 


o 


X 


i 


, 、 , 7 , sint , 

(b) / cos^fxax / - at 


X 


t 


COS t 


dt 




7 T 

当 

7 

> 

27 




7 T 




4 5 

甴 

7 


0 , 

当 

7 

< 

1 In 

1+7 

27 

1 - 

-7 


) 


当 7 # 0, 土1， 


V 


) 


当 7 


0®. 


/ 


—In II — 7 2 
7 




当7 # 0, 士1， 


v 


0, 


当7 


0 ①. 




e^ x dx 


0 


e 


-t 


X 


t 


dt 


- ln(l + 7 )， 当 7 > 0, 
7 


5 


当 


7 


a 


证明 （ a ) 暂设 7 $0,即可分部 积分: 


cos ^yxdx 


0 


x 


cost 

t 


dt — — sin 7X - 

7 


X 


cos t 
t 


dt 


o 


mMm 

+ - 

7 


o 


sm 

x 


cos xdx 


因为 


cost 


f °° cost 」 


f 1 dx 


In x 

/ ——dt 

/ x dt 

+ 

— C + 

L 1 

Ji 1 


L x 



所以上面那个双重替换化为0,而积分就成为狄利克雷间断因子 [11)]. 


现在单来讨论 


7 


0的情形.对于任意/ > 0,两次分部积分即得 


A 


dx 


0 


x 


cost 

t 


dt 


x 


A 


X 


sm 


cos t 
t 


dt 


A 


A 



cos xdx 


A 


0 


0 


A 


COS 

t 


dt + sin A 



A / ^dt + sin A = A / ^ dt . 


,4 


A 


t 2 


A 


t 2 


a sin t 


A 


根据第二中值定理 [487] 5 最后一式可化成这个形式: 1 ^ -汾 (A > _ A )， 然而这个积分当 

L 

0 O 时趋于0,这只需将布尔查诺-柯西条件 [475] 运用到收敛的积分1 


sin t 


dt 上 ，即可明 


兰.所以得知 


dx 


0 


X 


cost 

t 


dt 




0 


其余情形的证明都相似. 

24) 求证下列公式 (^/3>0 ): 


7T 


⑷ 


dx 


0 


cost I — cost If 

- dt - / - dt 


2 a J 


当 Q ； 彡 A 




①当 7 = 士1 时积分不收敛. 



[498] 


§5. 反常积分的近似计算 


• 535 • 





当 /?， 
当 0^/3. 



当 a / 0， 
当 a = /?■ 



证明 （ a ) 所设积分用分部积分法即可化成 23)( a ) 中讨论过的那一类型的积分: 


/ 


dx 




0 



OcX 


cost 

t 


dt * 


0x 


cost 

t 


dt 



x 


OCX 


cost 

t 


dt • 


cos t 


0 X 


t 


dt 


x = oo 



cos axdx 


X — 0 


0 


Px 


cost 

t 


dt 


+ 


cos (3 xdx 


0 


ax 


cost 

t 


dt 


0 


0 


cos ^xdx 


X 


cost ， 

— dt+ a 


0 


cos -xdx 
a 


X 


cost 

t 


dt 


7T 7T 


要看 a > 或 a < /? 而定. 


还要说明的就是双重替换化为 0. 从我们已知的估计式 


X 


cost 

t 


dt 


< c + lnx 


可以明白看出来，替换号下的表达式随 x 而趋于 0. 但是另一方面， 


cost 

t 


dt 


sinZ 


X 


+ 


X 


X 


sin 亡 


dt 、 


X 


cost 

t 


dt 


2 

< -， 
x 


由此又知道所说表达式当 x ^ oo 时也趋于 0. 

其余那些公式的证明可以引用 23)(6)，( b ) 和 （ r )， Cn ) 中所建立的那些公式来照样进行. 


§5. 反常积分的近似计算 


498. 有限区间上的积分.奇点分出法 以上在 322—328 目中，我们研究了通常意义下 
的定积分的各种近似计算法.这些方法和专对它们而讲的误差估计都是不能直接运用到反常积分 
上来的 • 有时候用变量变换法或分部积分法是可以把反常积分变成常义积分的.这时候反常积分 
的近似计算就化成了我们业已通晓的问题. 
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在很多情形下，(积分限为有穷的）反常积分 J ' f ( x)dx 的近似计算可以 使用奇点分出法而变 
得容易些①.这个方法在于找到一个形状简单的 i 数 P ( z )， 吸收函数 f ( x ) 所有的 奇点，使差函 1 
麥 ^{ x )^ f ( x ) - g ( x ) 不再有任^^也就是说，时函数的~ 

有尽形状， 的导数，以 便荏.做^ 
cp ( x ) 的积分的近似差公^_ 

函数个实例,我们对于一类常见的积分来 
指出函数 g { x ) 的一般的作法. 

设被积函数有这样的形状： 


f(x) — [x — xo)^ a - h(x) (a < X 。 < 6,0 < a < 1 )， 

其中 h(x) 对于 a ^ x ^ b 可以展成幕级数 

h(x) = Co -\- Ci(x — Xo) + C 2 (x — Xo) 2 + ... + Cn(x — X 。广 + ... 


我们就令 


g(x) = (x — Xo)~ a ■ [co + Ci(x — Xo) H - h Cn(x — Xo) n ], 

(p(x) = (X - Xo)~ a - [Cn+l(a ： - Xo) U+1 + ••’ 

— {x - Xo ) n +( 1 - . [c n+1 + … ： . 


函数 g(x) 的积分既容易作,而函数 <p(x) 又显然在区间 [ a ，6] 上，连抑这一点在内，具有 n 个连 
续导数. 


499. 例题 1) 设要计算积分 


1 


X 


2 (1 - xy^dx 


1 

5 


2 


x 


5 (1 — x) 一亙 dx 


0 


0 


后面这个积分只有一个奇点，就是 0. 

按 X 的幂展开 （1 - x)-i 到含: E 4 那一项为止，而且令 


g( x ) 


_i i 丄 3 o 

x -,( l + , x + r + _ 


X 


3 


35 



128 


x 


w ㈤ 


X 


2 


(1 — x ) 巧 —1 + 


秦參 # 


128 


63 x « + 


256 


于是就有 


2 


I 


X 


^(1-xy^dx 


2 


g(x)dx + 


Mm 

2 


(p (x) dx 


h+h 


0 


0 


0 


其中的值是很容易算出来的: 


II 


= 715 ^a/2^ 1.569 158 5 … 
645 120 


® 这个方法是康托洛维奇提出的. 
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至于/ 2 则可按照辛普森公式，分区间 fo , U 成 2 n = 10等分而实行数字演算到六位小数， 
这样来求它的值： 

yo = Vi/2 = 0 2 ^i = 0.000 018 

4^3/2 — 0.000 225 
2^2 = 0.000 431 
4?/5/2 — 0.002 496 
2 y 3 = 0.003 017 
4^7/2 = 0.012 901 
2^/4 — 0.012 632 
47/9/2 = 0.046 350 
2/5 = 0.020 239 

0.098 309 

而 I 的真值则[由函数的理论推知，见529, (5 a )] 等于 

^ = 1.570 796 3 * -. 

2 

我们现在来进行误差的估计（当然我们在这里不利用这个真值，而能够由别的考虑法来得到 
积分的准确值).我们有 


h = 1.569 158 5 
h = 0.001 638 5 
I = 1.570 797 0 


60 

0.001 638 5 


因而 w ⑷随 X —同上升，所以在 x = 2 时达到最大值.由此容易推知 maxW ⑷ ( rr ) = 288. 
辛普森公式的误差可按已知公式 [327,(16)] 表成 


R 


21 

10 4 


#)(0 

180 


这样一来，可见 


R <0, |^| < 


© 

10 4 


5 


288 

180 


lO ^ 5 


但在另一方面，计算 J 2 时取末位小数所引起的误差其绝对值小于< 10 

60 

值的绝对误差也是< 1( T 7 . 可见总误差介于-黑与盖之间，所以 


. 而对于 / l 的 


L 570 791 8 <1 < 1.570 797 2 


或 


1.570 791 </ < 1.570 798. 


o 

> 



12 

X 

0 

3 12 


5 12 



2 


9 1 2 


631256 




4 




于是最后得到 


I — 1-570 79+0.000 01. 
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2) 对于积分 J 


两个:/ 




fo ^ // 



X 


泰 

5 


(1 — 0 ： 


3 

4 


dx 来说，0与1这两点都是 奇点； 我们相应地把积分分成 




/ i +/ 2 . 为要计算八我们令 


夕 ㈤ 


X 


2 




W ( x ) 


X 


A- 

2 


1丄 ▽ 丄31 2 


(1 — 4 一鲁 -(1 + 


77 

128 


x 


3 



1155 

2048 


x 




2048 


因之 


1 


/i 


g { x)dx + 




( p ( x)dx 


hi + I \2 


0 


0 


我们直接得到 


/ll 


576 293 
491 520 


V 2 = 1.658 124 8. 


5 


积分 / jl2 可按辛普森公式，取 2 n == 10来计算到小数六位 : /12 士 0.003 813. 于是推知 
1 = 1.661 938. 误差的估计则像刚才一样，我们得到 


/i 


L 661 93+0.000 01 * 


同样， 


1 


h 


1 


X 


^ (I — x )~ 4 dx 


I 


1 

5 


2 


X 


0 




I21 + 122 


1 

5 


1 


X 


(1 — x )~^ dx 


0 


1 - 35 4 ,, 

+ 2^ + **' + l28 X ]dx + 


2 




X 


0 


I 


(1 —Xp — (1 + 


» 蠢 » 


dx 


我们求得 


hi = 3.580 291, I22 = 0.002 033 ， h = 3.582 324 


若照以上一样来估计误差即得 


h 


3.582 32 + 0.000 005 * 


于是得到 


5.244 25+0.000 ois 


或 


5.244 26± o.ooo oi * 


3) 设要计算的积分为 J 



1 


\nx 


x 


dx \ 奇点在 x 




要分出这一奇点，我们可以采用类似于上面已经用过的方法.令 


1 


(1 -\- x x 2 -\- x 3 -\- x ^) In xdx 



0 


0 


x 5 \nx 
1 — x 


dx 


I1 + I2 


很容易（用分部积分法）求得 ： A 


1.463 61 • • •. 至于则可按照辛普森公式（取 2 n 


10, 


计算到小数五位）来算出；其结果为：心士 -0.181 35. 于是/ 士 -1.644 96. 所计算的积分，其真 
值 [519,1)(6)] 为 - 2 



1.644 934… 
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要估计误差，需按莱布尼茨公式 [117] 算出导数 (/ p ⑷ ( x ). 这时还可以方便一点的是利用容易 


证明的公式: 


f ( x ) - f ( a ) 


x 


a 


㈦ 


k 1 



(fc+i) 




(其中 c 在 a 与 rr 之间)，取 f ( x ) = lnx ) a 



粗略地估计即有 \ ip (4) ( x )\ < 200,于是推知 


问 <忐.==_ 011 . 


总误差为土 0.000 13. 结果, 



1,645 士 0 .0002- 


4) 最后我们来看另一类型的例 


* ■ 

2 


I 


lg sin xdx y 


0 


其奇点为 o . 


我们很自然会把被积函数和 g ( x ) = Igx 这个函数比较起来看，这个函数的积分是很容易算出 


来的 


2 L 

2 


■ ■ 

2 


h 


o 


7T 

2 


\gxdx 

— Ad * 

, 7 T 


lg - 

6 2 

M - 

/ 


\nxdx 


Mx(\nx — 1) 


o 


m ■ 
2 


0 


0.374 123. 


至于函数 ^>{ x ) 


lg 


sin x 


x 


的积分 / 2 则可照辛普森公式 > 取 2 n = 18,算到六位小数.我们有 


獻1 

"2 


h = ~ 


lgx — lgsina :]^ 


0.098 733. 


o 


于是 



h+h 


0.472 856 


其实积分了与我们已知的 [492,1°] 积分 


2 


In sin xdx 


0 


7T t ^ 
- 2* ln2 


之间只差一个因子 M ， 因之 



7 T 


--- lg 2 = -0.472 856 8 


可见上面所得的数值六位小数都是正确的. 

我们若不知道这个真值，就需要引用辛普森公式来估计误差.这里 


9(工) 


M(ln x — In sin x ) ， (p 


( 4 ) ( x ) — — sin 4 x ) — 4 x 4 sin 2 x 


x 4 sin 4 x 


丌 


4 


可以证明 0 < ip (4 \ x ) < < 3.6 ; 因之 < 0 而且 

时的误差，我们就只能确定 


R < 0.000 002. 再考虑到取末位小数 


= 0.472 85+0.000 oi * 


①以下用字母 M 代表换自然对数为常用对数的“兑换率”(通称为模). 
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500. 关于常义积分的近似计算的附注 奇点分出法对于常义积分的近似计算也往往是适 
用的，这在被积函数虽然连续却无足够多阶的连续导数的情形（因而误差估计发生困难的时候）就 
是如此.我们举例来说明这点. 


试看积分 



lnrr * ln(l + x ) dx ‘ 


显而易见，当 x — 0时被积函数趋于0,所以该函数可以认为在整个积分区间上是连续的.但是 
被积函数的一阶导数就已经在 x = 0 处成为无穷了.我们利用对数展开式把被积函数表成下列二 
函数的和： 



( p ( x ) = In x ■ 


ln(l + rr )— 




第一个函数的积分容易算出其值为 -0.205 28•….而第二个函数（已有四阶连续的导数了!) 
其积分的计算可以引用辛普森公式，取 2 n = 10,算到小数五位.我们得到 -0.003 48,因之总结 
果为 -0.20876. 

因为 | v ? (4) ( x )| < 36,所以 | H | < 0.000 02. 结果有 


|/| = 0.208 76± o.ooo 03 — 0.20 8 7± o.ooo i * 

(其实所得近似值的各位小数都是正确的，因为/的真值是 -0.208 761 8 • • •.) 

有趣的是，若不预先利用奇点分出法而把辛普森公式（同样取 2 n = 10而且仍旧计算到小数 
五位）直接用到被积函数上，那么得到的结果就是了 = -0.2080, 这就是说，只精确到三位小数 .. 

* 薩丨 _ _ _ — | ^^ f 

这样一来，若不使用奇点分出法，不但误差的估计也发生很大的困难，而且结果的准碗"性实际上被 
减小. 


501. 带有无穷限的反常积分的近似计算 假若要根据积分 / a + °° f ( x ) dx 的定义，把它当作 
常义积分// f ( x ) dx 的极限，近似地 （ 对于充分大的火）设 / a + °° ^ 再用刚讲过的方法来计 

算最后这个 If 只分;这样做起来往往是不行的.这样做法只有在2种情形 k 会合用，那就是被积函数 
当 x 上升时它下降得很快，以致于 一一 对于并不怎样大的 A ——上面所写的那个近似等式就 
有充分的准确性. 

1) 例如积分 e - 2 dx 的情形就是这样. 

从不等式 rr 2 > 2 Ax - A 2 推知 

e - ^ 2 < e ^ 2 - e ~ 2Ax , 

因而 

dx ( e A 

在 A = 3 时： 

POO 

/ e^dx < 0.000 02 . 
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至于积分 f : e _ x 2 dx 则可按照辛普森公式，取 2 n = 30,算到小数 五位； 得到 0.886 21. 不 

难得出估计式 |( e ^ 2 ) ⑷| < 12,问 < 2 • 1 CT 5 ‘ 可知总误差介于 -dOOO 04与 0.000 06之间. 
于是 


0.886 17 < / < 0.886 27， 

至于/的真值，则我 们已知 [492,2。]其为 '-❿ 

2 


asse 2 士 o.ooo i. 


0.886 226 • 


计算积分常用的办法是，或者把它变形成积分限为有限的，或者先分为二 :/ A 



把第二个变形成积分限为有限的 


JT . 再 


2 ) 今仍取积分/ 



e 


X 


2 


dx 为例，而把它表成和的 形状: 




= A + 


积分值 A 可按辛普森公式，取 2 n = 10,计算到小数五位，得 | 尺 | < 0.000 01，/；!= 
0.746 83 io .ooo 02 . 至于 A 我们就用变换 x =- 把它变成这样： 



用通常的方法即得 J 2 ; 0.139 45 5 因之/ = 0.886 28. 

这里误差的估计我们就不作了. 

如果带无穷限的积分在有限距离内有奇点存在，那么就要把它分成两个，使每一个只含有一 
个奇点. 

3) 试看（当0 < a < 1时的）积分 



积分 / l 可用奇点分出法来求它: 




其中 


1 


a 


a + 



1 


(X + 2 


例如假定 


^2 


a + 3 



a + 4 


，而 / 12 则可按照辛普森公式来计算 


到小数五位）得值为 


2 


0-707 106 8 …； 则 J 


11 


1.140 52… • 对于 Ji 2 则（取= 10而算 


积分/2经过变换 X 


于是 A 
即化成这样 


1.045 34. 


/2 = 乂 TT~t dt ， 

其中6 = 1 - a = 0.292 893 I --*.像计算一样 可得： / 2 仝 2.902 89. 于是终于得到 
/丄 3.948 23. 以后 [522,1°] 我们会知道 J 的真值为 一 ^― = 3.948 246…. 

SIH 7T0L 

有时候在“缓慢地收敛的积分”的情形，还是能够由它（譬如接连利用分部积分 
法）分出一些容易计算出来的部分，而使剩下的积分的值却又是很小的. 
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4) 设给定积分 



0 


smx 


x 


dx . 


我们把它写成两个积分的和的样子： jf + xr ， 但并不一定要第二个积分的值很小.于是分部积 


分即有 


A 


sinx 


x 


dx 


cosx 


X 


smx ^ cos x ^ smx ^ . cos 

_ + 2 —-—— h 6 —:-24 




2 


X 3 



X 5 


120 


sin 



x 


6 


A 


十720 


A 


smx 


x 


dx . 


譬如取 A = 2 tt 罢 5 就得到 


2tt 


smx 


x 


dx 


1 


2 


24 


2 tt 


㈣ 


3 



(2tt) 


5 


+ 720 


sm 



27T 


X 


7 


dx 


积出来的各项之和等于 0.153 54 • • •. 还有 



< 720 


2 tt 


smx 


x 


dx < 720 


2 tt 


dx 


120 


(2丌) 6 


< 0.002 


照辛普森公式（取 2 n = 40 算到小数四位）来计算积分/。 2 "即得近似值:1.418 2 


误差的估计则如下: 


/⑷ 



(-1) 



2 m 


0 


{2 m + 1)1 



⑷ 


⑷ 



(―1)% 


2m 


0 


(2 m )!(2 m + 5) ’ 



⑷ 


( x )\ < ~ ch 27 r < 54, \ R \ < 0.001 2. 




因此，考虑上全部误差，即得 结果: 


1.570 2 < / < 1.575 2, 1= 1.57+隨 



其实，如我们在492,3°中所知的，真值/ = - - 1.570 7 


502. 渐近展开的应用在对形如 




X 


的积分进行近似计算时，应用积分的渐近展开常常是有益的.我们以例子来说明这一点. 


1 ° 


积分对数 若0 < a < 1，积分对数 li a 是这样定义的: 


a 


li a 


o 


du 

\nu 


( 12 ) 


在 ci > 1 的情况下，这个积分发散，在主值意义下来理解它 


a 


li a 


V . p . 


o 


du 

\nu 


l- 


a 


lim 
+o 



o 


i+e 


du 

lntt 


( 12 *) 
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参看 484]. 


首先设 a < L 当 re > 0时令 a 


e 


—X 


，并在积分 （12) 中作代换 u 


e 


一 t 


li(e 


X 




e 




dt 


X 


设亡 


x + %得到积分 


li(e 


X 


—e 


一 a: 


e 


V dv 


o 


X V 


因为 


V 


V 


2 


X + V 




X 


X 


2 


+ y ‘+(- i ) 


n 


-iV 


n — 1 


X 


n 



(- 1 ) 


n 


V 


n 


(13) 


(14) 


x n (x + v) 5 


则由此 [489 5 4)] 




6 


x 


^-4 + 2! 


X X 2 ' X 3 


3! +.*. + (-ir- 1 ^-^+r n (x) 


X 


X 


(15) 


其中余式由积分 


r 


n 


( x ) 




(- 1 ) 


n 


V 


n . —v 


e~^dv 


o 


X 


n 


(x + v ) 


(15 a ) 


表示，若丟掉余式，使展开继续到无穷项: 


li(e 一 x ) 〜 —e 


X 


1 




X 


X 


2 



4 -… +(- i ) n ~ i(n ~ 1)! . 

X 3 v x n 


(16) 


则所得到的级数明显是发散的，因为后项与前项的比 


-^oo S n -> oo . 

X 


但由表示余式的 (15 a ) 式看出，它具有被丟掉的级数的第一项的符号，并且按绝对值小于这样的 



这样一来，级数 （16) 包络函数 li ( e -") 并且同时也是对这个函数的渐进表示 [463]. 由上一章§6, 
读者已知道类似的级数如何被用于近似计算,若 n = E { x ), 就得到最好的结果. 

若 a > 1且 o ; < 0,则事情变得相当复杂.在这种情况下同样可以建立公式 （13) - (16), 但 
这里所有的积分只能理解为主值意义下的.展开式 （16) 在这种情况下是常号的（要知道 z < 0); 
余式的估计的表示更为困难.借助于详细而精致的研究，斯蒂尔切斯 ( Stieltjes ) 得以证明.在所 
给 : r < 0 0寸，为了得到对于数 li ( e ~ x ) 最好的逼近同样应取 n = E (\ x \), 同时逼近的阶可用表达 

式来估计. 


可以对函数 \ i ( e ~ x ) 


如下形状: 


得到对于所有实值 z 的按: r 的整升幂的实展开.为此把 （13) 式改写成 



① 在所考虑的 a < 1 的情况下可对积分 （ 13) 逐次地应用分部积分法来得到渐进展开 （ 16) 与对 
余式的表示，但这个方法对 a > 1的情况行不通. 
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dt 


m x < o 积分$发散，需要取它的 主值； 主值等于 


£ 


X 


lim 





+0 V 


dt 


1 


— £ 


lim 

e—v+0 

\ n(—x 


In e + In 


—x 


e 


In 


X 


前两个积分的和是不依赖于: r 的常数 C ®. 余下的只是最后一个积分按: r 的幂次展开，以便得到 
所要的结果： 


li(e 


X 


(7 +In 


X 


- X + 


X 


2 


X 


3 


2 ! ■ 2 


3! *3 


+ 


X 


4! • 4 


-… + (-i) n 


x 


n 


n! • n 


+ 


(17) 


然而这个展开对大的 M 值，用起来不怎么好，此前的发散展开 （16) 有本质上的优点.斯蒂尔切 
斯取了 （16) 式的23项，求出 


li 10 


10 


455 055 614.586 


为了达到同样的精确度，在级数 （17) 中需要取超过 10 1 C ) 项才行! 

° 积分余弦与积分 正弦： 


P 


COS t 


Cl X 


dt , Q 


sin 


si x 


dt 


X 


X 


为了简化计算，在研究中我们引入实变量的复函数的积分: 


尸 + Qz 


e 


it 


dt 


de 


it 


l 


x 


X 


逐次地应用分部积分得到公式 


P + Qi 


e 


IX 


e 


IX 


IX 



ix ) 


2 



2 ! 


e 


IX 


e 


XX 


㈣ 


3 


+ … + (n - 1)!^^ + r n (z )， 


其中 


r 


n 




(- 1 ) 


n — 1 

% 


• n! 


e 


it 


x 


t n+1 


dt 


若把所得公式逐项除以- e ' 并使等式两端的实部和虚部分别相等，则得到对计算更为方便 


的公式: 


cos (^ — x ) 


X 


t 


dt 




—Pcosx — Qsmx 


1 3! 

x \ x rr 3 + 


春秦 4 


+ (— I } 


_1 ( 2?77 / 一 1 ) 


/ 


X 


2m — 1 


+ ^2 


m—1 


⑷ 


(18) 


及 


sin(t — x ) 


X 


t 


dt 


P sin x — Q cos x 


- U 

x 


2 ! + … + (—丄广 -“ 2771 — 2 ) 


X 


2 


X 


2 ttx 一 2 


+ r 《 m -2, ② 


(19) 


①正如以后所看到的，这个和实际上恒等于欧拉常数 [ 538 , 3 )]. 

® 注意，有趣的是，在{… } 中的各项刚好是对于我们所熟知的正弦与余弦的幂级数的各项的倒 

数 [ 404 ,( 12 ) 与 (13)]. 
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其中，相应地， 


r 2m-i( x ) = (― l) m (2m + 1)! 


sm(t — x ) 

-^2rri-\-2 


dt 


X 


与 


Km — 2(工）=(― l) m (2m)! 


X 


sin(t — x ) 

-j-2m+l 


dt . 


容易证明[例如借助于波内公式， 306 目,(3)] 



当 X — oo 而取极限，我们 得出： 公式 （18) 与 （19) 中的余式，按绝对值不超过（相应展开式的) 
已列出各项随后的那一项的两倍.由此可看清把展开 （18) 与 （19) 延续到无穷，我们便达到左端 
积分的渐进表示. 

例如，特别地，当设 a ; = k 7 r(k = 1，2, 3,…）时从 （19) 式可求出 



当 k >2 由此容易求出外的近 似值: 


p 3 = 0.104 0, p 4 = -0.078 6, p 5 = 0.063 1, p 6 = -0.052 8, ■ ■ • 
例如，为了计算 P 4 只需在括号内的 三项： 


0.079 58 - 0.001 01 + 0.000 08 = 0.078 65; 

因为误差绝对小于2 x 0.000 015 = 0.000 03,那么 | p 4 | 包含在 0.078 62与 0.078 68之间，最后 
有 


P 4 — —0.078 6 ♦ ■ 、 


第十四章依赖于参数的积分 




§1. 基本理论 

503. 问题的提出 试考虑一个二元函数设其对于工在某一区间 b ， 6: 

上的所有的值与 y 在集合 ； y 二 { y } 中的所有的值都有定义.假设对于； y 中的每 一 
常数值 yJ { x )V ) 在区间上无论在常义积分或反常积分意义下都是可积的.则 

积分 匕 

Hy) = / fb ， y)dx (l) 


显然是辅助变量或参数 y 的函数. 

在第436目中讲到函数序列 {/ n (4} 时，我们考虑了积分 

In= fn^dx, 

J a 

上式表示岀积分 （1) 式的特殊 情形： 这里自然数附标 n 做了参数. 

关于函数很自然的引出了一系列的问题-在规定的取极限过程中/(以 
的极限的存在及其表达式，特别是关于它对2/的连续性，关于它的可微性及其导数 
的表 达式； 最后是关于它的积分.本章中将专门来说明这一切问题. 

对于用积分 （1) 式所表示的，依赖于参数的函数 I { y \ 它的性质是富有独特的趣 
味（这一方面例如可参看§5)，但除此以外，这些性质，读者今后会看到也有多式多样 
的应用，特别是关于反常积分的计算问题. 


504. —致趋于极限函数 标题中所指示的概念将在以后的研究中起着决定性 
的作用.设函数在一般情形下，定义在两维的集合州 = Y x y 中，这里 Y 
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与少表示数值的集合，变量 x 与2/各在其中 取值; 并且 y 中有一个寧卓，例如有限 
的数值 y 0 . … 

若 1) 对于函数 f ( x ， y ) 当 y — 妁时，有一个有限的极限函数 


lim f ( x , y ) = < p ( x ) (x 是在 ； V 中的数值） 

y-^yo ’ 

' 皿 ~ — ' —-— _ 一._ — - 一 _ 

存在，及 2) 对于任意一个数 e > 0,可以找出一个不依赖于 x 的数$ > 0，当 
5时， 对于％ 中所有的 x 值，使 . 


( 2 ) 

y-yo < 


/0,") - 咖)| < e , (3) 

则我们说这个函数 f ( x ， y ) 对于；^区域中的 x 值，为 ; fd 

当加 不是通常的数值，例如 + OC 的情形下，我们也法来叙述 
这个定义：这儿只要把不等式|2/ -如 | < 6换成不等式 y > A 就够了.在第十二章 
[428] 中我们已经讨论过关于一致逼近于极限函数的特殊 情形； 那儿，我们讲到函数 
/ n ( x ), 其中所含的自然数指标 n 就算为参数. 

在第 429 目中讨论到函数序列时，我们提出过一种 说法： 一致收敛的必要与充 
分条件是收敛原理一致适合.在一般情形下那样说法也是可以的，就是（倘使限制在 
yo 为有限的数值这一假定之下> 

1。当 y — 加时要使函数 /( x ， W 有一极限函数，且对于 i 区域中的 x 值一致 
趋向于这个极限函数，其必要与充分条 件是： 对任意一个数 £ > 0 ,有这样一个不依 
赖于 z 的数 (5 > 0存在，对于 Y 中的一切 a ： 值，使下列不等式成立 

f (工 ' y ’） _ /(^,2/)| < ^ (4) 

其中只要 

\y ~ yo \ < ^, \ y f ~ yo \ < s ( y ,? /是在 少中的数 值）. (5) 

[在加 = + oo 的情形下，把最后的不等式换成不等式 y > A , y f > A .] 

必要性 设是一致收敛.用 I 代换定义中的 e ， 并相应地选择 J 之后，我们即可 
从 y 中取两个数值 y 与 y f 使满足条件（5)，则无论: c 为何值可得到 

f ( x , y f ) - ( f ( x )\ R \( f { x ) - f ( x , y )\ < 


由此就得到 （4) 式. 

充分性倘使以上所提的条件适合，则首先显然极限函数⑶ f 卒. 其次，当 
〆 — ㈧时，在不等式⑷中取极限（并且固定 y 使 b - 加| < (5)，可彳屢 gj 

咖）- /0， y )| 

由此建立了函数 /Or,2/) —致趋于极限函数 if ( x ). 
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以上所考虑的问题可能化为 函数序 列的一致收敛问题，现在讨论 如下： 

2。 当 y — ■如时要使函数 f ( x , y ) 一 致趋向于函数(/9(工)(对于 1 区域中的 x 
值）其必要与充分的条件 是：当(在少 中的值）按照任何变化的规律趋向于 如时， 
每一序列 { f ( x , y n )} 一致收敛于 ( p ( x ). 

证明只限于有限的值的情形. 

必要性 假定 f ( x , y ) 一 致趋于^),对于任意选取的一个 e > 0,按照定义可 
以找到一个数5 > 0,[参看 （3)]. 无论如怎么样变化而 — yo , 对于它总有这样一个 
数 iV ， 只要在 n > 7 V 时 \ y n - y ^\ < S . 但是对于同样的那些值 n ， 由于式（3)，不等式 

f ( x , y n ) - ( p ( x )\ < 

对于所有的 X 值得以适合.这样，序列 { f { x )Vn )} 的一致收敛性也就证明了. 

充分性 今设每一个这样的序列一致收敛于 ( p ( x ). 

为了要证明函数 f ( x ， y ) 一 致趋于 cp ( x ) 5 我们假定相反的结论，则对于某一个 e > 
0无论怎样取 S = 6 ; > 0, 可以从; V 中找出这样的 y = ^/值，虽然| 〆 - 加| < A 但 
至少在/中有一值 . x 二/ 使满足不等式 

/ W) - w(y)i > & 

现在取一正数的序列 { S n }, 它收敛于零.按以上所说的，对于每 一个心 可以找 

到两个值如 与工 n 使 


々 n— 如|<心但 \f(x n) yn) - Lp{x n )\ ^ (6) 

显然如 — 如(因为心 — 0)，但是序列 { f ( Xj n ) l 由于式 （6) 不能一致收敛于 W ㈤ . 

对于所给定的条件我们得到了一个矛盾. 

今设集合 i 代 表有限 的区间 [a, by 我们知道[ 436 ](如 果函数序列 {f n (x)} 一致 
收敛于极限函数，其中 fn(x) 是连续的（或在常义积分意义下为可积的)，则后面的极 
限函数也一定是连续的（可积的 ).） 由于2°，很显然地这所有的结果可以推广到一般 
情形. 

3 。 若 对于少 中的任意 y 值，就区间 A " = [ a , b] 上的 z 来说，函数 f ( x , y ) 是连 
续的（可积的)，并当 y — y 。 时一致趋于极限函数 ^( x ), 则后面的极限函数也是连续 

的（可积的） ■ 

为了以后备释的便利，-们再 k 立下面的命题即广义的迪 尼定理 [431]. 这儿我 
们考虑所有的1/ <饥). 

4。 假设对于 } 中的任意 y 值，就区间 A 二 [ a ,6] 上的 x 来说，函数 f ( x ， y ) 是 
连续的，并且当 y 值上升时/它也单调上升而趋于连续的极限函数 ip ( x ), 则对于^ 
区间上的： r 值，这个趋向一定是一致的. 
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为了证明，从 y 中挑选一个单调上升的2/值的序列 { yn }, 它趋向于 M ， 然后考 
虑相应的函数序列 { f ( x , y n )}, 显然它也跟着 n 单调上升.因为级数 

OO 

/(X ， 扒 ） + Y^lf( x ^yn) - fix.yn-x)) = ip(x) 

n=2 

的项都是正的（可能除去第一项外)，所以迪尼定理使我们能这样地 断定： 这个级数 
对于在区间7上的 x 值是一致收敛的.因此，给定 e > 0,可以找出这样一个数 n 0 , 
对于 Y 中的所有: r 值使不等式 


咖） - f ( x , y no )\ < £ 

得以适合.由于函数/跟着 y 单调上升，所以只要 y > 不等式 

咖） — f ( x , y )\ < £ 

也 适合； 因此我们的断语得以证明. 

虽然以上所建立的一致逼近的特殊判断法，似乎是很狭隘的，但是除了一些必 
须用其他方法来说明一致逼近的存在外，这法则常是很有用的. 

505. 两个极限过程的互换 有几种类型的两个极限步骤的互换问题，将要很显 

然地贯彻在本章所有的叙述中.这个问题的最简单形式，我们初次在第168目中碰 
到过，当时在二重极限 

lim f { x , y ) 

X — Zq 

y—yo 

存在的假定下，讲述了累次极限 

lim lim f ( x , y ) — lim lim /( x , y ) (7) 

x—xoy—yo y—y 0 x~^x 0 

的存在与相等.其后在第 436 目中我们看见了关于在一致收敛的函数级数中，逐项 
取极限过程的定理也可以用相似的形式来表达： 


lim lim f n ( x ) = lim lim / n ( x ), 

x~>a n^-oo n—^oo x—>a 

这儿假定当 n oc 时函数 /n(x) 了琢收敛于极限函数. 

利用上目中所引人的概念，现在我们建立一个同一类型的一般性的定理.假定 
函数 f ( x , y ) 定义在二维集合 yvt 二 1 X y 中，这里集合 1 二 {x} 及 y = 以}各有聚 
点、 x 0 及 有限的或无穷的). 

设对于 AT 中每一个2：值对应一个简单的极限 
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且对于 Y 中每一个2/值对应 一 个简单的极限 

lim f ( x ， y ) = 物)， 

X ― ^ Xq 

若当 Vo 时函数 f ( x , y ) 对于；^区域中的 x 值一致趋向于极限函数 p (： z ：)， 则（乃 
式中的两个累次极限都存在而且相等. 

很容易把这个定理化成前面所提及的定理的特殊情形，但是 一 为了明晰起见 

^-我们宁可在这儿给岀一个独立的证明（为了确定的缘故，假定邱及如为两个 
有限的数值). 

给定任意一数 e > 0,由于定理1°[504]我们可以找出与它相应的数6 > 0,使不 
等式⑸能对于 无论义 中的任何 rr 值，都推出不等式 （4) .今固定 y 与 〆 值适合条 
件⑸，但假定 x 趋于卻 ，让/(%?/)在式 （4) 中趋于极限，则得 

- Hv)\ < ( 8 ) 

可见函数 _在 y — yo 的过程中，它适合经典的布尔查诺-柯西的条件 [58], 所 
以有一个有限的极限存在 

lim 狀 y ) = A . 

y^yo 

现在很明显，只要 \ y - y 0 \ < S 就有（对于％中的任意: r 值） 

|(/?0) — f ( x , y )\ < 同时 \^( y ) — _ A | 彡 e ; 

上式是很容易说明的，当 〆 一 y ◦时，且固定 x 及％让函数/(^ 〆 ）及利妁在不 
等式⑷及⑻中趋向极限就得了.其次 ; 保留所选定的 y 值，我们可以找到一数 
V > 0,在 |x - x Q | < V 时使 \ f { x , y ) - iP ( y ) \ < s . 然后从所有这些不等式，推得不等 

式 

( p ( x ) - A \ < 3 s , 

它在 |x - < V 时总是适合的.因此 

lim ip ( x ) — 

X—^Xo 

定理得以证明. 

附注还可以证明，对于并进的极限过程 :r — x 0 ，y 4队)而言，这个刚讲到的数 

乂也是函数 f ( x ， y ) 的二重极限.这个情形把已证得了的定理联系到第168目中的 
定理_ 
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506. 在积分号下的极限过程 现在回到所考虑的依赖于参数^的积分（1)，并 

首先限制在有限区间 ㈧ 6] 上，及函数在通常的意义下为可积的这一情形. 

假定参变数的区域少有一个聚点2/0,我们提岀对于 y ^ y 0 有关函数⑴的极 
限问题. 


定理 1若函数 /( rr ， y ) 当^/为常量时对于 [ a ，6] 上的 x 值为可积 5 并且在 y ^yo 
时对于 z —致趋于极限函数 （ 2) 则等式 


得以成立 . 


1 呓 7 ⑼ 


lim 


Vo 



f ( x ， y)dx 




⑼ 


证明① 极限函数的可积性是已知的 [ 504 , 3 。]. 给定任意数 e > 0,可以找 
出一数 S > 0 使式 （3) 成立.然后在 \y — yo \ < S 中得岀 



f ( x 、 y)dx 





亦即公式⑼得证. 

公式⑼可以写成以下的形式 


nb 广 6 

iim / f ( x 、 y ) dx = lim f ( x , y ) dx . 

y~^y° Ja J a y^y° 

在这个情形下，我们说 对于参数容许在积分号下取极限. 

假定所有的2/ < yo , 则得 

推论若函数 f ( x ， y )^ y 不变时对于在 [ a ，6] 上的 x 值为连续而在 y 值上升 
时单调上升地趋于连续的极限函数，则公式⑼是正确的. 

参考广义的迪尼定理 [504,4°] 

假定区域; V 自身代表一个有限区间 [ c , d ] ,我们考虑在结论中关于函数 （1) 的连 
续性的问题. 


定理 2若二元函数 f ( x ， y ) 在矩形 [ a ，6; c ，< i ] 上是确定，且连续的，则积分 （1) 
在区间 [ c ， ci ] 上是参数 y 的连续函数. 

证明 由于函数 f ( x ， y ) 的一致连续性 [ 174 ], 对于任意5 > 0,可以找出 J > 0, 
从不等式 |: r 〃- < 5 ) \ y ff - y f \ < S 推出不等式 

/0" ， y") —/(x’ ， y’)| < 6. 


® 为了明确起见我们假定如为有限的. 
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特别设 


x = x = x ^ y f ~ ychU ’’ = y ' 则当 |y — yo | < 5时， 无论 x 为何值得到 


l/0 ， y) - /0 ， yo)| < 


6 ‘ 


这样，函数 / Or ，?/) 当 y 趋于任意的特殊值洲时，对于 : c 
件下按照定理1 


致趋于 f ( x , y 0 


在这条 


f ^ y)dX 


f ( x , y 0 )dx 


或 


Jirn o /(,) = / M . 


这就证明了我们的断言. 

例如，不用计算积分 


1 


1 



arctg— 

y 


\n{x 2 + y 2 )dx ) 


我们便可以立刻看到它们对于任意正的 y 值是参数 y 的连续函数 


507. 在积分号下的微分法 


在用含有 参数〃 的积分所给定的函数（〗）的性质 


的研究中 ，关于这个函数对参数的导数的问题具有重要的意义. 

假定偏导数 f y { x , y ) 存在，莱布尼茨给出了一个法则.这个法则在拉格朗日的记 
法下可以写成 



f (y) 


b 


fy ( x , y)dx 


( 10 ) 


或 




倘使利用柯西的更能表达的记法 


D 


f ( x ， y)dx 


D y f ( x , y)dx 


倘使（对 W 的）导数符号与（对 x 的）积分符号的互换是容许的话，则我们叫函 

数 （1) 可以对参数在积分号下取导数. 

按照所指示的公式取导数的计算法称为“莖查虽 g 去啦 ”. 

为了这个法则的应用，下面的定理给出简件. 


定理 3 设函数定义在矩形 [ a , b ; c , d ] 上，当 y 在 [ c ， d ] 上为任意常 量时， 
它对于 z 是连续的.其次假定在矩形区域上偏导数/〖(: r ,2/) 存在，同时把 以叫识看 
成二元函数，它是连续的 ® ，则当 y 在 [ c ， $上为任意值时，公式 （10) 得以成立. 


函数 f ( x ， y ) 对 X 的连续性保证了积分 （1) 的存在. 

固定任意的 y = y Q 值. 给它加上改变量 Ay = M 则 

Hvo) = [ f(x,y 0 )dx ) I(y 0 - k) = f f(x ,yo + k)dx, 

J a J a 

①严格说来，从这些条件，函数 f ( x , y ) 对两个变量的连续性是可以推岀的，但是我们没有利用这 
个推论 ■ 



507 ] 


§1. 基本理论 


• 553 • 


因此 


Hvo + k) 


Hvo ) 


/( 工 ， yo 




f (叫 yo ) 


k 


a 


k 


dx 


( 11 ) 


右面的积分依赖于参数 A ；. 我们将证明当 A : 


0时，这儿容许在积分号下取极 


限. 由此建立导数 



M = lim 


I(yo k ) — I ( yo ) 


k 


) 


的存在与所需求的等式 


b 



/ (yo)=lim / fb，yo + k)-f( X ， y Q ) dx 


k —0 

b 


a 


k 


a 


lim + fe) — f( x ， yo) dz 

fc—o k 


b 


fy(^^yo)dx 


a 


为了这个目的我们首先按照拉格朗日公式写出 


/( 工，2/0 + ^) — f ( x y yo ) 


k 


以工 ， yo + Ok) (0 <0 < 1). 


( 12 ) 


利用函数 fy ( x y y ) 的一致连续性，对于任意 6>0 可以找出6 > 0,当 


X 


// 


/ 


X < 0, 


y 


u 


/ 


y <心 


使满足不等式 


f ! y ( x ' ! ■ y u ) - fy(^ ; ^ y 1 ) 


< 


今假定 X’ = X 

于所有的 X 值 


// 




yo.y 


// 


yo + Ok 且假定 



< 



由 （12) 我们立刻得到对 


/ (^) yo + k ) 


fhyo ) 


k 


fy (^^ yo ) 


< £ 


由此很清楚地知道被积函数 （12) 当 fc 


因此按照定理1证实了极限过程可放在 （11) 的积分号下. 

今举例来说明.我们重新考虑上目中所讲到的积分.显然对于以 


0时一致(对于 x ) 趋向于极限函数 fy(x,y 0 ) 


> 0 , 


1 


X 


Dy I Q.TCtg-dx 

y 


X 


1 


0 


0 


Dy&rctg~dx 

y 


xdx 


y 


2 


0 


1 


1 


Dy 


\n(x 


2 



y 2 )dx 


X 2 y 2 


l 


At 切 2 , 


D y ln(x 


2 



y 2 )dx 


2 y 


0 


0 


0 


X 


2 


+ y 2 


dx 


2arctg- 

y 


很容易来证实所得到的 结果； 我们可以直接计算出这些积分到最后的样式 


1 


h { y ) 


0 


X 7 11 V 2 

arctg-.^arctg^-.ln^, 


1 


Hv ) 


ln (^ r 2 + y z )dx = ln(l + y z ) — 2 + 2 y • arctg — 

y 


2 


2 


0 


然后对 y 取导数. 
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当 y = 0时定理3的条件破坏了.我们考虑当 y = 0时函数 h ( y ) 及 I 2 ( y ) 的导数情形 
怎样，倘使在第一积分中当^ = 0及 x > 0时，被积表达式保持它的连续性，而写成^则得到 

了 i(0) =吾，因此函数 h ( y ) 对于 y > 0及当 y — 0时都连续.但是当 w — 0时 

h { y ) - /i(0) I, y 2 arctgy 

- =—In - --- > — (X). 

V 2 1 + y 2 y 

所以在2/ = 0有限的导数不存在.对于函数 I 2 ( y \ 我们得出当 y — 0时 

/ 2 (0) = -2, 乃⑼ ⑼ = H^-^y 2 ) + 2arctg- ^ tt. 

y y y 

这儿 7^(0) - TT. 但被积函数在 2 / == 0 时对 y 的导数等于零，所以它的积分也等 于零： 莱布尼茨法 
则不能运用. 


508. 在积分号下的积分法 最后提出关于函数 （1) 在 [ c ， d ] 区间上对2/的积分 

句题. 

我们特别有兴趣的情形，就是这个积分可以表成公式 



平常不用括号写成 



pd pb pb nd 

dy f ( x ， y)dx 二 dx f ( x , y ) dy . 

J c J a J cl J c 

在这种情形下，我们说函数 （1) 可以对参数 2 /在（对 ^的） 积分号下求积分. 

关于两个累次积分 （13) 的相等，下面的定理给岀最简单的充分 条件： 



定理 4 


以成立, 


若函数 /(:r，y) (对于两个变量）在矩形 [aj;c,d] 上 连续，则公式 （13) 可 


我们证明更普遍一些的等式 



(13*) 


这里 c < 7] < d . 

上式的左方和右方我们有含参数 ry 的两个函数，我们现在要计算它们对于 ry 的 
导数. 

在左方的外层积分具有被积函数 （1), 由于定理2,它对于2/是连续的.所以它 
对上限变量的导数就是被积函数， 以 m 来计算，亦即积分 

I(V)= f f(x ， r])dx‘ 
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函数 ( p ( x 、 v ) 适合定理 3 的条件.事实上由于定理2 ( p ( x ， r /) 对 是连续的.再取导 

数，得 


似工， V) = f ( 叫 ”)• 

把 ^( x ^) 看成二元函数，它是连续的，所以可以运用莱布尼茨法则到以上提及的积 
分： 

fb fb pb 

D v (f 〔 x ， T])dx= ^ v (x,T])dx= / f(x,Tj)dx = I{rj). 

J a J a J a 

这样，等式 (13*) 的左方和右方看成 ry 的函数具有相等的导数，因此，只能相差一个 

常数.但当77二 C 时以上提及的两个表达式显然变 成零； 因此它们对于所有的77值 
是恒 等的； 所以等式 （13*) 得证. 

由此，特别当 V = d 时我们可得等式 (13). 

例 1) 设 f ( x 、 y ) 二巧 在矩形[0, l ; a ,6 ] 上，这儿0 < a < 6. 定理的条件是适合的 • 我们有 



从左方容易得出最后的结果. 



从右方我们也引得了积分// X dx . 这样，由于积分的互换我们找到这个积分的数值[参看 

497,16), (b)]. nX 

2 2 

2 )在函数 f ( x 、 y ) = (及 ~^ 2)2 于矩形 [0 ,1； 0, 1] 上的情形下，定理的条件并不 适合： 在 
(0,0) 点是间断的，我们有 


司时 




1 

fdx — arctgy 

0 


1 

1 + y 2 


4 


(y > 0 ), 



® 这儿把当作参数. 
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50 9 .积分限依赖于参数的情形 我们现在来讨论更复杂的情形，就是不仅被积 
表达式含有参数 ； 而且其积分限也依赖于参数. 

在这种情形下积分的形式是 


r 0( y ) 

Hv ) = / f ( x , y ) dx . (14) 

^ ot{y) 

我们仅限于研究这类积分中对于参数的连续性及可微性问题. 

定理5 设函数 f ( x ， y ) 在矩形 [ a ) b ; c , d ] 上是确定而且连续的，并设曲线 


x = a (y), ^ = 0(y) [c^y d 

是连续的；而且它没有落在矩形的界限以外，则积分 （14) 代表 [ c , d ] 上的 y 的连续函 
数. 

倘使 yo 是 y 的任 一 特殊值，则积分（1句可以写成 


ny ) 


/3(yo) 


(yo) 


j { x ) y)dx + 


0( y ) 


P ( yo ) 


f ( x ， y ) dx - 


(y) 


a ( yo ) 


f ( x . y)dx 


第一个积分，因为它的积分限是常量， 



Hvo) 


y 


P(yo) 




yo 时按定理2趋于 


(yo) 


f ( x ) y 0 )dx 


其余两个积分可以作以下的估计 


P ( y ) 


P(yo) 
^( y ) 


f ( x 、 y)dx 


d 剛 


/% o )|， 


(yo) 


f { x . y)dx 


彡 M . \ a { y ) - a ( y 0 



这里 = max |/(: r ， 2 /)|， 是 \ f ( x , y )\ 的最 大值； 由于函数 o ：( y ) 与/% ) 的连续性，当 
2/ — 如时，两个积分趋于零. 

这样,最后得到 

lim I ( y ) = I ( y 0 ), 
y^yo 

所以定理得证. 


定理 6 苦 f [ x ， y ) 像以上所说的一样，且在矩形 [ a , 6; c , d ] 上具有连续的偏导数 

f 》 y ), 同时导数 a %) 与 0，( y ) 都存在，则积分 （14) 对于参数有导数可以用下面公 
式表出： 



fy(x )V )dx + ^( y ) ■ f ((3( y ), y ) - ^( y ) ^ f ( a ( y ), y ). 


(16) 
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这儿我们将从等式 （15) 讲起. 当 y = y 0 时第一个积分按定理 3 是有导数 ，可用 
以下取偏导数后的积分来表示 


r ^( yo ) 

/ fy(x,y 0 )dx. 

^( yo ) 

对于第二个积分 (当 y = Vo 时它的值是零)，按中值定理我们有 




f{x,y)dx = 


这里 T 是在 队 yo ) 及咖 中间的值.因此当 V 
y ^ yo 时以上表达式的极限，也就是 


• my )， 

= yo 时第二个积分的导数就是当 




P'iVo) - /(/% 0 ) ，加)， 

同样，当2/ =如时对于第三个积分的导数我们得到 

-^(yo) - f (a(y 0 ) ， y 0 ) . 

合并这一切结果，我们知道导数 r ( yo ) 存在，并且给出了以上所提出的公式. 
附注如果函数 /( aW ( 具有所提出的性质）只规定在曲线 


x = a ( y ) 及 x = P ( y ) 

之间的范围内，以上两个定理的结论还是有效的.但为了推理简单起见，用到了把函 
数考虑在这个范围以外的可能性. 

值得注意的是用以下的观点来看一看这个结果的建立.积分 J ( y ) 可以从下列积 
分得出： ^ 

Iiy ^ u ^ v ) = / f ( x ' y)dx 

J U 

依赖于三个参数％ %以％ u 代替了 u = a ( y),v = P ( y ) 应用关于复合函数的连续 

性及可微性的一般定理，问题就得以解决.特别，公式 （16) 可以按经典的样式写成 


dJ _ 

dy 


dl 

5 + 



510. 仅依赖于： r 的因子的引入我们容易求得以上所建立的一些结果的推 
广，——用不到引进新的概念.事实上代替式 （1) 我们可以考虑积分 

Hy) = [ ■ g{x)dx, (i*) 

，】 a 

这里是 X 的函数，它在区间 h 6] 上是绝 驻可积的 ，(可能在反常积分的意义之 
下) • 用以上同样的方法还可以部分地把前述推广到反常积分. 

我们叙述以下与定理1，2, 3及4相似的命题： 
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f _ 


定理 1 * 在定理1的假定下我们有以下公式 

lim 

y—yo 

首先我们注意，在这公式中所写出的积分都是存在的.极限函数 wx ) 的可积性 

是已经证明过的. f 的积分（一般说来是反常积分）的存在可从第482目 
推得. 

现在，给定数 e > 0,由于-一致趋于 p ( x )， 我们可以找出这样的数6 > 0. 
使有式（ 3 )①的 结果. 当卜 - 洲 | < J 时以下的估计是正确的. 




这样已经证明了我们的公式，因为右面的式子是一个任意小量乘上一个有限常量 

la I 咖恤 . 

特別，对于以 n 为参数的函数序列 { f n ( x )} 也有相似的定理，我们用“无穷级 
数的说法”来叙述这个结果，因为它是常常在这样的形式中被应用的. 


推论倘使 1) 级数 

oo 

n=l 

的各项在 [ a ， 6 ] 上是可积的函数（在通常意义下)，并且级数为 一致收 g { x ) 是在 

[ a ， 6 ] 上 筚对可积的函 教(甚至于在！常积會衿意义下)，则级数 

OC 

^u n (x)g{x) 

71 = 1 

可以逐项积分. 

完全同定理 2 及 3 —样（但只参考定理1*，而不是定理 1) 我们可以 证明： 

定理 2 * 在定理 2 的假定下，积分 （1*) 是 y 在区间 [ c ， q 上的连续函数‘ 

定理 3 *在定理 3 的假定下，函数 （1*) 对于参数是可微的并且有 公式： 

(y) = [ fyi^^y)' g{x)dx, 

J a 

最后： 

①我们只考虑有限值 yo 的情形不过是为了举例 而已； 将它推广到如 = +oo 的情形也没有什么 
困难 . 
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定理 4 * 在定理4的假定下，以下二重积分的等式是正确的 


Hv) d v 


d 




dy 


f ( x , y ) g ( x)dx 


g ( x ) dx 


f { x ) y ) dy . 


证明可以逐字地重复定理 4 的证明（但只参考定理 





，而不是定理2 


及 3). 


在下一目中读者可以找到很多的应用这些定理（以及从前的定理）的例题. 


511. 例题 

1) 利用函数 e 21 的级数的展开式，把以下的积分 


1 


(a) 


^ In xdx (6) / _ ^ dx 


0 


0 


表示成级数和的形式. 


由定理 r 的推论，我们有 






i 



< 








( a ) 


In xdx 




in x ■ < 1 + 


X 


ml 


dx 


In xdx + 


In xdx 


ml 


m 



E 


m 


(m 



l)!(m + 1) 


⑹ 


dx 


X 


E 




mi 


x 


— f 


dx 


2 E 


m 


(2m — 1) ‘ m! 


2) 用级数的展开式计算积分 



\nx - ln(l + x)dx 


按第 437 目中 5° 的定理，以 F 级数 


ln(l + x ) 




E 


(-ir Vn 


n 


在区间 [0，1] t — 致 收敛. 因为 Inx 在这区间上是绝对可积，所以由定理 r 的推论，得 



E 


- 1 ) 


71 — 1 


x n \nxdx 


n 


E 


1 


(-1广 


n(n + I ) 2 


由于恒等式 


n(n + I) 2 


n 


n + 1 


n + 1) 
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于是考虑到已知的展开式 



(- 1 ) 


U— 1 


V 


In 2, 



- 1 ) 


U—1 


7T 


2 


V 


2 


12 


① 


U 


iy=l 


I 的表达式可以写成以下形式 


I 


E(-d 


n 


n 


n + 1 (n + l ) 2 _ 


2-21n2 


7C 


2 


12 


n 


这里，对于 / 我们得到了 “有限形式”的数值.自然，这并不是常常可能的 
3) 用 P n ( x ) 表示勒让德的 n 次多项式，证明 


P n (cosO) 


0 cos I n + - 

2 


^ cpd(p 



0 


y 2(cos<^ — cos 0) 


如果回想到勒让德多项式的起源是从表达式 


系数，则只考虑以下级数 


\/1 — 2ax 4- oc 2 


按 a 的次数展开式中所得出的 


7T 



a 


n 


n=0 


0 


o cos -r -J pckp 
^/2 (cos cp — cos 0 ) ， 


(17) 


且建立它的和就等于刚提及的（当 Z = COS 0 时的）表达式，那就够了 

因为[参看 461,2)] 当 | a | < 1时 



71 


cos -cp 


n=Q 


a cos,n+-^=(l-.) r -^ o ^ + a2 


并且这级数对于 W 是一致收敛（因为它以等比级数 f 
数 （17) 可以写成 


0 


a 


n 


为优级数）所以再由以上的推论，级 


2 


1 — OL 


e 


cos-p 


dip 


7T 


0 y/2(cosip-cos6) l-2acosp + a 2 ‘ 


n 


采用像在 497 目问题 9) 中所用的替换法一样（那 JL ， 严格地说，就是在建立特殊的结果，即 
0及 n = 1的情形）我们逐步地得到 


1 — 0 ! 


1 


dz 


7T 


x 


— x)(l — z ) 1 - ^ az + 0/2 


7T 


dt 


1 


o 


(1 — a ) 2 t 2 + (1 — 2ax + a 2 ) 


— 2arr + a 2 


这样就完成了证明. 


①参考第405, (18); 440, 8). 
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4) 我们来转述欧拉用以得出其结果 


E 


7T 


n 2 


6 


n 


的方法之一. 


利用已知的反正弦展开 


arc sm x 


x 


+ E 


n 


(2n- 1)!! 


{2n)\\ 


x 


2n+l 


2 ? 7 / + 1 


(它在区间 [0,1] 上一致收敛）我们来计算积分 


E 


dx 


&TCSUIX 


Sircsinxdarcsmx 


丌 


—X 


8 


我们有 


E 二 


x 




dx 


1 — x 2 


71 


xdx 



X 


E 


(2n- 1)!! 
(2n)!!(2n+ 1) 


1 x 2n+1 


dx 


x 


因为 


1 : r 2 斜 1 


2L 

2 


1 — X 2 


dx 


sin 


2n+l 


(pdif 


(2n)\\ 


(2n + l)!! 


那么得到 


E 


7T 




n 


(2n + l) 2 


E 


n 


(2n-l) 25 


由此已容易得到开始所提到的公式. 


5) 曾借助罗巴切夫斯基方法在 497 目 M ) 与 15) 中推出公式 




/ 


f(x)dx, 


f(x) S ^^dx 

x z 


m ■ 

2 


}{x)dx, 


罗巴切夫斯基方法可以应用于下述 情况： 函数 f(x) 在区间 
(其他条件保持不变). 

例如，借助这些公式得到如下积分： 



7T 


上在反常积分意义下可积 


(a) 


, • smx 7 

In smx - - dx 

X 


T 


In sin xdx 


7T , ^ 

2 ln2 


⑹ 


In cosx 


dx 


x 


In I cos x 


sin 2 x 


sin 2 x 


x 


dx 


T In cos x 


sin 2 x 


dx 


7T 


⑻ 


In 2 cos a: 


21 

2 


dx 


In 2 


cosx 


X 


sin 2 x 


dx 




7r In 2. 
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6) 对于以下积分（此处 y >0) 


/、 广 2 邛 2 , 

⑷乂 妒切 2 ) 2 5 


⑹乂 


直接建立当2/ 


— ¥ 


0时的极限过程不能在积分符号下运算.证明这是违背了定理2的条件 


7) 应用莱布尼茨法则计算以下积分对于参数的导数 


/⑷ 


7T 

2" 


ln(a 2 — sin 2 6) d 0 (a > 1) 


容易证实定理3的条件在这儿是遵守的，我们得到 





霄 


2 ad 6 


7 T 


a 


sin 2 6 


a 2 


由此，对 a 积分，还原到 1( a ) 的数值: 


/⑷ 




7r ln(a + 


a 2 - 1) + a 


为了决定常量 C ， 把积分表成以下形式 


7T 

2 


J(a)=7rlna + y In ^1 - — sin 2 Oj dO . 


如果利用已经求出的 /(a) 的表达式，贝 ( 


7T 


C 


In 


a 


sin 2 o\ dO — 7^ In __ 

J a 


这儿当 a 


+ oo 求其 极限； 因为 


In ( 1-- sin 2 

V a z 



< In 1 — 




a 


所以积分趋于零，并且求出:(7 = -7 rln 2. 最后，对于 a > 1 [参看 497,7)] 


/⑷ 




7r In 


a + va 2 — 


2 


应该注意的就是按莱布尼茨法则的微分法，我们可以援用它来找出所要求的积分的有限表达 
式.这个方法往往引导我们达到这样的目的. 

8 ) 更简单地来计算以下积分[这积分对我们是已知的，307, 4); 314, 14); 440, 11)]: 


/(r) 


ln(l — 2rcosx + r 2 )dx (|r| < 1) 


按照莱布尼茨 法则: 



’ (r) 


—2cosx + 2r 


1 — 2r cos x -\- r 2 


dx 


x 


借助于代换 t = 容易建立所获得的积分等于零.在这情形下 


I ( r ) = C = 常量. 
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但/(0) = 0,即 C = 0. 所以当 | r | < 1积分 


0 . 


9) 计算积分 


1 


I 


arctgx 


0 xvl — x 2 


dx 


引进参数仏我们考虑更普遍的积分 


1 


Hy ) 


oxctgxy 


0 ^vl 


X 2 


dx (y ^ 0), 


由这积分当 y = 1 时即得原来所设的积分.设 




SiTctgxy 


X 


) 


及 g ( x ) 


1 


Vl — X 2 


) 


定理3 + 的条件是满足的.对 W 在积分号下）取微分，得到 


1 



A ) 


dx 


0 


(1 + x 2 y 2 ) \/l — x 2 


这个积分是容易计算的，例如借助于代换^ 


COS0 ， 





7T 

2 


d 0. 


0 


+ y 2 cos 2 0 




arctg 


tg 汐 


\/i + y 2 


7T 

T 


丌 


0 


2 \/^ + y 2 


由此取积分得到 


Hy) 


7T 


ln(y 



\/i + y 2 ) + C 


因 1(0) 


0,所以 （7 


0; 当 


y 


我们得到最后所需求的积分 



7T 


/( I )=百 ln(l + 


10) 证明下列表达式（当整数 n ^ O ) 


7T 


( a ) u = x 


n 


cos(x cos 0) sin 2n OdO 及 （6) 


7T 


cos ( n ^ — xsin 0) d 0 


0 


0 


适合所谓贝塞尔微分方程 


x 2 u n + XU + (x 2 2 


n )u 


0 


这儿取 z 为参数.在积分号下微分两次（定理 3), 我们得到方程的左边的和（把指定的表达 
式代替 W 等于 


7T 


( a ) 


X 


n+1 


x cos ( a : cos 6) sin 2n+2 0 — (2 n + 1) sin ( a ; cos 9) cos 9 sin 2n 0] d 0 


0 


— sm 


2n + l 


^ sin(xcos 0) 


丌 


0 


o , 


7T 


⑹ ~ I [( 尤 2 sin 2 0 n 2 — x 2 ) cos(n0 — a : sin 6) — x sin 9 sm(n0 — x sin 0)\d0 


o 


—(n + x cos 0) sm(n0 — x sin 沒) 


7T 


0. 


0 
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11) 证明函数+ Bu 2 (A,B 为任意常数)，此处 


7T 


7T 


Ui 


nr cos 0 

e du^ U2 


e 


nr cos 


6 ln(r sin 2 9)d0^ 


0 


0 


适合（对于整数 n ) 方程 


d 2 u 1 du o ^ 

d ^ + rd ^~ nU= ^^ 


显然只需证明函数 ui，u 2 分别地适合方程就够了.像从前一样借助于积分号下的微分法，这 
是适合的，但对于函数％应用定理3,而对于函数 


7T P7T 

奶 = In r • / e nr cosd d6 + 2 I e nr cos 5 In sin OdO 


0 


0 


应用定理 


12) 从下列完全椭圆积分 


E ㈨ 


TT 

2 




k 2 sin 2 ipdcp, 


K ㈦ 


7T 

2" 


dip 


o 


o 


\J\ — k 2 si 


sin 2 ip 


求对于模 fc (0 < k < 1 ) 的导数 

我们有 


dE 

dk 


7T 


ksin 2 ip(l — k z sin z ip) — , dip 


2-2 


0 


7T 

2 


k 


(1 — k 2 si 


2 


7T 

2 


sm 


(p) 11 dip — 


(1 — k 2 si 


2 


sm 




2 


dip 



E 


K 


0 


0 


> 


k 




相似地 


dK 

dk 


1 

k 


r . 7r 
2 



(1 — k 2 si 


2 


sm 


⑷ 2 






dip — 


(1 ~ k 


2 sin 2 


S ^) 




dip 


0 


0 


J 


但 


7T 


(1 — k 2 si 


sm 


2 暑 




dcp 


1 


丌 


o 


k 2 


(1 — k 2 sin 2 (/?) 5 却①， 


o 


因此 


dK 


E 


dk k(l — k 2 ) 


K 


所得到的公式具有有趣的应用.例如，倘使引入共轭模 V = vT ^, 和函数 


打⑻^⑹，及 K f (k) 


K ( V )， 


则容易获得 


d 


dk 


( EK ^^ K - KK 7 ) 


0, 


® 从下面容易证得的恒等式 


3 


(1 - k 2 sin 2 ^)~2 


k 2 


(1 


k 


2 sin 2 




k 2 


d 


2 -„2 


/ c 2 d(p 


sin^cosc^(l — k z sin 




2 


上式即可推得. 
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由此推得 

EK ; + E K - KK ; = c = 常量. 

为了决定这个常量 c , 建立左边当 — 0 (V — 1) 的极限：这个极限显然就是 c . 首先容易得 


lim K = lim 

fc — 0 fc — 0 





lim E , = lim 



— k /2 sin 2 (pdcp 



cos (pckp 


[506, 定理 2 ]， 然后我们得到 


K ， 


7T 


chp 


o 


\ — k ,2 sin 


7T 

< - 


1 


7T 


2 




Vi 


k ，2 


2 k ' 


| E-K 


7 T 

2 " 


k 2 sin 2 (p 




K-E 


o 




k 2 sin 2 ip 


d(p < 


7T 

2 


k 2 、 



因此 o 

K，(E — K )| < y • /c 及 lim KVE - K ) = 0. 

4 k —>0 

所要求的极限是最后，我们得到著名的勒让德的关系式 


13) 证明恒等式 


EK/ + E,K - KK, = 吾 



其中 /( t ) 是任意函数，在区间 [ a , 6] 上是连 续的； 且 a < x 彡卜 

解 采用数学归纳法，当 n = 1时恒等式是显然的.现在我们承认它对于任意一个 n > 1时 
是正确的，我们要证明当 n + 1代替 n 时也是正确的. 

为了简单起见，设 ^ 

J n{x) = (J ”! J (x -t) n ~ l f(t)dt. 

用定理 6 对于: r 取表达式 


X 


/n+1 ㈤ 


n ! 


0 — tY f { t)dt 


a 


的导数.因为这儿下限是常量，但在上限即当 t = x 时被积函数是零，所以公式 （16) 中不含积分 
的两项消灭了，我们得到 


dln + l ( x ) 

dx 


In(x) 


由于 7 n ( a ) = 0 5 因此 


In+l(x) 
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将在累次积分的形式下的表达式代替 J n ， 则对于/ n +1 也得到同样的表达式. 
用完全同样的方法，可以证明更普遍的 结果： 



这儿/和 W 是在区间 [ a , 6] 上连续的，并且 (/ p 具有连续的导数. 

14) 求下列积分对参数 a 的导数 




这儿 ( p ( x ) 与它的导数 ( p \ x ) 在 K 间 [0, a ] 上是连续的，且0 < a 彡 a . 

因为被积表达式当 .t = a 时，一般说来，变成无穷，所以我们不能直接应用公式 (16). 我们 
采用迂回的办法即代换 z = ^，将积分变成以下形式 





这儿可以应用定理: T . 按莱布尼茨法则积分求导数，我们得至 IJ 




如果回到以前的变量: r ， 诹 



， ㈤= 


2a 


0 


y/a — X a 


a X(p ； (x 


0 


\J Oi — 


dx. 


将这些积分中的第一个用分部积分法来变换即可使公式具有更简单的形式 



15) 设 




直接证明：对于积分 f ( x , y ) dx 、 当= 0时莱布尼茨法则不能应用. 

同样，对于函数 



^ 0 ^ X ^ 1,0 < y ^ 1, 


证明此结论. 

16) 以下积分 



的计算，我们已经在 9) 中用对参数的微分法算出.试用其他方法以表示之. 
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被积表达式用它的积分式 


X 


&TCtgX 


1 


dy 


X 


0 


1 1 





来替换，把/写成累次积分的形式 


1 


dx 


0 


vl — X 2 



1 


dy 


0 


x 2 y 2 


应用定理 4' 调换积分 


1 


丄 


dy 


dx 


0 


0 


(1 



x 2 y 2 )yl — x 2 


7T 

2 


1 


dy 


0 


V 1 


y 


2 


7T 

2 


ln(l 


V2) 


17) 用积分号下求积分法计算积分 


7T 

2 


K 


In 


a + 6 sin x 


dx 


o 


a — bsinx sin x 


(a > b > 0) 


把被积函数表示为 


sin x 


In 


a 


sm x 


l 


a — b sm :r 


= 2 ab 


dy 


a 2 — b 2 y 2 sin 2 x 


0 


因此 


7T 


1 


K = 2 ab 


dx 


dy 


0 


0 


a 2 — b 2 y 2 sin 2 x 


调换积分（按定理 4 ) 我们得到 


1 


7T_ 


K 


2 ab 


dy 


dx 


o 


0 a 2 — b 2 y 2 sin 


2 


X 



所以结果是 


21 

2 


dx 


7 T 


0 


a 


2 


b 2 y 2 sin 2 x 


2aya 


2 


b 2 y 


2 


1 


K 


丌 6 


dy 


0 


― , == 丌 • arcsin - 

\J o? — b^y 1 a 


18) 再举出以下的例子 5 它们具有这样的条件，两个积分的互换 是不容 许的: 


1 


1 


( a ) 


dy 


y - 工 


1 


1 


0 


0 


(: r + y ) 


3 


dx 


2, 


dx 


y 


X 


0 


0 


(x + y) 


3^=~2 


1 


1 


⑼ 


dy 



X 


5 


2 x 


3 


0 


0 


\ y 4 


y 


3 




2 


1 


1 


e 


y dx 


dx 


X 


5 


2 x 


3 


a? 


2 


e 


o 


o 


y 


4 


y 


3 


e Vdy = -二 + 1 

y e 2 


自然在这些情形下，其相对应的定理的条件是违 反的： 被积函数在 （0,0) ①点遭受到间断. 


® 在⑹的情形，当 y = 0但 X # 0时，被积函数，如果假定它在这儿等于零，可以认为是连续的, 
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512. 代数学基本定理的髙斯证明 运用定理4,高斯贡献了一个首创的代数学基本定理的 


证明- 


这个 定理说 明任意整函数 


f ( x ) = x n + aix n ~ l + a2X n ~ 2 + …+ a 


(实系数或复系数）具有实根或复根 

假定： r = r(cos 0 + 2 sin 沒)；则 



x k — r k (cos kO i sin kO ) ， 


使 


这儿 


f(x) = P^Qi 1 

p = r n cos Q = r n sin nQ + … , 


并且没有写出的项只包含低于 r 的 n 幂的项，而与 r 无关的项就变为常戮 ： 

显然，如果可以建立 表达式 P 2 + Q 2 对于某一组 T •和沒 的值变成零， 则定理就证明了. 

在我们的考虑中，引入函数： 

rr P 

u = arctg —. 


则 


8 U 

dr 


dp Q - P d Q 


dr 


dr 


P 2 + Q 2 


5 


dU 



P 2 + Q 2 



使 


d 2 U — H { r , 0) 
drdO = ( P 2 + Q 2 ) 2 


这儿 H ( r ,9) 是 r 和 0 的连续的函数，它的准确表达式对于我们的考虑没有什么关系. 

最后，构成累次积分 




d 2 U 

drdO 





d 2 U 

drdO 


dr . 


这儿是一个正的常数，它的值我们在以后来决定. 

如果函数 P 2 + Q 2 无论何时永不等于零，则被积函数是连续的，且按定理4必须是 A = J 2 . 
然而我们可以证明当丑为 充分大 时类似的等式是不适合的，关于这点的证实，在于取半径为 R 绕 
原点的圆中，得出 P 2 + Q 2 必须取零值，因而定理得证. 

算出 A 的内层积分，得到 



d 2 U 

drdO 



dU _ 

dr 


0=2tt 

= 0 , 

(9=0 


因为从 


dU 

dr 


的表达式显然可见它是 0 的函数，具有周期 2 tt . 所以 h 


回到积分/ 2 ,我们有 



0 . 
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为了今后的便利，现在考虑分式 
因为 


8 U 

~dO 


的分子和分母中 r 的高次项. 


8 P 

~de 


~ nr u sin nO + 


» 4 


dQ 

~de 


nr 71 cos nO + 




所以 


dP Q-Ph， + 


醪雩 ■ 


dO 


dO 


另一方面 


P 


2 y^\2 2n 



Q 


r 



) 


以致结果是 


dU 

~ d 6 


- nr 2n H - 


r 


2n 


+ 


因为没有写出的项只包含低于 r 的 2 n 幂的项，它们的系数是0的有界函数，所以不只是 



lim 


V 


dU 


—n 


) 


而且对于 6> 是一致_ 极限 - n . 

因为当 r = 0时， g = 0 在这情形下，因^ = 0^, h 的内层积分成为 
r = R 时的值.当丑 — oo 这个极限值对于0是一致趋于 _ n , 按定理1则 


dU 

Jo 




lim I2 = —27 m . 

R—^oo 


这样，对于足够大的 a 积分/ 2 是负的，于是等式 a =/ 2 变为不可能了. 


§2. 积分的 一 致收敛性 


513. 积分 的一致 收敛性的定义 在叙述依赖于参数的积分理论推广到反常积 

分的情形时，积分的一致收敛性的概念起着特殊的作用.对于这个概念我们预先来 
阐明一下. 

设函数 /(A W 对于: c 在所有^ > a 的值及在某 y 范围上的所有的值都有定 
义. 并设在这个范围上对于每一个 y 值，以下积分 

f ( x , y)dx (1) 



存在 • 

按照无穷限的反常积分的定义 [470] 



f ( x ， y)dx 


lim 

A— 00 



f ( x , y ) dx . 


这样,积分 
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表 7 K 是 A 和 w 的函数.当2/ =常量及 A - > oo 时，则其极限为/⑼ .若这个积分对于 

在少范围上的 y 值是一致地趋向于 I ( y ), 则叫积分对于参数^/在所说的范围上是 

一 致收敛. 

换言之，即对于任意 e > 0可以找到这样一个不依赖于 y 的数為> %只要 
A >^ 0 便能使不等式 



f ( x , y)dx — 



f ( x , y)dx 



f ( x , y)dx 


< e 


对于在; y 上的所有的 y 值同时适合 

试举一例，考虑积分 


ye 


X 


y dx 


0 


这个积分对于每一个定值 y ^ o 是收敛的. 


计算反常积分 


ye 


X 


y dx. 


A 


、当 y 




o 时无论 a 为何值，它是零.如果 y > 0则借助于代换砂= t 容易得出 


ye 


Xy dx 


l dt 


-Ay 


A 


Mi 


当 y 为固定值时，这个表达式在 A 



时很明显地趋于0,并且不管任何£>0,不等式 


e^ Ay < e ( 3 ) 

In - 

对于所有 A > ^ o ( y ) 是适合的.这儿 A 0 ( y ) = 一- 依赖于％ 

如果 y 的变化限制在区间 [ c ， d ] 上，此处 c > 0、则可以找到不依赖于 y 的数 A 0 , 当 A > 

时，使不等式⑶对于所有 y 值都 适合： 对于 A 0 只需取 A 0 ( c ) ; 因为当 A > A 0 则 

e~ Ay ^ e~ Ac < £ ( c(y ( d )' 


换句话说，我们的积分对于^在区间 \ cA 上是一致收敛的. 

如果我们取参数 y 在区间 [0, d ] 上 （d > 0), 则情形就不一样了.在这情形下，这样的并 
不存在（至少在设 e < 1时).这是明显的，因为不论取 A 如何大，表达式 e - Ay 当 y 0时是趋 
向于1，因此对于足够小的2/值，它就比任意一个数 e < 1为大，所以当变量 y 在区间 [0， d ] 上, 
积分对^的收敛是并不一致的. 


514. —致收敛的条件.与级数的联系 利用函数的一致收敛于极限的一般判 
别法 [504,1°], 对于所考虑的情形，可以相应地构成以下的判别法. 

为了要积分 （1) 对于 y 在范围 ： y 上一致收敛，它的必要与充分条件是：当给定 
任意值 e > 0时，可以找出这样的数 A ) 不依赖于％只要^ > a > A 0 , 使不等式 


A f 

f ( x , y)dx 


A 

f ( x ， y)dx 


A ' 

j \ x ) y)dx 


< £， 
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对于所有的^/值在范围； y 上同时成立. 

这里，像平常一样，我们也可把它化成这样的事实，就是对于所有的 y 值一致满 
足于收敛原理[参看 475]. 

在 477 目中我们比较了无穷限的反常积分和无穷级数，积分的一致收敛问 
题与无穷级数也有联系. 

像我们从 504,2° 中所知道的，为了要近似函数 [参看 （2)] 当4 — oo 时 

(对2 /的） 一致趋于积分（1)，它的必要与充分条件是对于任何一个函数序列 
{F{A n) y)} 无论如何趋向 + QO , 它是一致收敛于这个积分. 

i 最后，如果从“序列的说法”转换到“无穷级数的说法，，则我们增加一个最后结 

论，就 是积分 （1)( 对于的） 一 致收敛是完全相等于以下级数形状的一致 收敛： 



这儿人是任意的变量，趋向 +0 O . 

515 -—致收敛的充分判别法 现在我们建立某些判别法，按照这些法则在实际 
上常常可用来判断关于积分的一致收敛性. 

1°设函数 / Or ， y ) 对 X 在每一个有限区间 [ a ，4 上 （4 > a ) 是可积的. 如果存 

在这样一个只依赖于工的函数 p ( x )， 它在无穷区间 [ a , + oc ] 上是可 积的， 并使对于 

y 在; V 上的所有的值有 


/0，々)| < < p ( x )( 对于 re > a ), 

则积分⑴对于々是一致收敛，这儿"是在它取值范围上的数值. 

倘使利用上目中的判别法，可以从以下不等式 



直接推得这个结果. 

对于以上所说到的条件有时我们说函数 f ^ y ) 有一个可积的优函数 wb )， 或 
则说积分 （1) 以不包含参变量的积分 



为一优积分. 

2 °像在 476 目 一样， 我们应用第二中值定理，给岀更精确的判别法. 
考虑两个函数乘积的积分 


a 


x ， y)g(^ ， y)dx. 


(4) 
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这儿假定函数 f { x , y ) 在任意区间 [ a ， 乂]上对: r 为可积，并且函数 g ( x , y ) ^ x 为单 

调的. 


若积分 


f ( x ， y)dx 


a 


对 y 在； V 范围上是一致 收敛； 并且函数 g ( x ， y ) 一 致有界 


g { x , y )\ ^ L 



常量 j > a ， y 从 y 上取值) 


则积分 （4) 对 y 在; V 范围上是一致收敛 

代替476目的⑹式，这次我们有 


A 7 


f ( x , y ) g ( x , y)dx 


g(A,y) 




.4 7 


f ( x ， y)dx + g ( A \ y ) 


f ( x ， y)dx 


A 


A 




若根据 514 目，取这样大，使得当，> A > 0时对所有的9 


致地有 


A f 


f ( x ， y)dx 


A 


< 


£ 


2 L 、 


则（如同在476目）不难得到估计 


A y 


f ( x , y ) g ( x , y)dx 


J A 


< 6：， 


[514] 这样就证明了我们的断言. 

3。像在476目一样，也可以指出其他加在函数 f 与 g 上的条件的组合. 


若积分 



作为4与 y 的函数是一致有界的: 



f ( x , y)dx ^ K 


(K =常量， A > a，y bky 上取值) 


并且当 x — oo , g ( x , y ) — 0对 y (在 } 范围上）是一致的，则私分⑷对 y (在 y 范围 
上取值） 一 致收敛. 71 ) 

让读者自己给以证明. 


4° 


最后，我们注意在实际中常碰到的情形是两个因子/与 P 中， 


实上只有 


个包含参数 !/. 因此时法则2。,3。中的每一个都给出两个个别的法则（看这些因子 


那一个包含2/而定) 


71) 首先假设对任意固定的％函数 〆 岣在: T 变化的整个区间上对 X 是单调的. 
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构成这些法则中的一个是从2°推得的，而在实际中最常用的 法则: 


若积分 



收敛，并且函数对 re 单调，而且一致有界 5 则积分 




f { x ) g ( x , y)dx 


对 y 是一致收敛. 

作为例题来讲，在假定积分 f ( x ) dx 收敛下，下列积分 

POO poo 

/ e ~ xy }( x ) dx ) / e~ x y f ( x)dx (a ^ 0) 

o a J a 

的收敛性对 y ， 而 y > 0,是一致的.事实上，这两个 函数： 对0：单调递减，而且是以 
1为界的. 

这一个注解在以后对我们是屡次有用的. 


516. — 致收敛性的其他情形 现在考虑一个函数 f ( x , y ) 当 o ; 在有限区间 [ a , 6] 
上取值，并且&在某范围 Y 上取值时都有定义.设当 y =常量时它对从 a 到6是 
可积的（在常义积分或反常积分的意义之下).则积分 


⑸ 

无论在常义积分或反常积分的意义之下都是下列积分当0时的 极限： 

fb-7] 

^( V ^ y ) = / f ( x ， y ) dx . ⑹ 

J a 

若当 7? — 0 时这个积、分趋于极限 I ( y )、 对于& 在范围少上取值是一致的，则称 
积分 （5) 对 y 在所说的范围上一致 收敛. 

这就是说，给定任意 e > 0,可以找出这样一个不依赖于 y 的数6 > 0,只要 r ? < ^ 
时.便能使不等式 




对于所有的； y 上的 y 值同时成立. 

对于这个情形不难做出关于一致收敛性的必要与充分的条件.这儿也就引到收 

敛原理的一致成立：即对于数^ > 0,可以找出这样一个不依赖于 y 的数6 > 0,当 
0 < 7/ < W 6时， 无论 y 在范围 y 上为何值，使下列不等式 



f ( x ， y)dx < £ 
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得以成立. 




完全同样地可以把积分的一致收敛性的问题归结到无穷级数的一致收敛性的问 



不管这个变量 an 怎样趋于 6 [参看 514]. 

最后在 5 15目中的充分判别法可以转移到现在所考虑的情形，让读者自已作出. 
我们把从 a 到6的积分⑸看成了从 a 到 6 - 77 的积分⑹的极限,并且我们关 
心后面的积分逼近于它的极限的特性.这样，这一点 6( 像在 513 目中的一点 x = oo 

一样）在这儿起了特别的作用.我们必须指出（看情形而定，这种情形以后再说明) 

区间中其他的点也可能有相似的作用.例如可以考虑这同一积分 （5) 看成当 ry — 0 
时积分 



f ( x , y)dx 


的极限.倘使当 ry — 0时上面的积分逼近于它的极限的过程中对 y 是一致的，则同 
样地称积分（ 5 )— 致收敛. 以上所说的一切都可转移到现在这个情形. 

关于说的是哪种一致收敛，万一发生怀疑时.则需个别说出积分一致收敛（对于 
y 在规定范围上）是当 ; r = + oo 或当 x = b 或当 x = a , 等等. 

须注意的，就是凡是说积分 （5) 当 a ; = 6时一致收敛，我们通常关心的只是当点 

x = 6 是积分⑸的奇点的情形[在 4 N 目的意义下]——当 y 取某些或其他的值的 
时候. 


然而当积分（ 5 )对所有的 y 值为正常时，这个定义非但在形式上保持有效，而且 
还可能在这种情形中真是有用的. 


例如，积分 



■于每一个在区间 [0, t/](d > 0) 的 w 值按常义是存在的.然而在变量&的所说到的区间内，它的 
收敛当2 = 0时并不是一致的.事实上，不等式 




dx 


arc 


t s ^ 


y 



只要 e < ^时就不可能对于所有的 W > 0值，同时地 适合； 因为取77无论怎样小，不等式的左面 
当2/ 4 0时趋于即对于充分小的 w 值，将一定大于 e . 

517. 例题 1) 直接证明以下积分 




[517] 


§2. 积分的一致收敛性 


* 575 • 



M y 的所有值是一致收敛. 

我们有 


由此推得所要求的结果. 



2) 借助于优函数证明以下积分 




( a ) 


e— tx dx 、 (6) 


—tx 

e x 


cos xdx 


(a^ 0) 


对 f 在 o k > 0 时是一致收敛的. 

提示 （ a ) 优函数 e -^" 2 , (6) 优函数 

3) 直接证明以下积分 

e — 2 ^^ dx 

对一切自然数 n 不一致收敛. 

这是这样推得的：就是让 A 是无论怎样的一个常量, 



n 


X 3 


e 2 ^ dx 


e 2 ^ 



A 






4) 直接证明以下积分/。°° sm ^ x dx 对 Q ： 在范围 a ^ a 0 > 0 内是一致收敛；并且在范围 

a ^ O 内是不一致的. 工 

如果 -4 0 是这样大，当乂 > A 0 时使 



sm x 


z 


dz 




这儿 e > 0是任意一个预先给定的数，贝 IJ 



sin ax _ 

- dx 

x 



sin 2 ： 

z 


dz 


其绝对值在 a ^ a 0 > 0 时是小于 t 只要 A > 这样证明了这断言的第一部分. 

ao 

其第二部分可从以下事实推得，就是表达式 （7) 在4 =任意常量时趋于极限 




sin 之 


z 



⑺ 


当 a — » 0 ■ 

5) 证明以下积分 



sm ax _ 

- cos xdx 

x 


对 a 的一致收敛性，当 a 在任意闭区间上，不包含士1点. 

提示 变换积分到以下的形状 



sin(a + l)x + sin(a — 

x 


l)x 



• 576 * 


第 + 四章依赖于参数的积分 


[517】 


6) 研究关于以下积分 


xsmx 3 sin tx dx 


o 


对 f 的一致收敛性的问题. 


提示借助于两次分部积分，把]7化为以下的形状 


3 


cos x * sin tx 

3 x 


+ - 



sin x 3 - cos tx 

3 x 3 


A 


cos z 3 * sin tx 


3 


A 


X 


2 


dx 十吾 


sin x 


3 


cos tx 


2 


A 


X 


4 


dx ~ f ~ 


9 


A 


sin z 3 • sin tx 

x 3 


dx 


由此，很明显地看出对 （ 在任何有限的区间内的一致收敛性 

7) 证明以下积分 


1 


丄 


( a ) 


X 


p— 1 


dx 、 (6) 


p— 1 1 m 

x y In 


xdx 


0 


0 


( m 是自然数）对 p (当工= 0)在々>7^>0范围内一致收敛，并且在 p > 0范围内并不一致收 
敛. 


优函数:⑷ X 


Po — l 




: P0-1 


ln m 州(对于 p ^ p 0 >0 范围内）.另一方面，不管怎样取 77 


吊 




V 


X 


V 


l dx 


1 


p 





0 


v 


，当 p 


0. 


8) 类 似地， 证明以下积分 


1 


X 


p — 1/1 ^ q ' x dx 


(1- a :) 


o 


对 p (当 


X 


0) 在 p > p 0 > 0,和对 q (当 rr = l ) 在 g 彡 g o >0 是一致收敛 


9) 证明以下积分 


0 


sm x 
x y 


dx 


(当 x = 0) 对 y 在2/ <如 < 2是一致收敛，并且在2 / < 2并不一致收敛. 

优函数 (在 y ^ y °< 2 的情形).其次，固定了任意的1 > 0,但让它如此小，当 rr < r ? 

n r /TtT sin x ^ 1 nr 

时使- > 5贝[ 

x 2 


0 xV 2 Jo xV 


22 - 


y 


V 


2-y 



，当 y 


2 . 


10) 证明以下积分 



(1 + x + x 2 + T 3 + … + x n 一 1 



对 n ( n =： 1，2, 3, ‘…） 一致收敛（在 : r = 0时也在 a ; = 1时) • 

因为 l + ：r + x 2 十…+:^- 1 < ■^，所以函数可以作优函数，它在区间[0,1 

X X 丄一 ^ 0C V CC 

内是可积的. 
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11) 直接证明以下积分 


1 y 2 -X 2 
0 0 2 + 々 2 ) 


2 


dx 


的收敛性（在 Z = 0) 对变量2/在区间[0, 1] 内并不是一致的 

对于任意一个77二常童，我们有 


^7 2 2 

y - x 


0 


X 


2 


+ y 2 ) 


2 


dx 


X 


X 


2 



y 2 


V 


V 


x=0 


T } 2 + y 2 


- ，倘使 y 


0 


V 


12) 同样也对于以下积分 


0 


1 8 x 3 y — Sxy 3 


dx 



证明其收敛对变量 y 的不一致性，这儿积分 




2 


切 y 


0 


(V 


2 



y 2 ) 2 


当 y = r ) 时变成—— . 


V 


13) 证明以下积分 


e 


cos X T 

y - dx 


o 


X 


a 


(0 < a < 1) 


对 y 在 y > 0 是一致收敛的（在 rc 二 0 时，也在2： 



时). 


对于 a ; = 0,由于优函数1的存在这是明 显的； 而对于 x - oo 则可从以下积分 [476] 

x a 


cos X 


0 


X 


a 


dx 


的收敛性，连系到515目中最后的注意而推得 

14) 设函数/⑴在 t > 0时是连续的.如果积分 


入 




0 


在 A 


OL 


与 A 


P(a < 0) 时是收敛的，则它在介于 a 与0 间所有的 A 值时也是收敛的，而且 


对 A (在 t = 0时，亦在 



时) 


致收敛. 


证明积分 f t a f ( t ) dt 是收敛的，而 t “ 对于 A > a 的值是 f 的单调函数，并以1为界 


因此积分 


1 


入 




A—a 


t a f ( t)dt 


0 


0 


对于所说及的 A 值一致收敛(当 t = 0). 类似的可以看出以下的积分 


A 




X-0 




1 


1 


对于在 A < /3 时 一 致收敛（当 Z 

15) 证明以下积分 



cos xy 


o 


X 


a 


dx (0 < a < 1) 
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对 y 在 y >如 > 0是一致收敛的，但在以下情形它的一致性是破坏了，如果变量2/仅由不等式 
y >0来限定. 

关于所言的第一部分可以利用515目3°中（参看 4°) 的法则，因为对于任意的 A 彡0与 


y^yo 


f A , 


sin Ay 

/ cos XX } dx 



Jo 


y 



并且函数 i 单调 递减； 当 Z — oo 它趋于零. 

rjQ<X 

应该注意的，也可直接考虑以下表达式 



断言的第二部分是可这样推得的，就是这个表达式当 A =- 与 y — 0成为无穷的上增. 

[容易看出当 a : = 0时，积分对 w 在变量 y 的任意范围内是一致收敛的」 

16) 证明积分 



x sin j 3 x ? 
a 2 + x 2 dX ， 


(<x /3 > 0 ) 


对在 > /^o > 0 时是一致收敛的. 

这可从515目3°推得.事实上，对于0彡/3 0 , 



sin 0 x dx 


1 — cos A /3 





Po 


另 一 方面表达式 

X 

a 2 x 2 ' 

并不包含氏跟着: r 的增加而递减（至少对于 x > 并且当 x — + oo 时趋于 0. 


§3. 积分一致收敛性的应用 

518. 在积分号下的极限过程 现在让我们主要的来研究关于无穷区间上的积 
分在积分号下取极限的问题.第 506 目中的定理 1 不能推展到现在这个情形；纵使 

在完全的无穷区间内，当 — 如时函数 /( Ay ) —致趋向于极限函数 ipix ), 积分号下 
的极限过程仍是不容许的. 

试举例来说，考虑函数 （ n = 1,2,3,---) 

| fn(x) = (x>0) ) 

{ /n(0) = 0. 

用寻常微分法容易弄清这函数当 x = 时达到最大值，并且等于 ^ e - t . 因 

为当 n — oo 时，这个值趋于零，因此很明显函数 f n ( x ) 当 n 4 oo 时在完全区间 
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[0 ， +OO) 内一致趋于 ^>{ x ) = 0, 然而积分 



当 n — 00,并不趋于零. 

关于容许极限过程的充分条件给出以下的定理： 

定理 1设函数 f ( x , y ) 当 y 在； V 范围上时，对于任一个 A > a 它都是在区间 
[ a ^] 上对 r 为可积的（在通常意义下)，并且在 每一个这样的区 间上 、 当 如时， 
函数 f ( x , y ) 对： r 一致趋于极限函数 ip ( x ). 再若积分 



像从前一样，设 

F ( Ay ) = [ f ( x ， y ) dx . 

J a 

因为这个积分适合第 506 目中定理1的条件，所以 



⑵ 


(3) 


另一方面显然 



lim F ( A , y ) 

A^oo 



(4) 


⑸ 


而且按照假定，这儿函数 F ( A , y ) 的趋于它的极限对^是一致的.在这个情形下，我 

们有权利援引 5 05目中关于极限过程互换的一般定理，并且断定累次极限的存在和 
相等; 这样，就直接引到了公式 （2). 

由此运用广义迪尼定理 [504,4°] 可以得到这样的 


推论①设非负的函数 /( x ， y ) 对: r 在区间 [ a ，+ oo ) 内是连续的，并且跟着 u 的 
增加而增加 ,趋于极限函数 p ( a ;)， 而 ( p ( x ) 也在所说的区间内是 连续的 、则从积分 

疒 OO 

/ <P(x)dx ( 6 ) 

a 

①我们这里假定所有的^<训. 


* 580 ■ 


第十四章依赖于参数的积分 


[518] 


的存在，可推得积分⑴的存在（当所有的 y 在; y 上)，也可得出公式⑵的成立. 

按所提及的定理，在所说到的条件下，函数 f ( x 、 y ) 的趋于对: c 在任意的 
有限区间内将是一致的.再由第474目的定理，因为 

/!>，々）< (p(x), 

所以积分⑴存在，函数 ip ( x ) 同时也起了优函数的作用 [515], 保证了积分 （1) 对 y 
的一致收敛性.这样对于要应用以上定理的所有的条件都遵守了. 

读者容易证实关于极限函数的积分 （6) 的存在的假定可以在这儿被有限的极限 

p CO 

lim / f ( x , y)dx 

y—yo J a .. 

的存在的假定来代替 -- 由此可以推得积分⑹的存在，以及公式 （2) 的 成立. 

在同样一系列的想法中，可以得到510目中对于有限区间的定理 1* 的一些 

推广 1 


定理 r 设函数 / Or ， y )( y 在； V 上）在区间 [ a ,b - rj ] 上是可积的（在通常意义 
下)，对任意 ？] > 0(但< b — a ) ) 并在每一个这样的区间上当 y yo 时对 : r 一 致趋于 
极限函数 ip ( x )^ 再若积分 



f ( x , y)dx 


(当 I = 6) 对 y 在 } 上一致收敛，则有公式 


lim 

y—^yo 



f ( x , y)dx = 




证明是与从前所叙述的没有什么不同的地方,在这个情形下也容易把推论推广. 
最后，区间上任意其他的点也可能起6点所起的作用，并且区间上这样相似的 
点可以有几个. 

像以上一样，在积分号下取极限过程常常是适合于函数序列 { fn { x )}. 从序列变 
为无穷级数，这样可以得到关于函数级数逐项积分的新的定理. 

例如，试看推论可以取得出什么形状. 

设级数 




的项是正的，在 a : > a (或在 a ^ x < b ) 中是连续的函数，且对于这些 z 值这级数有 

f 

一个连续的和辱敏 (^( l ). 如果函数 ( p (： C ) 在区间[<2，+00](或 [(2 , 6]) 上是可积的，则在 
这个马间上这个级数可以逐项积分.这里同以上一样，代替级数和的可积性，可以假定 
积分级数 〜 U 

DO p 

E/ 

n=l Ja 
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的收敛性， 

很显然这样的断言在以下的情形中仍是有效的，就是当级数的所有项都是 负的: 
这里只需变号就可把它引到以上的结论. 

519. 例题 1) 借助于级数的展开，计算积分 



解 a ) 把被积函数展开为级数 


ln(l — x ) _ 1 x x 2 x 3 

x 2 3 4 

其中所有的项都是负的.在 : r = 1附近， 一 致收敛性是破坏了.对于级数的和，这一点 x = l ^ 
奇点，然而在区间[0, 1] 上，这个和是可积的.应用上目中最后的命题,逐项积分，得 



[440,(4)] 

6) 用代换 x 
为级数来计算： 


- z 可以把第二个积分引到第 一式， 然而为了作练习计，重新用展开 

1 — X 



oo 

E 

n=0 


x n In x ] 


这儿所有的项都是负的.这次在附近 a ; = 0及 a ; = 1两点， 一 致收敛性是破坏了，但是分别来取 
区间，例如，[0，^|及 G ， ll ， 则以前所提到的命题还是可用的.最后 


2) a ) 由 


计算级数的和 


解我们有 




xdx = — 


OO 

E 



n 2 


7T 


2 


6 


2ti + 1 



(n = 0，1，2,…） 



» 4 



虽然这个级数和没有什么特别，但是在附近2 = 1点时一致收敛性是破坏了，然而因为对于 
级数的部分和有 


71 — 1 


0 ^ y^(~i) iy x 4,y (i + x 


2 


0 


1 + X 


4 ^ 


^ 4. 
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所以这个常量就起了优函数的作用.并且这个和的积分是（在 r = 1时）对 n 
事实证明了可以引用逐项积分法（定理 I 。. 


⑹同样地，证明 
3) 由以下公式 


计算级数 的和: 



_1_ 

p(p + 1) … （p 十 n) 



— x) n x p ~ 1 dx, 



4) 计算欧拉 积分: 


⑷ ’ ^ hx dX ( 0<a<1 )， 

解 a ) 分开积分为两部分 




— -^1 + ^ 2 ) 


把它们分别计算. 

在0 < rr < 1我们有级数的展开式 


X 


a—1 



X 



l) u x 


a^rU—1 


) 


u=0 


它只在内一致收敛.但部分和有优函数 


n — 1 


0 < y^(-i 广 x 


a+iy—1 


X 


a — 1 


n 


[1 ~ (_x) J c /- 1 


u=0 



X 


在 [0,1] 中是可积的，所以它的积分是一^致收敛（在 x = 0 亦在2 = 1)，按定理1 


h 



(- 1 广 

i^=0 


致收敛的.这些 


> 0 ) 


逐项积分得到 
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由 z ==的 代换， 积分 J 2 化到以下的形状 

Z 


1 


h 


X 


a 


dx 


X 


(1 一 a) — 1 


dx 


0 



X 


0 



X 


应用以上所得到的展开式，求得 


h 


— 1广 


^ a — 


V 


V 


这样 


0O 




1 


a 十 y 



a — v 


V 


我们知道这个表达式[参看 441,9)] 是函数二 


7T 


sm 7 ra 


展开的部分分式.因此 


x 


a-l 


dx 


7T 


0 



X 


sm7ra 


(6) 像以上一样分开积分为两部分，并在第二部分用同样的代换，我们得到 


K 


0 


广 1 — x- a 

1 — X 


dx 一 


0 




X 


dx 


K 


私① 


很显然，只需 找出^ 就够了.如像刚讲过的一样，把被积函数展开为级数我们得到 


Ky 


a 


d u 



a — u 


u 


但 [441，9): 我们知道这是函数 7 rctg 7 ra 的部分分式展 开式. 所以 


广 1 -x 6 - 1 


0 


1 — X 


dx 


7 r ( ctg 7 ra — ctg7r6) 


5) 求以下积分的值 （| r | < 1) 


( a ) h 


1 — r cos j 3 x 


o 


(1 + x 2 )(l — 2r cos px + r 2 ) 


dx . 


⑹ h 


ln(l — 2 r cos px + t 


2 


0 


1 + X 


2 


dx ) 


这儿在两个情形中都把积分 


cos kx 


0 


1 + a ; 


2 


dx 


当作已知的[参看 522,4°, 也参看 523,9)]. 


解 （ a ) 由展开式 


7T 


e 


fc 


(k>0) 


I — r cos Px 
1 — 2r cos (3x + r 2 



r 


U 


cos u [3 x ® 


i ^=0 


①在 a ： = 1 时两个积分都没有奇点，奇点是在 X = 0; 但积分存在. 

© 它从 440 目中 10) 及 11) 的展开式很容易得到. 
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乘±点，再求逐项积分，得 



cos uj 3 x 


+ X 


2 



因为开始的级数-乘上分式因子 丄 +工 2 -甚至于在整个无穷区间上对$是一致收敛的 

它的部分和有优函数的形状如所以逐项积分法是可用的（定理 1). 

倘使现在利用所说的积分数值， "" 则最后得到 



⑹ 提不从以下展开式 [461,6)(6)] 开始: 


ln(l — 2 r cos f 3 x + r 2 ) = —2 N — cos u /3 x . 

^ v 

U=1 


解答 A = 7 rln(l — re — A ). 

6) 展开积分（拉普拉斯） 

厂 CO — 2 rco 2 广 OG 2 

( a ) / e _x cos 2 bx dx y (6) / ch 2 bx dx , (b) / e - ^ sin 2 bx dx 

^ o J o Jo 

成为 6(6 > 0) 的幂 级数. 这儿在所有的情形中把以下的积分视为已知的 [492,2°]: 



( a ) 解 利用余弦函数的已知展开式，并由逐项积分得到 



cos 2 bx dx = 



e 


X 


2 


oo 

E 

u=0 


(-1 广 (26 x 广 
~(2^!~ 


dx 


OO 

-E 

i ^=0 


(-1 广 (26) 2 " 
一 (2 冲 



以上级数在任意区间 [0, A ] 上的一致收敛性是很显 然的； 他的部分和有一优函数 


- O ) 2 {2 bxY 

七 ㈣ ! 


= e^ x ch 2 bx 


它在 0 到 oo 是可积的.这就证明了可以逐项积分. 

剩下还须确定积分./；° e ~ x 2 x^dx = I u . 由分部积分，很容易推得以下的递推公式 


I , 


2v- 1 
^2~~ 


/卜:，由此 L 


2#1 
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将这个结果代人以前所获得的展开式中，最后得到 


cos 2 bxdx 








OO 




(-1广(26) 


㈣ ！ 


2 u 


(2 v — 1)!! aJIy 


2^ 


V^r 

了 


+E 


(- 6 2 ) 


v \ 


—b 2 ① 

j 6 


⑹解答 

(b) 相似的可得出展开式 


sin 2 bxdx 


E 


(2z/- 1)!! 


2 b 






但是这次它并不变成“有限型”的公式.此后，用另外的方法我们将阐明一个新的（非初等的）函 
数的性质，这个函数对于我们的积分的表达式是必需的 [523,5)(6)]. 


7) 求积分 


h 


X 


2/c-l 


2ttx 


dx 


(k 


1，2,3，.‘ 
解展开 


) 之值 


2rrx 


2ttx 


1 ^ — 


为级数，我们得到正项级数 


X 


2 k 一 1 


2ttx 


E 


"2k— 1 —2n7rx 

X - e 


n 


这个级数在任意区间 [ r }, A ](0 < r ) < A < + oo ) 上是一致收敛的.因为级数的和在区间 [0, 
为可积的，所以逐项积分是容许的⑦. 



1内 
■ 


h 


E 


_2/c — 1 —2n7rx 1 

x e dx 


E 


n 


(2 k - 1) 


(2 n 7 r) 2fc 


n 


(2 k - 1)! 


(27 r) 2/c 


E 


n 


2 k 


n 


回想到第 A : 个伯努里数 Bfc 有以下的表达式 


B k 


2 - (2 k ) ! 1 


(27 r) 2fc n 2k 




n 


[ 449 ] 最后，得出 


h 


Bk 

Jk 


® 我们利用以下很明显的变换: 


㈣ ! 




{2u)\\(2v - 1)!! 


v\{2v — 1)!! 


②我们在这儿（也在以后的问题中）由于分别取区间> 例如 [ l ，+ oo ] 及 [0,1], 直接利用了上目中 
的定理1与定理 V . 
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8) 求以下积分（勒让德）的表达式 


( a ) 


sm mx 


o 


e 


2ttx 


dx 、 


⑼ 


sm mx 


o 


e 


2ttx 


dx 



(m > 0) 


解 （ a ) 展开式 


sm mx ，飞 一 Wttx . 

e sm mx 


e 


2ttx 


i 



V 


也在任意区间 [ r ?, A ] 上一致收敛，它的部分和有优函数 


sm mx 


e 27rx - 1 


，所以容许逐项积分 


sin mx 


o 


e 


2ttx 


i 


dx 



e sin mx dx 


o 



m 


m 2 + 4z/ 2 丌 2 


2 Ve 


I _ m + 2 


e m + l 


4 e 


2m 


① 


V 


(6) 相似的得出（利用同样的优函数) 


smmx 


0 


e 


2nx 


dx 



艺 ㈠ 广 1 


m 


m 2 + 4z/ 2 7r 2 


2 m 


2 


m m 

飞一 e—j 


① 


e 


附注 这是很自然的也可用 sin 展开为级数的方法来寻求所论的积分的值.例如，在 （ a ) 
的情 形下， 我们得到一个积分，曾在 7) 内考虑过的，但是为了要求结果成为“有限形状”，所以利 
用已知展开式： 

OO 

■ 1 \ A / 1 \ k 一 1 Bk 2/c — 1 

+ - = 1( — 1) 二 


m 


2k\ 


k 


[ 449 ] 等等.但是这个方法有一个主要的缺点 
个 m 都是正确的. 

9 ) 如果在以下初等公式中[参看 492 , 2 °] 

dx 


它需要假定 m < 2 tt ， 可是结果却是对于任意 


设怎 


Z 


\fn 


，则获得 


0 


(1 



X 2 ) 


71 


(2n ~ 3)!! 7r 
(2n-2)H 2 


dz 


o 


1 + 


z 


2 


n 


(2 八 一 3) !! I — 
(2^2)!!^- 


7T 

2 


n 


函数 


2 


2 \ ^ 


，随 n 的增加而单调减少，趋于极限 e -" 2 . 应用第 518 目的推论（它对于 



n 


单调递减函数是有效的）这儿当 n 



在积分号下可以取其极限.如果为了确定右部的极限，利 


用沃利斯公式 [ 317 ] 则最后得到结果 如下: 


e 


z 


2 


dz 


lim 


dz 


\/tt 


0 


0 


z 


2 \ n 



n 


①这些结果可以从函数 Cth rr 与 


1 


sha: 


[ 441 , 10 )] 的展开为部分分式得岀. 
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参看 492,2°]. 

10) 已知费耶积分 [309,5)(6)] 


1 


n 


2 


0 


sm nz 


sin 2 ： 


2 


dz 


7T 

2 


X 


如果设，=兰，它可以写成以下的形状 


7T 

2 


0 


sm x 


x 


2 


X 


n 


2 


• 2 
sin 一 

n 


dx 


7T 

2 


当 


n oo 


这儿极限的过程由于以下的情况稍有困难，就是非但被积函数而且积分的上限都 


依赖于参数 n . 

但设 


fn{x) 


sm x 


X 


2 


X 


n 


2 


sm 


x 


n 


，对于 0 彡 x 彡 n 


并 


fn(X) 


0，对于其他 a ; 的值， 


丌 

2 


则积分可以 写成: 


f n (x)dx 


o 


丌 

2 


很明显.对于任何 x > 0都有 


⑺ 


iim f n {x) 


n 


sm x 


X 


2 


5 


这儿在任意的有限的区间 [0, A ] 上，函数 f n ( x ) 的趋于极限是一致的.另一方面已知对于0 < z < 


TT 


2" 


sin z 2 

-> 一， 

2 ： 丌 


7T 


所以对于 0 < re 彡 n— 5 


fn(x) ^ 


sin x \ 2 丌 2 


x 


4 


7T 


这个不等式在 x > n - 时更加成立.因为这时 f n ( x ) 二 0. 


应用518目中的定理1，在等式 （7) 内当 n — oo 可以在积分号下取极限，我们得到以下的 


结果 


0 


sin a; 


x 


2 


dx 


7T 

2 


参看494,4);497,15)]- 


11) 同样的其他例子，已知[参看440 5 10)]积分 


7T 


cos mx , r 

dx = 7T 


m 


1 — 2 r cos x + r 2 


1-r 2 , 


o 
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此处 m 是自然数; | r | < 1，设 


z 



，且 r 


h 




(这儿 h > 0 ); 假定 m > h 则得至 IJ 


cos zdz 


o 


h ? 



2m 2 1 


z 


cos 




h 



h 



cos zdz 





2 


sm 


h 2 + z 2 


2 m 


z 


h 


2 


h 




2 m 


若取“积分号下”当 




时的极限，而不管积分上限跟着 m 无限地增加这一事实，我们 


就得到: 


0 


cos 之 

h 2 + z 2 


dz 



2h 


但这样做对不对呢？需设法来证实其适合极限过程的根据 

这儿引进函数 


fm (z) 


COS 




当0彡 2 彡 mix , fm(z) = 0. 当 Z > 7717T 


sin 


h 2 + 



2 m 


z 


h 



2 m 


于是我们所讨论的等式的左部可以写成 


fm(z)dz. 


0 


很显然 


lim fm(z) 


cos 



h ? + 



2 ' 


这里在有限的区间内这个趋向是 一 致的.最后..如果 mo > / i . 并只考虑 m > m 。 的值.则下列函 

数 


h 2 


4 



2 


h 



m 0 


可用为优函数，剩下只需引证518目中定理1的叙述. 

12) 在例 10) 与 11) 中强调了给岀取极限根据的必要性，下述与此类似的例子也强调了这点 
在这个例子中不能给出这样的 根据; 无法支持取极限的根据的结果是靠不住的. 


考虑积分 


n 


/n 



0 


n 2 


dx 




若由此着手，如前述各例那样令 




则得 


lim/n 


0 • dx 


0. 


o 


实际上（借助于变量变换容易证实）积分为常值 



4 


以下再引进两个并不是陈旧的例子，并且在其他方面像我们所看到的，它们还是有趣味的 
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13) 试由已知积分 


0 


sin t 

~T 


dt 


7T 

2 


参看 4 92 , 3 。; 494 , 5 )] 计算以下积分（这儿 a 是任意的数) 


I 


a cos x ♦ / • \ 

e sm(asin x ) 


dx 


0 


X 


) 


参看 478,8)( a )]. 

很方便的引进复变数 


Z 


a ( cosa ; + % sin 2 ：); 


则 [457(6)] 


e 


e 


cos 


cos asm x 



ismiasinx 


展开级数得 




a (cos nx + % sin nx 


n \ 


使虚数部分相等，我们得岀积分号下的第一个因子的展 开式: 


e 


cos 


sin(asin x 



a 


n ! 


sm nx . 


由此得出 


i 


o 



a 


n 


sm nx 


x 


dx 


如果这儿可以运用逐项积分，我们立刻得到 


I 



a 
n \ 


o 


sin nx 


x 


dx 


7T 



a 


n \ 


丌 

2 


e 


-i) 


但在给定条件下要证实这是可以的，那就需要特别考虑 


因为在积分号下的级数是以常数项级数 




1/ 


v\ 


0 


为它的优函数，所以在有限的区间 [0^] 上可以逐项积分 


4 


0 


a n 
^ n ! 


sm nx 


x 


dx 


乙 』 n 


A 


n ' ^0 


sm nx 


x 


dx 



a 


nl 


nA 


sin 


dt 


⑻ 


0 


还需在 4 — 00 时取极限.但不难看出，由于积分/。°° ^ dt 的存在，积分] S ^ dt 在所 


有的值 to >0是一致有 界的: 


^0 


0 


sin 艺 

~T 


dt 


(L 


所以级数 （8) 它的各项依赖于变量是以常数级数 


_ 八 71 

^ n ! 
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为它的优函数，因此对于4是一致收敛的.在这情形下，按已知定理 [433] 可以在4 — oo 时取 
其极限，这样得以完成证. 

14) 同类的其他的例子.设级数 



a 


s 


0 


是收敛的，且对于 : r > 0,令 


g (工) 



X 


n 


a 


nl 


o 


这个级数也是收敛的，而且在有限的区间 [0, A ] 上对于 x 是一致收敛的[按照阿贝尔-狄利克雷判 


x 


别法，参看430]，因为这个因子^至少对于 n > 时跟着 n 的增加而减少 

然后证明 几 


o 


e~ x g(x)dx 


s 


0 


⑼ 


如果逐项积分，我们立刻得出这个结果 


6 


x 


0 




X 


nl 


dx 



0 


a, 

o n! ^0 


e 


x n 


x dx 



a 




o 


因为 /J 


6 


x ..n 


^ dx = n ! [489,4)]、 现在回来证实这是对的 


只在有限的区间上，逐项积分是容 许的: 


A 


e 


X 


0 




X 


n 


0 


nl 


dx 






0 


n ! 


^ 一 a: n i 

e x - ax 


( 10 ) 


o 


用分部积分，容易证明 


A 


n\ 


e 


x n dx < 


1 


A 


0 


( n - 1)! 


e 


x n ^dx < l, 


0 


所以这个因子 


A 


n\ 


e 


x n 


x dx 、 


0 


依赖于 A 及 n , 是随着 n 的增加（在 A = 常量）而单调的 减少； 以致保持了一致的有界.在这样 
条件下（只按刚提出的判别法）在 （10) 式右边的级数是对于 A 


致收敛的，也就是在 A 


时 


可 以逐项 取其极限等等. 


以下我们证明两个应用的例子，他们是从漂亮的公式 （9) 得来的. 
( a ) 考虑所谓积分正弦 


S1 X 


sin t . 丌 x 3 X 5 

-dt = - - x 


X 


t 


3!3 


5!5 


+ 


. ① 
5 


①以上的展开式是容易导出的，只需写 


six 


0 


sint 

t 


dt — 


sin 尤 


dt 、 


o 


而且在第二个积分内把正弦用它的级数展开式去代替，然后再逐项积分 
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这级数是从级数 


按照 g ( x ) 的方式组成的 

照公式⑼即得 


7T 


— 1 + 0 + — +0 - — + 

o 


蠢蠢 》 


e ~ x s\xdx 


0 


丌 

2 


1 - 


1 

3 + " 


7T 

2 


7T 

4 


7T 

4 


(6) 另外一个有趣的函数 


零附标的贝塞尔函数 J 0 ( x ) 有它的展开式 [441,4),5)] 


Jo ( x ) 




i + D- 1 ) 


u 


X 


2u 


㈣ 2. 2 2一 


V 


它的组成是按照 g ( x ) 型的，如果令 


ao 



— (―1 广 


(2 z / - 1)!! 
~~2^!! 


d2u-l 



然后由⑼ 



最后的结果是这样得到的，就是借助于函数 


vl + x 


展开为二项式级数 [407,(24)], 且令 rr = 1. 


附注我们来弄清楚末后这两个例子里所应用的推论方法的特殊性是有益处的——同其他 
的关于在无穷区间内级数的逐项积分的例子相比较. 


如果回到关于无穷限的积分号下 [518] 极限过程的一般问题，则它就相等于对某二元函数 
F ( A ， y ) 的两个累次极限的存在与相等问题[参看 （3)]. 按照505目中的一般定理，在这情形下其 

充分条件是——在两个简单极限存在时- 函数的一致趋向于 （4) 式或 （5) 式中的一个，而其 

趋向于那一个反正是一样的 .寻常我们假设这样的一致性是对极限 （5) 而说的，这个就对应着无穷 

限“积分的一致收敛性”. 但是如果替代以函数 F 的一致近似于极限 （4)， 这样的结论也是完全有 

效的！ 

在级数 ZT U ^(X) 具有部分和 f n (X) 的情形下，或者可以证明函数 

fn(x)dx 



(对 n ) 当 A — oo 时 一 致近似于极限 / a °° fn(x)dx , 也就是这个积分的 一 ■致收敛性，那是我们常 
常这样 做的； 或者也可以证实所说的函是（对 4) 当 n — oo 时一致近似于极限 f a °° ( p ( x ) dx , 也 


就是级数 



(对4的一致收敛性，那对我们于在 13) 和 14) 两例内更为方便. 
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520. 含参数的积分的连续性与可微性 让我们首先把506目定理2与507目 
中的定理3转移到在无穷区间的情形. 

定理 2 设函数 f ( x , y ) 定义于 x 的值在 x ^ a , y 的值在区间 [ c ， d ] 上，并在此 
定义范围里（作为一个二元函数）是连续的.若积分 

广 OO 

Hv ) = / f ( x ) y)dx (1) 

J a 

对以在区间 [ a ，6] 上是一致收敛，则它在这区间上表示着一个参数 y 的连续函数. 

这是定理1的推论.事实上像我们在506目中所看 到的， 当变量 re 在任意有限 
区间 [ a ， A ] 上，则函数 f ( X ) y ) 当 y — 如时 （此处 加是以 的任意一个特殊值）对 x 
一致趋于极限函数 /( x , y 0 ), 于是按照定理 1， 在积分 （1) 内可以在积分号下取 极限: 

pOC pCO 

^ I { y ) = 乂 f ( x , y)dx = j f ( x , y 0 )dx = /( 加)， 

这就证明了我们的断言. 

在485目我们叙述把“广义值”赋予发散积分的两个方法时，留下了这样一个 问题： 即第二 

个方法的正则性.借助于刚才证明的定理，现在我们有能力来解决这个问题，若积分 f( x )dx 

收敛，则积分 J ^ e ~ kx f ( x ) dx 对于参数 k ^ 0 是一致收敛的[参看515目末尾 ^ 附注]，因 

此 - 至少在 f ( x ) 连续的情形下-积分对 k ^ 0 是参数 / c 的连续函数 • 特别地，我们 

有 

poo poo 

/ e ~ kx f ( x)dx = / f ( x ) dx . 

于是收敛积分的值与其“广义值”重合，这就是所提到的正则性. 


附注如果函数 f ( x , y ) 是非负的，即在 f ( X ) y ) ^0的情形下，则我们得出一个 
在某种意义上的逆定理: 把积分 （1) 作为参数的 函数，可 以从它的连续性推出它的收 

敛性是一致的. 

在这情形下，当 A 增加时， 2 /的连续函数 

F ( A ^ V ) = [ f ( x ) y)dx ⑶ 

Jo 

也在增加，所以（按照504,4°中迪尼推广定理）它对 y —致趋向于极限 （1). 定理得 
以证明 I 


定理 3 设函数 f ( x , y ) 定义于 rr 的值在 x ^ a\y 的值在区间 [ c ， d ] 上，并在此 
定义范围里是连 续的； 而且设导数函数对于两个变数在所说的范围内是连 
续的，再假定积分 （1) 对于 [ c ， rf ] 上所有的值存在，并且积分 



(11) 
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非但存在，而且对于 y 在这个区间上是一致收敛，则对于 [ c , 中的任意一个 y 得出 

公式① oo 

= [ fy(x,y)dx. 

J a 

取一个特殊值 y = yo ) 考虑比数 


Hvo + k) 


Hv 


0 


k 


a 


f ( 工 ， yo + fe) — / ( 工， yo) 

k 


dx 


( 12 ) 


我们要证明对于参数 A — 0 的极限过程在这儿可容许在积分号下进行. 

在 5 07目中我们已经看到，如果 x 在任意的有限的区间 [ aM ] 上变化，则被积 

函数 ’( X ’々 0 + 1 _ f ( x ^ Vo ) 在& — o 时对于 ; r 一致趋向于极限函数 fy ( x , y 0 ). 为了 
要能够应用定理1，我们必须说明积分 （12) 对&是一致收敛. 

由于积分 （11) 一致收敛的假定，对于任何 e > 0可找出这样一个> a ， 只要 
W > A > A 。， 可使 



/ 


A 


f y { x ) y)dx 


< 



(13) 


对于所有的2/值都适合 [5141. 我们要证明，同时可使 



/ 


f ( x , y 0 




/( 工， 2/0) 


a 


k 


.dx 


< 



(14) 


对于所有可能的&值都适合. 


为了这个目的（固定 A 及^4 7 )我们考虑函数 


屯 [ y ) = f f ( x ) y ) dx . 

J A 

按 507 目定理3,它的导数可照莱布尼茨法则来计算 

r A， 

^\ y ) ^ / fy(^ ： y)dx, 

J A 

且由 （13) ^( y ) 的绝对值永小于但下列比值 

中(训 + k ) - ^( y 0 ) f A ， f { x , yo + k )- f { x , y Q ) 

- _k - = J A - _k - 仏 

照拉格朗日公式等于 ^( y 0 + dk ), 其绝对值也小于£，就是说式 （14) 是适合的.因此， 
根据514目中的法则，可以推岀积分 （12) 是一致收敛性，定理得证. 

容易得出关于有限区间 [ a ，6] 的定理 2* 与 3* [510] 的推广，那只需用点 a ; = b 

代换点 x - = cx ) 来叙述在这里的公式和考虑 .( 这种做法好像从定理1推到定理1/的 
过程 .） 

①此处按这个公式计算导数,称为莱 布尼茨法则. 
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附注 在陈述这里的理论时我们没有利用积分和级数的联系，而宁可每处陈述 
一个观念，这个观念——一致趋于极限函数的观念，事实上是一切结论的根据.然 
而在另外情形中根据已经发展的级数理论能够在论据上创立出形式上的简化.今试 
给出定理 3 的新的证明来作解释（这里以上所提到的简化是相当多的). 


用以下级数 [477] 



n 


Hv) 



f ( x y y)dx (A 


n 



1 


来替换积分 I ( y ). 这级数中的每项 




n 


Un { y ) 




f ( x , y ) dx 、 



—1 


由于 506 及 507 目的定理2及3,是连续的而且有连续的导数 




Uv) 


n 


fy(x,y)dx 



1 


由这些导数所组成的级数对 y 在区间 [ c , d ] 上是一致收敛的.这可从积分(11)[514]的一致收敛 
性推得.因此根据级数的逐项微分法定理 [435] 以下的导数 I '{ y ) 存在， 




E 

1 




fy(x,y)dx, 





这就是所要求证的. 

用同样的方法并联系到函数级数理论中相应的定理，我们可得出定理1[518]及2[520]的证 
明（并同样得出下一目的定理4的证明).至于怎样实现这些证明，让读者自己作出. 

521. 含 参数的积分的积分法首先证明以下 定理： 

定理 4 照定理 2 中的 假定，我们有以下积分公式 



事实上，按508目定理 4 对于任意有限的以下等式 




A 

f { x ) y)dx 


A 

dx 


d 

f ( x ， y)dy 


是正 确的. 根据假定，函数 （3) 对^/是连续的，并当 A ^ 00 时它对 y —致趋向于极 
限 （1). 因此，根据506目定理1,左面的积分可以与极限过程4 — 00,在积分号下 
互换，这就是 

rd pA pd roo 

J dy J f( x ， y) dx = J d yj f { x ) y ) dx . 
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而在这种情形下右面的积分当乂 



时其极限存在，这也就是说它与积分 


d 


dx 


f ( x ， y)dy 


a 


c 


有同一数值.这正是所要求证的. 


如果利用关于定理2 [520] 中的附注，则不难由此推出以下的 


推论在非负函数 f ( x ， y ) 情形下，一个对 y 连续的积分， (1) 蕴含着公式 （15). 


这样 


在已知的条件下 


我们建立了两 个积分互换的 法则，其中只有一 


个积分推广到无穷区间，另一个仍是有限的. 

在许多情形下需要按照公式 


dy 


f ( x ， y)dx 


dx 


f ( x ， y、dy 


o 


(16) 


a 


c 


作两次无穷限积分的互换.要证实这样的互换常常是复杂而费力的事情.读者在以下 
可遇到许多这样的例题. 

只就狭窄的一类情形，按一般考虑来推证公式 (16): 


定理5 若函数 f ( X ) y ) 定义在 x > a 反 y > c 上并且在那里是连续的.再假设 


积分 




. y)dx 及 


f ( x ， y、dy 


(17) 


a 


在任意有限区间上一致收敛 
果在两个二重积分 



个积分对于％ 而第二 个积分对于; r . 于是如 


dy 


Ifix.y^dx, 


dx 


1 /( 工， 2/)1 办 


(18) 


C 


a 


a 


c 


中至少有一个积分存在 ，则 （16) 中的二重积分都存在而且相等. 


假设积分 （18) 中的第二个存在.由于积分 f a °° fdx 的一致收敛性，根据以上定 


理，对于任何 有限的 C > c 、 我们有 


C 


C 


dy 


f ( x ， y)dx 


dx 


f ( x ， y ) dy t 


C 


a 


c 


还需证明右面的积分当 C — oo 时容许 在积分号下取极限， 因而将有 


C 


dy 


f ( x ， y)dx 


lim 


C 


a 


C 


dy 


f ( x ， y)dx 


c 


a 



C 


lim 


dx 


c 


f ( x ， y)dy 


dx lim 


a 


c 


a 





, V)dy 


c 


dx 


f ( x , y ) dy . 


a 


c 
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要证实以上所说的极限过程，需根据 5 18目中的定理 1. Z 与 C 的函数 

/ f ( x , y ) dy ) 

J C 

对*于: r 是连续的[ 5 0 6 目，定理 2 ]，当 C — oo 时它对于 a ; 在任何有限区间上一^致趋 
于极限函数 


这函数的积分 


对于 C 是一致收敛，因为由于 




c 

f ( x ， y)dy 彡 



f { x ， y )\ dy , 


它以积分（ I 8 )中的第二式为一个优积分.这样定理1的所有的条件在这儿都满足， 
所以我们的断言也证实了. 

在函数不变号的情形下，事情比较简单，例如.对于非负函数（限于这种情形就 
够了）我们有 


推论 设对于非负连续函数 /( z ， y ), 式（ I 7 )中的两个积分是连续函数，——第 
一个积分是 y 的连续函数，第二个积分是: c 的连续函数-—那么只要式 （16) 中的 
二重积分中有一个存在，则其他一个也存在，而且与第一个相等. 

按照定理 2 及其附注，很显然关于式 （ IT ) 中积分的连续性的假定相当于要求它 
们的一致收 敛性. 剩下的只需应用以上的应理，并注意给定的条件 \ f ( x , y )\ = f ( X ) y ). 

本节的命题也可在有限区间的情形下逐句地 描述： 这儿只需把有限的奇点$ = b 
替换奇点 X = O 0; (如果必须的话）并以奇点 y = d 代换奇点 y = CO . 

522. 对于一些积分计算的应用 我们应用以上所陈述的理论来计算一些重要 
的积分. 

1°欧拉积分 




x a ~ 1 dx 

x 2 + 2 x cos 0 + 1 


(0 < a < 1) (0 < a , 6 < 1) (0 < a < 1, —tt < 6 < tt ) 

由 496 目 ,1) 的结果,立刻得出 




7T 

2 n 


sin 


1 

2 m + 1 


2 n 
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若令 z ^忐，我们可求得当 a = 时的欧拉积分中的第 一个: 

2 n 



要由此对于任意满足不等式0 < a < 1的 a 值，得出所要求的积分值，须要验证 
这积分对于给定的参数值是 a 的连续函数. 

当0 < a : < +0 C 及0 < a < 1时，被积函数对于这两个变量保持其连续性，并且 
当 : r = 0时所考虑的积分对 a ^ ao > 0 一致收敛，并当 x = oo 时对 a < ai < 1也 
是一致收敛.实际上分开积分为两部: Jo 1 +/ T ， 不难看出积分 



分别是优积分. 

应用定理2于积分 J ； 00 , 也应用对于有限区间的相似定理于积分/^，即可看出 
这两个积分在看作参数的函数时是连续的. 

对于任意值 a ,0 < a < 1,可以借助于 2 ^± l ( m 及 n 为自然数 ， m < n ) 形式的 

2 n 

值来任意接近它.当在式 （19) 取极限过程，并利用已证得的积分的连 
续性， 最后我们求得 几 

T a-1 

/ —— dx = - - [参看519, 4)]. 

Jq 1 十： c sm 7 ra 

完全相似地从496目 2) 及 3) 得出 



及 


2。积分 

[参看 492,3°]. 

考虑积分 



X 


-1 


dx 


x 2 + 2 x ^ cos 0+1 


丌 


sin(l 


a )8 


sin 6 * sin air 



Jo 



sin ax 
x 


dx 


(a > 0). 


借助于对参数 a 的导数来计算积分的值.然而若直接应用莱布尼茨法则，这里就引 
到一个发散的积分 


0 


cos ax dx . 
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因此我们引人一个“收敛因子” e~ kx (k > 0), 然后开始求下列积分 



的值. 

对于/在积分号下对 a 取导数是容许的，因为定理3的条件是满足的：被积函 
数及其对 a 的偏导数在 x > 0及 a > 0连续，且由导数结果而得出的积分 



cos ax dx = 


k 

a 2 + / c 2 ’ 


对 a —致收敛，因为优积分 JT e -^ dx 并不包含 a . 

所以对于 a >0 

dl_ _ k 

da a 2 + /c 2 ' 

再对 a 求积分，得到 

T a 

I = arctg -. 

k 

(这里引进积分的常数项是不必要的，因为这个表达式的左右两面，当 a = 0时，都变 
为零 

这个公式是在假定> 0之下导得的.但当 a =常量时积分 I 是 k 的函数，且 
在 A : = 0连续；这是根据定理 2 从积分对 A : 当 /c > 0时的一致收敛性推得的[参看 

515,4°]. 换句话说： 

Iq — lim I . 

/ c — >+0 


若 a > 0贝 Ij 


Io = 


lim arc 

fc —+0 


a 

tg i 


= arctg (+ oo ) 


7T 



特別是（当 a = 1) 

3° 欧拉-泊松积分 



sin x 
x 




[参看 492,2°]. 

令 ： r =吡其中^为任意正数，我们得出 

e ~ uH 2 dt . 




现在用 e ~ u 2 du 乘等式的左右两面，再对 w 从0到 oo , 作积分: 
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不难看出，积分的互换在这里很快的就可以引出所要求的结果，事实上在互换以 


后，得到 


j 2 


dt 


e_ 




2 


udu =- 


dt 


o 


0 



0 


1 -\- t 2 


7 T 

4 5 


由此（显然因为 J > 0) 



e 


- x2 dx = ^ 


0 



为了说明所实行的交换积分次序是合理的，我们试着使用521目定理 5 的推论 


然而积分 


e 


-^ u2 nd 


u 


0 



l ^ t 2 


对所有〖 > 0 是 t 的连续函数，而积分 


e 


-(1+〆) 


2 、 u 2 


udt 


e 


—U 


2 


• J 


o 


仅对 u > 0 连续，而当 u — 0 变为0,在这 一 点产生间断.所以直接对矩形[0, oo ; 0, oo ] 
应用上述推论是不行的！我们对矩形 [ tio , oo ; 0, oo ] 可应用推论，其中 wq > 0，因为积 



e 


(1+t2)y2 udu 


• g— (l + ^ 2 )uo 


^0 


2 1 -ht 2 


对所有 f 彡 



乃 


一曰 

7 E 


l 的连续函数，由此证明了等式 


DC 


DC 


du 


e 


-(i+f 


2 \ o 

、ir 


udt 


dt 


⑽ 2 udt 


e 


Uo 


0 


0 


Uq 


是合理的，余下的仅仅 是：使 如减小 
等式右边可在积分号下实行. 


5 



160 


0时取极限，根据518目的推论，在 


4° 


拉普拉斯 ( Laplace ) 积分: 


V 


cos (3 x 


o 


a 2 



x 


2 


dx , 


z 


a : sin (3 x 


o 


a 2 



x 


2 


dx 


p>0) 


在其中第一个积分，令 


a 2 + x 2 


e ~ K ^ W ) di> 


0 


我们得到 


oo 


V 


cos (3 x dx 




0 


0 


这里根据定理 5 把对 a 的积分和对 t 的积分互换 


V 


e ^ l dt I e ~ tx2 cos (3 x dx 


o 


o 
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但内层积分是已知的 [519,6)(a) 



cos (3x dx 




回忆 497 目， 8)， 最后求出 


丌 


y 


2a 


e 


—a(3 



拉普拉斯第二个积分可从第一个对参数导数得到 



dp 




莱布尼茨法则的应用是合理的，因为积分对于/?在> A > 0时是一致收敛的 

[517,16)]. 

5。菲涅尔 (Fresnel) 积分： 

poo roo 

/ sinx 2 dx ) / cosx 2 dx. 

Jo Jo 


令 X 


2 


，我们得到 


smx 2 dx 




先求在改变形式的两个积分中的第一个积分. 


用下列等式 


2 






e 


_ til 


2 


du 


o 


的右方来替换（在积分号下）表达式将所求的积分化成下列形状 

vt 







sin t dt 



2 


e~ tu du. 


积分的互换在这里可立刻化成最后的 结果: 


sint 

7 T 


dt 


2 


2 

\/7 r 


du 


e 


—tu 


2 


sin tdt 


o 


o 


du 


2 


7T 


0 


1 



u 


2 





因为这样互换的合理性的直接证实需要艰难的变换和估计，我们宁可在这里（参看 
2°) 引用“收敛因子” e~ kt (k > 0). 


①参看472,2)或 491,7). 
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我们有 


sint 

~7t 


e 


—— kt 


dt 





e^ kt sin tdt 


e 


_ til 


2 


du 


o 


o 





du 


e 


{k+u2)t sin tdt 


2 


du 


o 


o 




0 


+ ( A : + u 2 ) 2 


这里可借助于定理 5 建立积分互换的可能性.最后，当& — 0时还需取极限的过程 


5 


这个极限 


不难证明 


可以在积分号下进行. 


因此，最后 


0 


smt 

7 T 


dt 



2 


对于积分 / 0 C 


cost 

"7 T 


dt 我们得出同一数值.由此 


sin x 2 dx 


r\ 

cosx dx 


0 


2 



7T 



523. 在积分号下取导数的例题 

1) 从已知的积分（当 a > 0) 


( a ) 


e 


— ax 


2 


dx 


o 


2 





a 


⑹ 


dx 


7T 


0 


a + x 2 


2 y/a' 


㈤ 


a 一 

x ax 


x d 


0 


a 


累次对参数微分以推得新的积分. 


( a ) 解 按照莱布尼茨法则，经 n 次微分后，我们得出 


2 


e 


x 2n dx 


(2 n - 1)!! 


o 


2 n + l a 


n 



a 


因为在这里所得到的积分都是对( X 当 a > a 0 > 0时一致收敛（例如，所写出的积分的优积 


分是 /J 


e 


2 

aQ 工 —2t! 


x zn dx) 所以莱布尼茨法则的引用是合理的. 


(6) 解答 


dx 


0 


(a + x 2 ) n+1 


(2 n - 1)!! 


7T 


a 


n 


\/a 


(b) 解答 


1 


x a ~ 1 ln n xdx 


一 1) 


n 


n ! 


0 


a n+1 


2) 用对参数的微分法计算下列积分 ( a , A ; > 0)： 


(a) J 


0 


1 — cos ax _/ cr , 
- e kx dx 

X 


⑹好 = 


sm ax sin 



o 


X 


e — kx dx 


x 


( a ) 解 J 对 a 的导数可用以下积分来表达，这个积分对 a 是一致收 敛的: 


dJ 

da 


fcx • j 

e sm ax dx 


a 


o 


a 


2 



k 2) 
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由此 



2 


ln ( o ; 2 + k 2 ) + C . 


因为当 


a 



时积分 J 变为0,所以 C ^ In fc 2 5 故最后 


J 


2 ln 


a 


2 




k 2 


(6) 用丑对 a 在积分号下求微分，我们得出 


dH 

da 


_ kx sin (3 x cos ax 

G CJ/sjU 


0 


X 


莱布尼茨法则的应用是合理的，因为在这里不难说明定理3的条件成立. 

把正弦与余弦的乘积化成两个正弦的差，即可将所得到的积分化为已知积分的形状 [522,2 


dH 

da 


2 


c -kx sin ( o ： + /^) a ;^ 


e _ fcx sm(^-/3)x^ 


0 


X 


0 


X 


a 3 a — p 

aretg^.arctg^ 


对 a 求积分: 


H 


w arctg … 


2 


k 


a - j 3 x a — p k . k 2 (a - p ) 2 
一 arctg __ + _ ln ^ 2 + (a + /3)2 



C ， 


其中常数 c =0 (因为当 a = 0 时, // 

3) 计算积分 




0 ) 


1 


e 


t 


o 


t 


cos tdt 


提示考虑更普遍的带有参数的积分 


1 — e 


— at 


0 


t 


cos tdt 、 


借助于微分法计算以上积分，然后令 a 



答 In V 2. 

4) 计算积分 


( a ) Ji 


0 


ln(l + a 2 x 2 ) 

b 2 + x 1 


dx ( a , 6 > 0) 


⑹ J 2 


o 


arctgrrc 
x(l + x 2 


dx (r 彡 0) 


(b) J 3 


arctgarc • arctg 6 x 


o 


X 


2 


dx ( a ，b > 0) 


( a ) 提示 


当 a 彡0，^对 a 是连 续的； 对于 0 彡 a 彡❿， ln ( i + fl l x 2) 是优函数.对于 a > 0 


取导数 


b 2 + x 2 


dJi 

da 


2 ax 


2 


0 


( b 2 + x 2 )(l + a 2 x 2 ) 


dx 


7 T 


db 1 
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对于 0< ⑼ 巧 是优函数 

答 Ji = ^ \n(ab + 1). 

(6) 提示当 r >0, 取导数 


dJ 2 

dr 


dx 


(1 + r 2 x 2 )(l + x 2 ) 


7T 


2 1 + r 


7T 


■是优函数 .答 J 2 -^ln (1+r). 

丄 + 2 

(b) 提示对 a 取导数引到积分 J 2 的 形状: 


dJs 

da 


arctg 6 x 


+ a 2 x 2 


dx 


x 


arctg-i 

^(1+0^ 


7T + fe > _, 

2 ln ^ (a> °) 


答 Jd, = 
附注当 



In 


(a + 6) 


a 十 6 


a 


■b b 


1，并变换 : r 


tgt , 从 J 2 得出以下积分 




tgt 


dt 


> 2 


由此用分部积分法，重新求得 [ 参看 492,1°] 


号 


In sin tdt 



In 2 


5) (a) 计算积分 



cos 2bx dx. 


解我们有 


dJ_ 

db 


2x - sin 2bxdx 


用分部积分法，然后得到 


dJ 

db 


2 b 


cos 2bxdx 


2bJ. 


这样对于 J 的确定，我们得到了一个可分离变量的简单的微分方程 [358]. 求积分，得出 


J 


Ce 


因为当6 


0时，我们应有 





，所以 C 就等于这个数值.最后 



x/tF ^ 

~ Y e 


参看 519 5 6)( a )]. 

(6) 如果用同 一 方法计算积分丑 


I ： 


—X 


sin 26 x dx , 则我们得到下列的微分方程 


dH 




db 


+ 2bH 
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两面乘以 〆 ，在左方显然得到乘积 e b2 ■丑对 6 的导数，从 0 到 6 求积分，得出 


e b2 H 


b 


e b2 db 


o 


(因为当 6 = 0 , if = 0 ). 这样， 


H 


e 


b 2 


b 


e dt . 


o 


这里为要表达这个积分，就必须引进一个新的“非初等”函数 


X 


咖) 


e 


dt 


0 


参看 519,6)( b )] 

6 ) 计算积分 （ a， 6 > 0 ) 


e 


— ax — 


dx 


0 


解 所要求的积分与下列积分 


J 


e 



dy 、 


0 


只差一个因子 

我们有 




，其中 


C 


2 


a6 ( 用代换 y 



ax l 


dJ 

dc 


~ y 2 


2 c 


e 


o 


y 


2 


-2 


e 


Z 



dz 


— 2,J 


0 


(用代换 w = 由此 



Ae 


2c 


, A 


y/7T 


2 


答 


2 



7 T 

— e 
a 


[参看 497 5 8)]. 


7) 计算积分 


J 


e 


一 at 


cos bt 


e 


^ CL\t 


cos b \ t 


0 


t 


dt ( a，ai > 0) 


解 分别对 a 及对 6 取导数，得到 


d £ 

da 

dJ _ 

db 


e— at cos btdt 


a 


o 


a 2 + 6 2 ， 


e 


一 at 


sin btdt 


b 


o 


a 2 + 6 2 


根据这两偏导数不难还原到原来的函数 ® 



2 




其中 C 与 a 及 b 无关.因为当 a = ai 及 6 = 61 时 J = 0 ,所以 


^ — 2 ln(ai + bi) 


◎以后我们将系统地来讲解这个问题，这里只从观察来建立这个“原函数”. 
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于是 



2 ln ^rl 



8) 计算积分 （a > 0, 6彡 0) 


U 


e^ ax cos bx 2 dx ^ v 


e 


ax 


2 


2 


sin bx dx . 


o 


0 


解 利用莱布尼茨法则我们得到这两积分对参数 6 的 导数: 


du 

db 


2 —ax 


2 


x e 


2 


sin bx dx 、 


o 


dv 

db 


2 


x 2 e~~ ax cos bx 2 dx 


o 


由此分部积分容易得岀 


du 


2 a 


b dv 

V — 一 


dv 


a db 、 db 


2 a 


b du 

u H - 

a db 


或 


对导数解这方程组 


du 


bu + av 


dv 


au — bv 


2( a 2 + 6 2 ) 5 db 2( a 2 + 6 2 ) 


( 20 ) 


这样对于未知的 6 的函数的定义，我们得岀了微分方程组. 

引进实变量6的复函数 w = u + iv , 容易把问题化为一个方程（有可分离的变量).也就是把 
乘方程 （20) 的第二式，与第一式按项相加则得到方程 


dw 

lb 


-b 



ai 


w 


2(a 


2 


b 2 ) 


VJ 


cl _ bi 


用寻常的可分离变量的方法可求积分.为了避免利用复数的对数，可以直接验证上式，就是 


d 


db 


(w • V a — bi ) 


0 


根据微分方程，得出 


W 


• va 




bi 


c 


常量 


令 h 


0 





，因此 


w 


2 


\/a 


bi 


\/a 十 bi 

\/ a 2 + b 2 


至于符号我们了解为这个根的一个分支，它当6 = 0时成为算术根 + v ^ 


大家都知道 


V a bi 



a 



\J o ? + b 2 


2 


+ i 



—a + Va 2 + 6 2 • ① 


2 


①令 \/a + bi = x yi 、 我们有 a 


x 


2 


— y'b 




2xy, 由此得出 


x 


土 



a 


4 - \/a 2 + 6 2 


2 


y 


土 



—a + \J a 1 + b 2 


2 


这里我们取两根都是正号，因为这才符合刚才所同意的约定，而且使得 xy = h >0 
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这样， 


w 


2 





a + y a 2 -\- b 2 
a 2 + 32 



% 



—a + \/ a 2 b 2 

a 2 + b 2 


分别使实数与虚数部分相等，我们最后得到 


U 


e 


— ax 


cos bx 2 dx 


0 


2 



2 



a + v a 2 + 6 2 

~~a 2 + 6 2 ~ 


v 


e 


— ax 


sin bx 2 dx 


0 


2 



丌 

2 



a + yj a 2 + b 2 
a 2 + b 2 


这些公式的得来是在主要的假定 a >0 下的.但借助于定理2[参看 515,4°] 容易看出这两积 

分是 a 的连续函数，并当 a = 0时，它们也是连续.所以当 a — 0时把所得的等式趋于极限，我 
们得出(若6 > 0) 


2 


cos bx dx 


sin bx 2 dx 


0 


0 


2 



7T 

26 


这就是菲涅尔积分[参看522 ? 5°]. 


9) 证明借助于微分方程可以简单地来计算拉普拉斯积分[参看 522,4°] 


y 


0 


cos (5 x 
a 2 



x 


2 


dx z 


0 


: csin 3 x 


+ x 2 


a 


2 


dx ( a } 0 > 0) 


我们已经看到 


dy 

dp 


—z 


再次对 0 的微分不能在积分号下进行，因为这样微分所得的结果已经是发散的积分 

但是如果将所写出的等式按项加上以下的等式 


7T 

2 


sin (5 x 


dx 


0 


x 


522,2°1®，则得到 


dy 7 T 

dP + 2 


Oi 


2 


sin j 3 x 


0 


x ( a 2 + x 2 ) 


dx 


这里在积分号下取微分，又重新是可能的，用这样的做法，我们得到 


A 

5^2 


a 


2 


COS Px 


0 


a 


2 



x 


2 


dx 


这就是 

d 2 y 2 

矿 aV ‘ 

对于这个常系数二阶的简单微分方程，按照其“特征方程”的根土 a ， 很容易作出方程的一般 
解： 

y = Cl e ^ + c 2 e ~ a ^ 

①然而在以后我们完全不需要有这积分的数值，我们只需知道对于所有> 0这积分保持一个 
常量数值.关于这一点只用代换 t = /5 a ; 容易来说明的. 
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其中 G 及 C 2 是常数.但对于所有值，量&是有 界的: 



因此知道必须等于 0( 因为如果不然，当0 

为了确定常数 C 2 , 令/? = 0,显然 

c 2 


最后 


oo , 量 y 将无限制地增加). 

丌 

2 a * 


由此取微分，得出^ 

10) 计算 积分： 


V 


% 一⑽ 


2ol 



对于所有的 a 值，由于有优函数保证了积分的存在性及连续性，照莱布尼茨法则 


du 

da 




sin 


a 


2 


X 


2 


2 a 


X 


2 


dx 



2 


sin y dy 


y 


a \ 



第二个积分——在 2/ = 0,也在 2/ = oo —— 对于所有的 a ： 值，是一致收敛，所以第—个积 

分- - 在 x = 0,也在 ; r = oo -对于适合不等式 0< aQ < a < A < + oc 的 a 值也一致收 

敛 72) .这样，对于 a > 0用莱布尼茨法则是合理的. 

再次对 a 微分（它的合理性可以类似地证实）给出 


d 2 


U 


dcx 2 


2 



e ^ smy 2 -^dy 


o 


y 2 


4 


9 

^ or 

e sin — dx 


o 


X 


2 


4 v 


完全同样地，得到 


d 2 v 

da 2 


—4 u 


令 


w 


u + iv . 对于 w 的定义我们有以下微分方程 


d 2 w 

da 2 


—4 iw 


组成“特征”方程 A 2 + 4 z = 0, 其根为 A = 土 W 干我们写出微分方程的一 般解： 

w = u-\-iv — Ae _ av / ^( cosQ ；\/2 + isinav ^2) + Be a ^( cosaV 2 - ism ay /2). 

72) 请读者注意：第二个积分的一致收敛性是对所有的 a e [0, oo ) 成立的，而对第一个积分却不 
能这样断言：仅能说当 a 6 [ a 0) ^] 时的一致收敛性.不难证明，第一个积分对 a G [0 ) O o ) 的一致收 
敛性事实上不成立. 

本例是对如下重要情况的一个很好的 说明： 在作变量变换时，积分的一致收敛性不一定保持，在 
变换下> 它可能消失，也可能呈现（为了检验第一个积分当 a G [ a 0 , >4] 时的一致收敛性，读者可能 
要以一致收敛的定义为出发点估计同一个函数的积分与 f ， 为此目的，例如可以在每一个积 
分中作变量变换 y = 2). 
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因为函数 u / 对于一切 o ; 是有界的,所以必须 B = 0;并且当 a = 0 应得 w 
最后 


VI 

2 


，因此/ 




u 


2 


g - a \/2 CQSa ^/ 2 ^ y 


^e~ aV ~ 2 smaV2 


11) 证明恒等式 


e 


X 


2 


xdx 


2 


a 


e 


dx 


0 


\/ x 2 + a 2 




0 


x 2 + a 2 


(a > 0) 


用 u 记第 一 个积分， r 记第二个积分.在 u 中令 x 2 + a 2 = y 2 , u 改变为 


2 


U 


e 


e 


y 


3 


dy 


a 


在 r 中引进新的变量 $ = az ， 得出 


2 2 

e— a z dz 


V 


Jo 


z 


2 



1 


取对 a 的微分（按照莱布尼茨法则）把导数#表达成以下形式 

da 




dv 

da 


2 a 


< 


e 


a 


2 2 


dz 


e 


a 


2 2 




V 


0 


0 


2 ' 1 


dz 


z 



由此求得了确定 t 的线性微分方程: 


dv 

da 


— 2 av 


- 1 . 


2 


以“积分”因子乘上式的左右两面得出以下等式 


d 


da 


ve 


a 


2 


—e 


a 


2 


如果对 a 从 0 到 a 求积分，则得到 


v - e 


— a 


2 


a 


2 


杉 0 


e 


dL 


0 


这里 ro 自然是 r 的极限值 




lim v 
0 


1 


dz 


Jo 


Z 


2 



1 


T 


2 


因为这同一数是积分 jfe—t dt 的值，所以对于 w 最后得出 


V 


6 


a 


2 


e 


f 2 

dt 


a 


这就是与 u 是同一表达式. 

12) 证明等式（当 fc > 0时) 


e 


一 kx 


CO 


dx 


sin(x — k ) 


dx 
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两个积分作为的函数适合微分方程 


" ■ 
v 



k 


对第一个积分，按莱布尼茨法则对它微分两次便可证明这一点，对第二个积分，可表为 


cos k 、 




cost 


dt ) 


由此来求其导数更为简单. 

因上述两个所论积分的差 z = 适合齐次方程，+ 2 = 0,那么此差具有如下形式： 

z — c \ ' sin(/c 4- C2 )， 

其中 ci 与是常数，但是两个积分，以及随之它们的差，当 /C 4 oo 时趋于 0, 由此 Cl = 0, z ( k ) = 
0. 所求等式证毕. 

524. 在积分号下求积分的例题 

1) 用积分号下求积分法求下列积分的值： 



⑹ 



cos ax — cos bx 


x 


2 


dx 


(a^b > 0 ). 


解 （ a ) 积分 




(y > o) 


对于 y 在 2/ > 加 > 0 —致收敛.对2/从 a 到6求这等式的积分，其中左面的积分可以在积分号 
下进行，我们得到 



[参看 495,1)]* 

(6) 相似的从以下的积分 出发: 



7T 

2 


(y > o)* 


它对于 y 在 y > yo > 0 也一致收敛，我们得出 



dx 

x 



b 

sin yx dy 



cos ax — cos bx 

x 


dx 



[参看 49 T 5 10)( a )]. 

2) 将第一型完全椭圆积分 



看作模 fc 的函数，试求这函数在区间[0,11上的积分. 
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我们有 


1 


1 


K ( k)dk = 


W « 
2 


dk 


dip 


7t 

2 


1 


0 


0 


0 


\/l — / c 2 si 


sm 2 (p 


(kp 


dk 


o 


0 


V 1 


k 2 sin 2 (p 


7T 

I 




0 


sm 




上式经代换 z = t g | 引到了以下的积分值的两倍 


1 


arctgx 


dx 


G 


0.915965 


o 


X 


[ G 为“卡塔兰”常数，参看328, 6) 及 440,6)( a )]. 

由于定理 5 的推论（修改的)，积分的互换是可以进行的.被积函数在矩形 [0, 7t/2; 0, 1] 中处 


处是正的，并且 连续； 只除开 


7 T 


这_点，在这点上，它成为00,积分 


■ ■ 
2 


dxp 


0 


\J 1 — k 2 si 


2 


sm ip 


在 ； c < 1 时是 fc 的连续函数，而积分 


1 


dk 


o v 1 


k 2 sin 2 ip 


7T 


在 W i 时是 P 的连续函数.最后， 
都适合. 


重积分中的第二个显然存在.这样，推论中所指定的条件 


在以下紧跟着的例中，我们将重新讨论已经知道的零附标的贝塞尔函数[ 44 0，12);4 4 1, 4 )]. 


Jo ( x ) 


2 


7T 


2 


cos(x sin 0) d 0 


0 


但是要假定 Job ) 的“渐近”公式作为我们结论的基础，这个公式我们用而 不证. 这公式就是 


Jo ⑷ 



2 ( ^ , ^o(x) 

^ cos ( x _:) 十 


( 21 ) 


其中 ifo ( x ) 对于无限增大的: r 是有 界的: 


\ ipo ( x )\ ^ L . 


3) 计算积分 


我们有 


A 


e~ ax Jo ( x)dx (a > 0) 


0 


A 


2 


7 T 


— ax 1 

e dx 




cos(x sin 0) d 0 


0 


0 


7[_ 

2 


dO 


TT 


e~ ax cos(x sin 0 )dx 


0 


0 


2 


TT 


TT 

2 


a 


o 


a 2 + sin 2 



dO 


\/l + a 2 
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由于以下积分 


e— ax cos(x sin 6 )dx 


(优 函数 : e 


ax 


) 的一致收敛性，积分的互换是容许的. 


因为从 （21) 就知道积分 


Jo ( x)dx 


收敛®所以积分災是 a 的连续函数，且当 a 


0 



积分的值可以从 A 的表达式当 a 


— ^ 


0时取极限得来，这样 


[515, 4 0 ,定理2]，因此以上 


Jo ( x)dx 


1. 


4) 计算积分 


B 


sin ax 


x 


Jo { x ) dx ) 


(a > 0) 


我们有 


B 


2 


7T 


sm ax 




tr 

2 


dx 


x 


cos (x sin 0) d 0 


2 


7T 


7 T 

2 


dO 


sm ax 
x 


cos (x sin 0 )dx 


但内层积分是狄利克雷的“间断因子”[497，11外 


sin ax 


x 


cos (: r sin 沒) 


7T 


0, 


，若 sin G < a , 
若 sin 沒 > a . 


因此 


B 


sin ax 


x 


Jo ( x)dx 


我们要建立积分互换的容 许性. 我们有 


丌 


2 5 


当 a > 1， 


arcsin a ， 当 a < 1‘ 


- f A —dx / f cos(xsin^ = ^ f^dO / A ^^cos(xsin^x 

^ Jo x Jo ^ Jo Jo x 


但内层积分可以写成以下的 形状: 


A . 

sm ax 


x 


cos ( a : sin 汐) cb : 


sin(a + sin 0 )x 如 + 广 sin(a — sin ^) x ^ 

o x Jo x 

/^^(a+sin 6) , pA(a —sin 9) • 、 

/ ' sm z 7 / J smz 7 

f - dz + / - dz > . 

o z Jo z I 


若 a > 1，因而 a - sin ^ > a - 1 > 0 5 则这表达式当 A 


( 22 ) 


― > 


oo 时对 0 是一致趋于 极限; 换言之，积 


分 r 


sin ax 
x 


cos(x sm 0 )dx 


致收敛，所以积分互换是合理的.当 a < 1时，在沒 


arcsin a 的 


①这是立刻可以了解的，如果把 （21) 式右面的和的第一项写成以下 形状: 


A (⑽ xcos - + sin ^ sin - 

TYX V 4 4 






COS X 

y/x 



sin x 

y/x 
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附近一致性是违反了.但因表达式 （22) 对于所有的4和0值还是一致有界的（优函数是常量!)， 
所以外层积分当 (9 = arcsina 时对 A —致收敛，因此当 -> oo 时在积分号下取极限仍是容许 

的，所以积分的互换是合理的. 

5) 由积分 B ， 对参数 a 取微分可以得出另一^个有趣的积分： 

0， 当 a > 1， 

} 1 0 ,当 a < 1. 

\ J \ — a 2 


C 



oo 


Jo ( a ;) cos ax dx 


为了在积分号下取微分的正确根据，我们注意，积分 c 对于 a 在任何 不包含 a = 1的闭区 
间，都是一致收敛的，这个结论是可从渐近公式 pi ) 推得.把公式写成以下形状① 


Jo ( X ) = 


1 

_ (cos x + sin rc ) + 


(po(x) 

工 3/2 ’ 


两面乘以 cos ax : 
Jo(x) cos ax = 


2^ 


cos(l + a)x + cos(l — a)x + sin(l + a)x + sin(l — a)x 

\fx 



ipo{x) cos ax 

x 3/2 



和的第二部分有优函数 


L 

X 3 / 2 • 


上一个公式也证明了当 a 


至于和的第一部分的积分，则当 |1 - a | > 5 > 0,它是一致收 敛的. 
=1时积分 C 是发散的， 


6) 计算积分 


我们有 



1 — cos ax 
x 


Jo ( x ) dx 


(a > 0). 


D 


2 


7T 


1 — cos ax 


TV 

T 


dx 


0 


X 


cos(xsm 0) d 9 


0 


2 


7T 


m m 

2 


dO 


1 — cos ax 


o 


o 


X 


cos ( xsm 6 )dx 


2 


丌 


M ^ 

2 


In 


a 2 — sin 2 


— In sin 0] d 0 


o 


参看 497 16)，(6)]. 这样 [497,7) 及 511,7)]: 


OO 


D 


o 


1 — cos ax 


x 


Jo ( x)dx 


In (a + \/ a 2 — 1)， 当 a 彡 1， 


0, 


当 a < ]_• 


为了积分互换的理由，我们首先对于有限量4写出 


2 


7T 


cos ax 


9 % 
2 


dx 


0 


X 


cos ( xsm 6) d 6 


0 


2 


7T 


2 


A 


d 6 


0 


0 


1 — cos ax 


x 


cos (: r sin 0 )dx 


现在问题是可不可以从等号右面式子当 A — oo 时在积分号下取极限 


0参看前一脚注. 
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为要研究内层积分趋于极限的 性质， 我们考虑积分 


A 1 


1 — cos ax 


A 


X 


cos(x sm 0)dx 


A / 


dx 


2 ， x 


2 cos ( a ; sin 6) — cos(a + sin 0)x — cos \a — sin 0 


X 


A / sin 0 


(a 十 sin 


|a —sin 0\ 


2 


2 


A sin 6 
A(a+s\n 6) 


A(a 十 sin 汐） 

(a+sin 6) 


>4|a—sin 9\ 
A|a —sin 9 


COS 2 ： 


dz 


z 


A , la—sin 6 



A sin ^ 


A / sin 6 


>1 sin 0 


A , sin 0 


COS z 


z 


dz 


由于积# f: 


COS 


z 


dz(zo > 0) 存在，很清楚地知道，对于所有的0值在任何闭区间上不包含0或 


arcsina (若 a 彡1)，就是取 A 和/充分大，可使这和数随意小.这样，内层积分当 A 
致趋向于极限，只在一个或两个所提及的值附近是违反的. 


0O 


时一 


但是，在另一方面，这个内层积分有优函数 | In y/a + sin 沒 | + | In \ja — sin 汐 | + | In sin + C , 


它在区间 



丌 - 

2 - 


上是可积的，其中 （7 = C{a) 是不依赖于0的常数 73 \这意味着无论在沒 



还是6 1 = arcsina (若 a < 1)，外层积分是一致收敛的.因此，照518目定理1'，以上提及的极限 
过程终究是容许的. 

7) 由于对参数的微分得出积分 


E 


Jo ( x ) sin axdx 


V a 2 


o 



当 a > 1， 
当 a < 1. 


运用公式（21)，同例 5) —样可引出我们的论据，当 a 

8) ⑷在 


时，这积分是发散的 


J 


dy 


1 


1 


2 2 
y -x 

(x 2 + y 2 ) 


2 


dx 


的情形中，试直接验证积分互换的容许性. 


我们有 



y 


2 


X 


2 


1 


(x 2 + y 2 ) 


2 


dx 


x 


x 


2 


+ y 2 


x 


l 


X 


1 + y 2 ’ 


所以 


oo 



dy 


1 


1 + y 2 


—arctgy 


1 


7T 7T 

2 4 


7T 

4 


73 


) 我们来说明积分的估计，为了简明，用 /. 


A 


表示这个积分.因为 f A 





A 


1 


且显然积 


分 J 0 \ 9 (x)\dx 被某个常数 Q = C x ( a ) 所界限，只需在4 > 1时估计/ 


A 


应用在正文中所得 


积分 Xf 9{x)dx 的表示，我们可以把 J i A g(x)dx 记为三个形如 
应地等于 sin6>, a + sin 0, |a — sin ^|) 之和.因为丄 00 C ° S ^ dz 收敛，当 〆 > p > 1时积分 f 


f 


COS z 


z 


的积分（其积分下限相 


p f cos 之 


按 




p 


其模被某个常数所界限.由此,对于 〆 


0有 


因此 


/ 





p COS Z 


2： 


dz 





A 


1 


9 



1 COS 2 ： 




dz 


+C^2 ^ I lnp|+C2 - 


^2 (2 


In sin -f I ln(a + sin0)| 



In 


a 


这就导致具有常数 C 


Ci+ 2C 2 


的所求积分 f 0 A g ( x)dx 的估计 
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同时对于另一个二重积分 



dx 


1 


x 2 - y 2 

(x 2 + y 2 ) 


2 


dy 


7T 


相似地得出& 互换是不容 许的. 

特别地注意[像我们在 517,1) 中所说明的]以下积分 


2 2 
y -X 

(x 2 + y 2 ) 


2 


dx 


对 y 在所有的 y > 1是一致 收敛； 相似的也可证明积分 


1 


2 2 
y -X 

(x 2 + y 2 ) 


2 


dy 


对： r 在所有的 a : > 1是一致收敛. 


在这里定理5不能应用，因为（容易直接证实）积分 


dx 


y 2 - 


x 


2 


1 


(x 2 + y 2 ) 2 


dy 、 


dy 


2 2 
y - x 


(x 2 + y 2 ) 


2 


dx 


是发散的. 

⑹在 


1 


dx 


y - x 


i 


oo 


1 


o ( x + y ) 


3 


办 = 一1， 


dy 


y- x 


o 


i ($ + y ) 


3 


dx 


的情形中，容易证明积分互换是不容许的. 

这里，积分 


V 


x 


1 


(^ + y ) 


3 


dx 


从定理4已经可以明白 


对于 y 在区间[0, 1] 上不能一致收敛（关于这点是容易直接证 


明的 .) 


( B ) 再举一个同类型的漂亮的例[哈代 


1 


dx 


(pe 


pxy 


qe_ qxv 、dy — 


dy / (pe 


pxy 


ge 


-Qxy 


)dx 


0 


1 


1 


0 


0 


e~ px - e~ qx 

x 


dx 




若取 P > 0, <? > 0 ,P 7^ gr , 积分并不等于零. 

9) 引进两个新的方法来计算拉普拉斯积分 


参看 522,4°] 
因为 


GO 


J 


cos (3x 


0 


1 + X 


2 


dx 


1 


1 + X 


2 


e 


xy 


sin ydy, 


o 


①伏汝兰尼积分 [495 3 1)] 
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代入即把 J 写成以下形状 


J 


cos j3xdx 


e 


工 y 


sin ydy 


o 


0 


积分互换，得出 


J 


sin ydy 


e 


xy 


cos )3xdx 


0 


0 


0 


P 2 + y 2 


dy 


o 


x sin f3x 

\ + x 2 


dx 


但最后的积分，除了正负号以外，表示是 g ， 所以 j 满足以下简单的微分 方程: 


dJ 

d0 


— 由此 7 


Ce 


-P 


5 


因为当 P = 0 H y J = c 


丌 


7 T 


所以 最后〃 ^ 


剩下还须说明积分互换的根据.若 0< a <_ A < oo , 容易说明以下等式是合法的 


A 


a 


COS Px 
1 十： r 2 


A 


dx 


cos j3xdx 


e 


工 y 


sin ydy 


a 


0 


A 


sin ydy 


e 


xy 


cos pxdx 


0 


a 


sin ydy 


o 


/3sm f3A — y cos 0A _ Av 


P sin /3a — y cos (3a _ 


y 2 + P 2 


e 


ay 



sin f3A 


sm y 


o 


y 2 + P 


2 


e 


Ay 


dy 


cos (3A 


ySmV e~^dy 


0 


6 sin 



sm y 


o 


y 


2 



P 2 


e 


o>y 


dy 




COS 



0 


y 2 + (3 2 

Z/siny 

y 2 + 0 2 


e 


ay 


dy 


所有的积分相应地对于 a 及4的一致收敛性，容许在积分号下取 a 4 0及 A 
由此可知，所考虑的表达式，在所指出的两次极限过程中，实际上趋于极限1°° 


0 O 的极限过程 


10) 利用另一个恒等式 


ysiny 

y 2 +/3 2 


dy 、 


X 



X 2 


e 


—y 


sin xy dy. 


0 


我们可写出 


J 


cos f3x 


dx 


e 


y 


o 


x 


sin xydy 


o 


在这里互换 积分: 


CO 


J 


e 


v dy 


smxy 


0 


0 


X 


cos j3xdx. 


由于内层积分的性质我们得到狄利克雷“间断因子” 


达件 



cos Pxdx 
X 



0, 

7T 

2 


当0 < y < /3, 
当 0</?< y . 
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关于积分互换的理由，我们注意下列积分 




0 


X 


对 x 是一致收敛（以 yeT v 为优函数).因此 




cos j3x 


A 


0 



X 


2 


dx 


cos fix 


dx 


0 


X 


e— y sin xy dy 


0 


e— y dy 


0 


0 


A . 

sin xy 
x 


cos 0x dx 


在最后的积分中，当 4 


OO 


能不能（对 y) 在积分号下取极限呢？被积函数是乘以 


>4 


0 


sm xy 
x 


A 


cos px dx 


sm(y -{- P)x + sin(y — p)x 


2 


dx 


o 


x 


(㈣) A sir ^」 f (v ~ 0)A smz , 

- dz + / - dz 



o 


z 


0 


z 


J 


当 A 


— > 


OO 时，它对 y 是一致趋于极限，除了在 y = P 点的近旁 . 因为第二个因子对所有的 A 及 


y 是一致有界，所以被积表达式有优函数 Ce—' 因此当 & 






OO 时 ( 外层的）积分对 A 


是一致收敛 • 于是在积分号下取极限过程是合法的，并且积分可以互换 . 

11) 在结尾，我们再指出用另一个漂亮的方法导得下列积分值 


K 


0 


smx 

x 


dx 


因为 


所以 


e 


xy 


X 


dy , 


0 


OO 


K 


sin xdx 


e 


xy dy 


dy 


e 


xy 


sin xdx 


dy 


0 


0 


0 


0 


0 


1 + 


7T 

2 


转入积分互换的合法问题，取 0 < a < 4 < + 00 , 容易证明以下 等式 : 


A 


a 


smx 

x 


A 


A 


dx 


sin xdx 


e 


工 v 


dy 


dy 


e— xy sin xdx 


a 


0 


0 


a 


0 


dy ' ysma^cosa ay 


y sin A + cos 

+ y 2 



e 


-Ay 


sin a 


y 


o 


+ y 2 


e 


-ay 


dy + cos a 


0 


+ y 2 


e 


ay 


dy 


sin A 


y 


o 


十 y 2 


e~ Ay dy — cos A 


0 


i + y 2 


e 


Ay dy 


因为最后两个积分对 A(A > > 0) 是一致收敛，所以当 A 


— OO 


在积分号下取极限，我们 


7T 


就看到两个都趋于 0. 第二个积分对 a ( 在 a >0) 是一致收敛，当 a — 0 时它显然趋于二•剩下 

2 
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还需说明第一个积分在乘以 sin a 而取极限时，它趋向于 0. 我们有 




a 2 + t 2 





1 


< 


由此可推出所要求的结论. 



tdt 

a 2 + t 2 



=a 


§4. 补充 

525. 阿尔泽拉引理虽然专就计算的目的来说，前三节所讲的材料足够了，但在理论结构 

上 .. 有时还须有一些更细致的定理.顺便 ， 根据这些定理即给出了以上所研究的各个运算手续的较 
简的应用条件. 

我们开头先证一个关于区间系的辅助 命题； 此命题系由阿尔泽拉 ( Arzela ) 所提出. 

引理设有限区间 [ a ，6] 含有区间系 D U D 2 ' … 、 D k ' 其中每一区间系都是由有限个彼 
此不相覆盖的闭区间所组成假若每一系 D k (k = 1,2,3,--*)的区间的长度的总和大于某一固 
定的正数\则至少可以找到一点 x = c , 使其属于无穷多个系 1^. 

证明如果某一系 D k {k > 1) 中的一个区间覆盖了前面各系 D l 5 J D 2 ，…，认^中的若干 

区间，于是被这些区间的端点分割成好几段，以后我们便把这些段视为系中几个不同的区间. 

因此.倘若^是系1^/中的区间而 cT 是系中的区间，并且 A / < 〃则/与，或者是彼 
此不相覆盖，或者是含于/之内. 

然而系 D k + l 未必整个包含在前面的系 Dfc 之内.由于这种情况是不方便的，所以我们根据 

以下法则做成另外的区间系来代替系认.为要得出△,，我们取认为基础，再加上系 Dk+l 

中不含在认中的那些区间，其后再加上系 D k +2 中不含在认与 D k +1 中的那些区间，以此类 
推至于无穷. 

用这办法所造成的系就可能已经是由无穷多区间构成 的了. 但这时却有： 1) 系中 

的每个区间必定含在系的某一个区间之内•抑且 2) 组成的各区间的长度的和数（或者更 
精确些 一 长度的级数的和)越发大于 J ， 因为这对于就已经成立了. 

下一步是这样的：我们再把这些系用它们的有限部分 △⑻ 来代替，不过同时要保留适 
才对于系 Afc 指出的前一条性质.这件事我们照下面这样来做 • 

如果系的区间的个数有限，那么就简单地命 △/ = △:• 反之，我们就从中取出一个 
由区间 m 所构成的有限系而使得系 Ai 中其余区间 d ! r + u d ! r+2 、… 的长度的总 
和小于 (5®. 系 A 2 中的某些区间一定包含在 △/ 的诸区间之内，因为倘使 A 2 的区间全包含在诸 
区间 n … 之内，那么它们的长度的总和便比6小了，乃与系的第二条性质相悖. 

如果系八 2 中含在 △/ 之内的区间只有有限个，那么就拿这些区间来构成系 △〃. 反之，我们 
就从其中分出有限系来， 使得 a 2 的所有其他区间 （包括 那些不被包含在△，之内的区间） 

①译 者注： 这里所说的覆盖二字的确切意义是指两个区间有公共区间，下同 
⑦根据收敛级数的余数的性质,这是可以做到的. 
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的长度的总和小于 (5. 将此手续延续下去以至于 无穷； 顺次由 A 3 中分出有限系 A 〃 V . •，由 
中分出有限系△>)，■.•.此时系 △ (fc+1 ) 的每个区间包含在系的某一个区间之内.(系 Aa ； 的 
第二条性质一般来说是丧失了，但是以此为代价我们恢复了系的有限性，犹如—样 .） 

最后，结尾的一步就是从每一系△ ㈤ 中分出一个区间^ fc ) 来，使得这些区间中的每一个包 
含在前面的一个之内. 

就是说，在系/ V 的诸区间之中，至少能找出一个（我们以/来表示它）是含有以后诸系的 
无穷多个区间的.实际上，假定不是这样，即在/ V 的每一个区间之内仅含以后诸系的有限数个区 
间；那么这话就对于整个的系 V 也是正确的（正是因为是由有限个区间组成的).换言之，我 
们可以找到如此之大的附标知，使得系中任何一个区间都不含在里，而这就与系 
的着重指出的性质1相冲突了. 

在^中必含有系 △〃 的若干个区间（因为不然的话,/ V "等的诸区间就全都不在/中了).不 
仅如此所含 △" 的诸区间里，至少还要有一个（以，表之）应该具有以上对于/着重指出的 
性质，这就是说，含有以后诸系的无穷多个区间，因为否则就连/也不能具有此性质了（这里又 
是系 △〃 的有限性起了作用).延续此手续以至于无穷，我们就顺序地从每一个系中分出了 
—个区间 d ( k \ 含于先所分出的区间 d ^ x ) 之内. 

得到了彼此相包含的区间 序列^ fc) = [a k) b k ](^ = 1，2,3,…）之后，我们就和在证明熟知的 
基本引理 [38] 时 一样， 可以确定单调变量叫与 h 存在有极限 

lim ak — cl ^ 0 — lim bk ‘ 

因为关于区间的长度我们一无所知，所以我们不能在这里断言极限相等.但是在条件 a 彡 

之下所取的任意一点 c , 显然属于所有的各区间 d ㈨ (k = 同时点 c 属于每一 

个系 A k (k = 1, 2, 3,…因而，不论是怎样的，点 c 必须还属于（如果考虑到 Afc 的建立法则) 
某一系 D k ,、 此处 A / 彡 / c . 由此即明白看出，点 c 属于无穷多个系 D / c ， 是即所欲证明. 

526. 积分号下取极限 现在，代替第436目定理 6' 我们来建立以下的定理，其中函数 
fn ( X ) 一 致趋于其极限的要求被换成了较为宽泛的 条件: / n ( X ) 的有界性. 

定理 1 (阿尔 泽拉）假设给定函数序列 

fn ( x ) (n = 1，2,3,…） 

在区间 [ a ，6] 中（常义）可积并且为总体有界： 

\fn(x) ( L (L =常量 ; a < a : < 6; n = 1，2, 3,…） • 

倘若对于 [a,b] 中所有的 a 存在有极限 



lim f n (x), 


并且函数 ip ( x ) 也可积，贝 
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征明最初我们且局限于一个特殊的前提之下，即函数 f n ( x ) 是非 负的: 


fn ( x ) ^ 0, 


并且极限为零， 

lim fn ( x ) = 0. 

n —oo 

在此假定前提之下，我们应当证明的是： 



(1) 


⑶ 


取正数序列加 — 0;我们对于每一个 n 皆可将区间 [ a , 6] 分为若干部分 4 n) (i = 1,2,*.- ， 
h n )、 使得相应的达布下和 








满足不等式 

此时显而易见 



而为要证明（ 2 )我们只需确定 


lim s n = 0 (3) 

n —oo 

就行了. 

为此目的，取定任意的小数£： > 0与5 > 0,我们试肯定以下一点：可以找岀这样的附标 
使得当 n > 7 V 时，第 n 次分割的诸区间 4 n ) 中那些对应于下界 m ^ n) > £的区间的长度的总和 

实际上，假定不是这样.那么对于无穷多个 n 的值： 


n = m ， ri2, …… 

那些区间 d ” ( m \ nk 、 > e ) 的长度的总和皆大于 J . 我们将前目中的引理应用到由这些区间所组 
成的系上来.根据这条引理，可在 [ a , b ] 中找到这样的点 c ， 使其属于无穷多个系 JDfc . 因此对 
于无穷多个 n 的值，不等式 


fn ( c ) ^ £ 

皆成立，而这就和假定 （1) 发生冲突了，因为⑴对于0： = C 也是应该成立的. 

于是上述的附标 iV 存在； 设 n 彡 N . 以 if 与 i " 表示第 n 次分割时那些区间的附标，使对 
于 if 与 分别有 

m (厂）< £:或 > e . 

①我们既用表示部分区间本身，又用它表示它的 长度; 是区间 < n ) 中的 inf / n ㈤ . 
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与此相应地将和数也加以 分离: 


S 


n 






1 





l 


2 




m ( ^ d (n) 


z 


l 


// 


l 




i" 


现在，不难看出， 







% 


< £ 




(n) 


2 


< s • (b 一 a ), 


V 


V 




< L 6, 


l 


;// 


i" 


因为显然 ^ i ： (根据定理的条件).因此 


s n 〈 £(b — a) -\- L • S. 


由于 £ :与 J 



，这就证明了命题 （3). 


般的情形很容易化到适才所解决的这个特殊情形.事实上，借助于不等式 


b 


b 


fn(x)dx - 


cp ( x)dx 


a 


a 


b 




\fn(x) - ip(x)\dx, 


a 


将所证明的命题应用到非负并趋向于零的函数 \ f n ( x ) - cp { x )\ 上即可. 


推论当定理的各项条件，除掉关于极限函数的可积性的假定以外，尽皆成立时，则恒可断 


言存在有有限极限 


b 


lim 


fn(x)dx. 


n 


a 


为要证明，只需确定对于任意的 £：> 0 可找到这样的附标 iV ， 使得当 n 〃 > Y > A 『时 


rb pb 


r h 

/ f n ”( x ) dx - f n f ( x)dx 


1 In n (^) _ f 〈工 、 dx 

J a J a 


Ja 


< I 


就足够了 [39]. 

我们设其不然.那么就存在有这样的一个数£0 > 0与这样的两个无限增加的数列 nL 及 


// 


n m (^ = 1，2,3,… ， n ^ > Urn ), 使得关系式 


b 


- f n ^(x)]dx 


a 


^ £o 


⑷ 


H 成立. 


另一方面， 


/n 匕(工） 一 / n ^ O^I 彡21/并且 lim [ f^n ( x ) - f nL ( x )] 


0 


m 


如若将上面的定理应用到函数 


fm{x) 
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则得 


lim 


f^(x)dx 


lim 


fniL (^) - fni 



)]dx 


0, 


此与关系式 （4) 矛盾.这一矛盾就证明了我们的断言. 


从只取自然数为值的参数 



很容易推到任意的参数 W 参看第506目定理 lj 


定理 2 设函数 对于区间 [a, 6] 中的 ： r 值及区间； V 中的 y 值有定义，在 [a, b ] 上对 
于 : r ( 当 y 固定时）可积，并且对于上述的 x 与 y 诸值一致 有界： 


l/(^>y)l ( L [L 


常量 ). 


如果对于所有的 ; r 存在有也在 [a,b ] 上可积的极限函数 






lim 


vo 


则 


lim 

y-^vo 


f(x 、 y)dx 


(p(x)dx 


⑸ 


只需将定理 1 应用到函数 f n (x) = 
意序列.用这样的办法所得岀的关系式: 


f(x ， y n ) 上即可，此处 {y n } 是 V 中 y 值的趋于如的任 


lim 


f(x,y n )dx 


ip{x)dx 


与 


是相互等价的. 


527. 积分号下取导数 

类似命题以及推广. 


根据阿尔泽拉定理不难得出以下结果，作为是第507目定理3的 


定理 3 设函数 f(x,y) 在矩形 [a, 6; c, d] 上有定义，并且对于 [c,d] 上任意一个固定的 y ， 
函数 f(x ， y) 在 [a,b] 上对于 : c 可积 . 还假定在整个区域上存在有偏导数 f y {x,y), 也对于 o; 可积 . 
如果这导数作为二元函数而言是有界的： 


fU x ， y)\ < L ( L 




常量 ; a ^ x ^ b;c ^ y ^ d) } 


则函数 


Hy) 


f(x 、 y)dx 


对于 [c, d] 中任意的 y 恒有公式 



\ y ) 


f y (x 、 y)dx 


证明取定任意一个值 y 


y 0 , 与在第507目中的证明一样[参看(11)]，我们有 


/(yo + /c) — I(yo) 


k 


f(x,y 0 -\-k) - f(x,yo 


k 


dx 


①此时当然是假定能够在区域: y 里取极限 


y — yo 、 
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因为，根据拉格朗日定理， 

f ( x,yo + k ) - f ( x , y 0 ) r/ , . _、 

- 1 - : -= Jy(^,yo + Ok), 

所以依赖于 x 与 k 的被积函数，对于这些变量的所有的值，以常量 L 为界（就绝对值而言).将定 
理 2 应用到这个情形中，我们可以当 /c — 0 时在积分号下取极限，这就给出了我们所要的结果 • 

528 -积分号下取积分 在这方面有一个定理，大大地推广了第 508 g 定理 4. 

定理 4设函数 /( x , y ) 定义于矩形 [ a , 6; c , d ] 之上，它对 [ a , 6] 的固定）以及在 [ c ,j 
上的固定）都是可积的.如果此外函数 f ( x ) y ) 还对于所有的上述的 x 与 y 的值有界 


l/(A2/)|d ( 上二常量)， 

则存在有两个累次积分 

广 d pb pb pd 

d y f{x,y)dx ) dx f(x,y)dy, 

J c J a J a J c 

并且它们彼此相等 


证明设 ^ 

J (y) = / f(x ) y)dx, K(x) = f f{x,y)dy. 

J CL J c 

我们来研究任意一个分割序列，其中每一分割将区间 [c,d] 分为若干部分,各具长度 

… ， C ) ( n = 1，2, 3,…)， 

但服从于这样一个 条件： max{< n) } 随着 n 的增加而趋向于 0. 在第 n 次分割的任何一个第 i 部 
分中随意选取值 y = yf n) , 并组成函数 J(y) 的积 分和： 



如果设 


则 On 可改写为以下 形状： 

因为显而易见，存在有极限 



lim f*(x) 




d 

fb 、 y)dy 二 K(x) 


⑹ 



[529] 


. 623 . 


§5. 欧拉积分 

并且对于所有的 x 与 n 的值还有 

fn (^) | ( L ‘ （d _ C) ， 

所以，根据第526目推论，我们便断定极限 


lirri 




存在. 

因此、不管区间是怎样分割的（只要各部分的长度的最大者趋向于零)，也不管值乂…是怎样 

在各部分中选取的，这个极限总存在.由此显见，这个极限在任何情形下都应该是同 一的， 这就是 
说，存在有积分 

rd pb 

/ I(y)dy = lim (7 n = lim / f^(x)dx. 

Jc ^°° n —°°Ja 

但是应用类似的方法也可以证明积分 J ^ K ( x ) dx 存在，这就是说，的极限函数可积[参 
看 （6)]. 于是将定理1应用到最后得 


即 

是即所欲 i : E 明 




dy f(x ) y)dx = 

J a 



在本节中我们是局限于常义积分的情形下.如果把在这个情形下所证得的诸定理作为基础， 
则可分别将关于反常积分的诸结果加以 推广； 不过我们不来从事于此了. 


§5. 欧拉积分 

529. 第一型欧拉积分 （根据勒让德的提议）具有下列形状的积分 

B ( M )= f x -\ l - x f -^ dx , (1) 

Jo 

其中 a ，6 > 0,称为第一型欧拉积分 .(1) 型的积分确定岀两个参变量 a 与 b 的一个函 
数:函数. 

我们知道 [483 5 3)( a )], 这里所要研究的积分对于正值 a 与 6( 即使是小于1也罢) 
是收敛的®，因之的确可以作为0函数的定义的基础.我们来确定它的一些性质. 

1° 首先，差不多直接地（利用替换 x = 1 — t ) 即可 得岀： 

B ( a , b ) = B (6, a )， 

①反之，若参数 a 与 fe 中只要有一个是 <0,则积分发散. 



• 624 ■ 


第十四章依赖于参数的积分 


[529] 


所以/?函数对于 a 与6乃是对称的. 

2 °公式 （1) 于6 > 1时，借助于分部积分可得① 



由此 


B ( a ，6) 


b 


1 


CL + 



B ( a ) b 


1 ). 


⑶ 


当 6 保持大于1而减少整值的时候，总可应用这个公式；因此，总能够达到使 
b ^ 1的地步. 

不过在 a 的方面 5 也可达到同样结果，因为（由于 B 的对称性）另一个递推化简 

公式 

B ( a ， 6 ) = - l B( ^ a ~ ( a 〉丄） (20 

也成立. 

如果6等于自然数 n ， 则顺次地应用公式（2)，便得: 




a + n — 1 


n — 2 

(2 ~h 72 — 2 



但是 ^ 

B(a'l)= f x a ~ l dx = 

Jo a 

因此，对于 B ( a ， n )， 同时也就是对于 B ( n , a ), 得到了最后的表达式 


B ( n ， a ) 


B ( a ， n ) 


1-2*3 




a 


(a + 1) • (a + 2) 


(a + n 



( 3 ) 


若 a 也等于自然数 m ， 则 


B ( m ， rx ) 


n 


l)!(m 



m + n 


1 )! 


如果将符号 0! 了解成1，则此公式当 m 


1或 


n 


1时仍可应用 


①我们利用以下的恒等式 


X 


a =x a ~ 1 -x a ^{l -x) 
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3° 我们来给出/?函数的另外一种解析表示，这种表示常常是有益的.即，若在 
积分⑴中进行替换 x 二其中&是新的变量，它从0变到 oo , 则得到 

1 + y 

4 。 在公式 （ 4) 中命 6 = 1 - a ， 并设 0 < a < 1; 我们就得到 

B(a， 1 - a ) 二 / — — dy. 

Jo 1 + 2 / 

读者业已认岀，此即以前所计算过的，亦系有欧拉之名的积分[参看 519,4)(a) 或 
522,1°]- 代人它的值，即导出公式 

B(a， 1 — a) = — (0 < a < 1). 

sm air 

假如特别取 a= l-a= i 则 得到： 


我们权且只讲函数这不多的几个性质，因为马上就会看到，0函数可以很简 

单的用另一个函数—— r 函数表达出来，而 r 函数也是本节中我们所研究的主要对 
象. 



⑸ 

(5 a ) 


530. 第二型欧拉积分 勒让德对以下重要积分 

roo 

r(a) = / x a ~ 1 e~ x dx ⑹ 

Jo 

命名为第二型欧拉积分，此积分对于任意的 a > 0皆收敛 [483,5，( b )] ①并确定出 F 

函数 . r 函数是继初等函数之后，在分析及分析应用中最重要的函数之一.根据 r 函 

数的积分的定义（6)，我们详细研究其性质，同时就可作为以前所讲的依赖于参变量 
的积分之理论的最好应用实例. 

在第十一章及第十二章[402，10);408;441，11)]中我们已遇到了 r 函数，不过是 

用其他办法来定 义的； 首先，我们来证明两个定义的恒等性（当然是对于 a > 0). 

在⑹中命 z = lni ， 便得 



如所周知 [77,5)(6)], 

In - = lim n (l — z 告 

Z n^oo 、 


©当^<0时，积分发散. 
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此处当 n 增加时表达式 n ( l ~ z ^) 上升而趋于其极限此时，根据 518 就证明了 

等式 

r(a) =： lim n a ~ l [ (l - 1 dz 

或应用替换 2 二； 

r ⑹ H na f y n ~ x - y) a ~ l dy. 

^ 0 

但是根据 （3)， 




⑺ 


这在以前是作为我们的出发点的 [402,(14)]. 关于 r 函数的进一步的性质,我们将照 
以刖所指出的，从它的积分表示法 （6) 来推求 . 


531. r 函数的一些最简单的性质 

1。函数 r ( a ) 对于 a > 0是连续的并且具有所有各阶连续的导数.只需 证明导 

数存在就够了.在积分号下对积分 （1) 求导数便得 


r’(a) = x a_1 \nx - e~ x dx. 

Jo 

因为应用莱布尼茨法则两个积分 


⑻ 



对 a —致 收敛： 第一个—— 当工 = 0时对 a ^ a 0 > 0( 优函数为 x ^-^ lnxl ) ,而第 

二个-当 x = 00时对 a ^ < 00 (优函数为: r A e _a: ) .② 

用这个方法可以证明存在二阶导数 


r / 7 (a) = j x a ~ 1 (\nx) 2 e~ x dx 

以及所有更高阶导数的存在。 

2 °在 （6) 式中分部积分,便立即 得到： 




① 将表达式考虑作 a 的函数，再利用微分学中的方法，就可以肯定这一点. 

② 对于 : r > 0,盧而易见 In 2 ： < a :. 
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这就是说[参看402 (15)] 

r(a + 1) = a ■ r(a) (9) 

重复应用这个公式，就给出 

■ 

r(d -(- Tl) = (fl + Ti - 1)((2 -|- 71 — 2) ■… （fl + i)ar(a). (10) 

利用这种办法，无论是对于多么大的 a 值来计算 r ， 总可以化为对于 a < 1来计算 

r . 

若在 （10) 中取 a = 1并注意 

疒 oo 

r ( l )= e~ x dx = 1, (11) 

Jo 


那么就发现 


r(n 十 1 ) = n!. ( 12 ) 

r 函数是仅对自然数 n 定义的阶乘 n ! 到任意正值区域的推广. 

3° r 函数的变化情况 我们现在可以对函数 r ( a ) 当 a 从0增长到 oo 时的性 
态有一般的了解. 

由 （ 11 ) 与 （ 12 ) 式有 r ( i ) = r ( 2 ) = 1 ,因此根据罗尔定理，在 1 与 2 之间应有 
导数 r ⑷的根 a 0 . 因为从 （81 式显然看出二阶导数 r 〃⑷总为正，所以 r ⑷恒 
增长.因此，当0 < a < a 0 , 导数 r ⑷ < 0 ， 函数 r ⑷减少，而当 ao < a < OC 时 
r ㈤ > 0,因之 r ( a ) 增加，当 a =勿存在极小值.我们不作计算而给出 


ao = 1 . 4616 …， minr(a) = r(a。） = 0 . 8856 … 

令人感兴趣的是弄清当令 a 趋于0或无穷时 r ⑷的极限.由 （11) 式[以及由 
1°]显然有：当 a — +0 



r ( a + l ) 

a 


-^ +oo. 


另一方面，由于 （ 12 ) 式，只要 a > n + 1 就有 

T(a) > n\ 


即当 a — +oo 曰寸 r ( a ) —>■ +oo. 

r 函数的图像见图64彳现在我们感兴趣的是它位于第一象限的部分 .] 

4° 函数与 r 函数之间的联系 为了弄清楚这种联系，我们利用替换 x 
印 ( f >0) 将 （6) 变为以下 形状： 
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图64 


将这里的 a 换成 a + 6(6 > 0) 并同时将 f 换成1 +〖， 便得: 


r(a + b) 

(1 + t) a+b 


y^-l e ~(l^t)y dy 


0 


现在把这个等式两边乘上 t a ~\ 并从0到 go 对 t 取积分 


r°° fa~l poo poc 

r(a + 6) / 0 ^ I ta ~ ldt I y a ^ b - l ^ t}y ^ 

左边的积分我们认出就是函数3(>，6)[参看（ 4 )]，而右边的积分我们来重新加以配置. 
结果便得出[考虑到 （13) 与（6斤 


r(fl + 6) * B(a ， 6) 



y a+b ~ l e 


y aJrh ~ x e 



y h ~ l e~ y dy 


r(a).r ⑻， 


因而最后便有 




关于欧拉积分的这个关系的精彩结论，系由狄利克雷所导出.不过为要确立这个 
关系，尚须证明重新配置积分是有道理的. 

我们就来作这件事，首先限于假定 a > 1，6 > 1. 那么对函数 


产 —— l e —(1+ t ) 没 
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来说， 521 目的推论的所有条件都 成立： 这个函数对 y > 0及 t >0连续（并且是正 
的)，而积分 

-1 

4-\a-\-b 




本身同样是连续函数，首先，对 t 当 t > 0连续，其次,对 y 当 y > 0连续.引用所提 
到的推论就证明了积分替换的合理性，与此一起公式 （14) M a > l , b > l 是正确的. 

若仅知道 a > 0及6 > 0,那么按照所证明的有 


B(a+ 1,6+ 1) — 


r(a + i)r(6 + i) 

r(a + 6 + 2) 


而由此，应用3函数的简约公式 （2),(2/) 及 r 函数的简约公式⑼.容易重新得到没 
有了不必要的限制的公式 （14). 

5。 余元公式 如果在公式 （14) 中命6= 1-4 假定0 < a < 1)，则由于⑻及 
(11)，我们就得到关系式[参看 408(30)] 


r(a)r(l-a) = ^ —— 

sin a7r 



这就叫作余元公式 

当 a =-时，由此即得（因为 r ( a ) >0): 

r G )=^ (i6) 


倘若在积分 



中作替换2 = ： r 2 , 则重新得到欧拉-泊松积分的值: 



e ~ x2 dx = 






6°作为余元公式的应用，我们来确定 （ 欧拉）乘积 


_e = r 





(其中 n 是任意的自然数）的大小.将这个乘积依相反的次序重新写下: 


e = t 
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把这两个表达式相乘 起来: 


n— 1 


p、r ( n -" 


n 


n 


U= 


并对于每一对因子 rf-)r 应用余元公式，我们便得到 


n 


n 


E 


2 


7T 


n — 1 


sin — - sin 2 . .sin(n — 1) — 

n n n 


现在为要计算正弦乘积（参看第493目例2)，我们来考察恒等式 


Z 


n 


n—1 


Z 



2utt 


z 


cos 



n 


.. 2utt\ 

义 sm - 

n 



V 


并在其中使 z 趋于 1. 取极限的结果为 


n — 1 


n 



1 


cos 



2utt 


n 


2 u 7 r \ 


i sm 


n 


V 


或（令模相等)， 


n — 1 


n 



u=l 


l 


2utt 


2utt 


cos 


% sm 


n 


n 


2 


n— 


n—1 


I/7T 


sin 


n 




v— 



n — 1 



V1T 


n 


sin 


n 


2 


n — 1 


v 


将此代入五 2 之表达式内，我们便最后 得到: 


E 


n—1 


V 


(2丌) 


n 


2 


n 


V — 


\/n 


7° 拉阿伯积分计算重要的积分 


丑0 


In r ⑷ da 


时，也牵涉到余元公式，显然这个积分存在，因为[参看⑼] 


lnr ( a ) = lnr(a + 1) 


In a. 


将 a 换为 l - a ， 则可以写成 


Ro 


lnF(l 


a)da^ 


(17) 
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再相加 



a) da = 



丌 

sina7r 


da 


ln7r — 



In sin xdx 


=ln7r — 



In sin xdx. 


在这里代人我们所已知的 [492,1°] 积分值，便得 

Ro = f \nT(a)da = In 

Jo 


拉阿伯研究了积分（当 a > 0曰寸) 



\nF(a)da 



C1+ 1 



a 



因为显然 

R\a) = lnT(a + 1) - lnF(a) = lna 

[参看⑼]，故积分之,便得（对于 a > 0) 



R(a) = a(ln a — 1) + C. 

但是 R(a) 在 a = 0 时也保持 连续； 在此处使 a — 0 取极限，我们便看岀 C 二只。.代 
入值 (19). 我们便导出 拉阿伯 公式： 

R(a) = / lnr(a)da = a(ln a — 1) -h In \/27r. (19) 

J a 

8。 勒让德公式 如果在积分 



中作替换 z 


X 


则得 


(1 

V 2 



dx 


1 


B(a, a) 


2 2 a-l 


2 




a —1 


dt 


o 


2 2a ~ 1 


B 


(l 

V 2 


在等式两边将 /? 函数代以其通过 r 的表达式 （14) 



r ⑷ r ⑷ 

r ( 2a ) 
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消去 r ( a ) 并将 r 代以它的值 ▲ [参看 (16)], 我们就导出勒让德公式: 

r(a)r ( a 十备 ）= . r(2a). 



532. 由 r 函数的特性而得的同义定义 我们知道，函数 r ( a ) 及其导数对于 a 的正直都 
是连续的.除此而外[参看⑼，(卽)，与 (15)], 它还满足下列 关系： 

( I ) $( a-h 1) = a 尘⑷， 

( II ) $ ⑷中卜 +■) = ^ r ^(2 a ), 

( III ) ^>( a)$(l - a ) = . 

sin a ,7 r 

我们来证明 ，这些特性完全确定出了 r 函数 (因而任何一个具备了这些特性的函数必与 r 恒 

等) ■ 

单只是特性⑴与（ II )是不够的，因为函数 

①⑷= r ( a ) - [4 sin 2 an }^ (/i > 0) 

和 r 一样， 也具备特性⑴与 （ ii ). 而特性 （ n ) 与 （ m ) 同样也是不够的，因为函数 

中 ⑷= r ⑷ . z a -士 (z > 0) 

也具备此二特性.最后，特性⑴与 ( in ) 则显然使得当 0 < a < ^时函数伞⑷的值可以任意. 
但若这三个特性一齐具备，那么情形就不同了.不过特性 ( in ) 可以用一个较弱的条件来代替，就 
是只要函数盃⑷当 a > 0时不为0,而这一点恰可由( III )推得 

总之,设函数少⑷及其导数对于 a > 0 皆连续.而且 < P ( a ) 异于0并满足关系（ I )与（ II ). 
我们来证明此时 $( a ) = r ( a ). 

我们设伞⑷= M ( a ) - r ( a ); 显而易见.函数 A /( a ) 及其导数也都是连续的而且 M ( a ) 异于 
0. 除此而外，因为伞⑷与 r ⑷皆满足条件⑴与（ II ),故 M(a) 满足关系式 

00释 +1) = M ⑷及（ II ，) M ⑷ M ( a +-) = 

从 0 O 即可明白看出，当 a — +0时 M ( a ) 存在有有限的极限，如果将此极限取作 M (0) 的 
值，则 M ( a ) 及其导数就一直到 a -0 都是连续的. 

我们注意，当 a 二 臺时由 （ If ) 推知 M = 1;这就是说对于所有的 a > 0皆有 M ( a ) > 0. 

这样我们就可以来研究函数 

L ( a ) — In M ( a ), 

此函数及其导数对于 a ^ O 也同样是连续的，不过所满足的关系式乃是： 

( I ") _ L(a + 1) = _ L ( a ) 及 （ II ") + L (a + = L { 2 cl ). 


①这是对于 0 < a < 1; 而对于其他的 a 值 ; 则由⑴即已推知此条件仍得成立 . 
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最后，我们还引人一个连续函数 


△⑷ 


L \ a ) 


它适合关系式 


(I 


/// 


△ (a+l) = A ⑷及 (II"/) △⑷ + A( a+ I) 


2 A (2 a ) 


a 


在 （ iro 中将 a 换成$便得 

Ld 


Af9+A(^±i 


2 


2 


△ (a). 


CjL -i _ i • ‘ # - ~.~^ § jl . .i 毳 I 


如若在其中先将 a 复换为^其次再将 a 换为 


，并将所得到的两个等式相加，则得出 




+ A 


a 



4 


+ A [ °^)\ = A ( a ) 



利用数学归纳法，不难建立一般的关系式 


2 


TL 


1 


n 




a ^ v 


2 


n 


△ (a) 


u = 0 


但是，不管 a 是怎么样的.左边的和数总可看成是积分 


A(x)dx 


0 


的积分和因此 



[由于 （1〃)]. 在这种情形下， 1/((2) =常量，也就是说 Af ( a ) =常量.伹是我们已经看到了 M 

1，故 M ( a ) = 1,亦即少 (>) 三 r ( a ), 此即所欲证明. 



在最后我们还要注意，可微分的条件在这里占有极重要的位置而是不可缺少的.例如若设 


DO 

L ( a ) = ^ : 

n=l 


2 


rt 


sin( 2 n 7 ra) 



则由 L ( a ) 的外形上即知其为连续函数，并满足条件 （ I 〃） 与（11〃). 
所以, L ( a ) 不能成为常量！ 


同时 L (0) = 0,而 









2, 


533. r 函数的其他函数特性 在上一目给出了函数 r ( a ) 作为 函数本身及其导数皆连续， 
并适合函数方程 （ I ) 与 （ II ) 且 （对 a > 0) 异于 0 的唯一的函数 .在这里，我们给出函数 r ⑷更为 

简单的特征，只应用一个函数方程（ I )，但假设对函数还有一个要 求:“ 对数凸性”，其含义我们马上 
来解释. 

①此时要利用 （ r 〃） 而考虑到函数 A ( a ) 的周期性. 
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在141目曾给出凸函数的 定义. 给定在区间％上的正函数 f ( x ) 称为在这个区间上是对数 
凸的，是指其对数 In /(： r ) 是凸函数，因为 




那么，根据142目3°，由函数 f ( x ) 的对数凸性可推知函数本身的凸性.反过来的结论， 一 般说来 

不正确.于是，对数凸函数仅仅是整个凸函数类的一部分. 

应用143目定理2可以证明对数凸性的 条件: 设正函数 f ( x ) 及其导数在区间允上连续，并 

在区间内部有有限的二阶导数 f n ( x ); 那么为使函数 /( x ) 在区间 AT 是对数凸的，必须且只需在 


^的内部有 



其证明是要对函数 \ nf ( x ) 应用上面提到的 定理. 

现在回到函数 T ( x ). 其一、二阶导数由公式 （8) 及 （8*) 表出 • 按照布尼亚科夫斯基不等式 
321, ( l ^): 483, 7)] 



b 


[( p ( x )}' 2 dx 


dx — 


b 

(p ( x ) ( x ) dx 



若此处令 _ _ 

<2 = 0 ， 6 = 00 ， v ； (x) = Vx a ~ l e~ x ^ ^(x) = Vx a ~ 1 e~ x - In x, 

便得 

r(a) .r" ⑷- [r’ ⑷] 2 彡 a 

由此，按照刚才引述的条件，函数 r ( a ) 在区间 （0, oo ) 内是对数凸的.就是用这个性质，连同方程 
( I ),确定 r 函数准确到常数因子，换句话说 •. 

若 1) 在区间 （0, oo ) 内 ^( a ) 适合方程（ I ) 






$(a + 1) = a - $(a), 


2) 4>(a) 是对数凸的且 

3 ) 4>(1) = l,i3'J$(a) = r(a). 

假设对 4>( a ) 所有这三个条件成立. 

重复应用方程（ I )，就得到一般等式 

$(a + n ) = (a + n — l)(a + n — 2). (a + 1) . a • ^( a ), (21) 

其中 n 是任意一个自然数，由此，设 a = 1 [参看 3)] 并以 n _ 1代替 n ， 便求得 

伞 ( n ) — (n — 1)! (22) 

注意，只需证明少 ( a ) 与 r ( a ) 在区间（0，1]重合，因为由于⑴式，这两个函数处处重合 • 设 
0 < “ 1,回忆起143目的不等式（6)， 

/( 工 1) _ /( 工) ^ / ㈣ - f ( x ) 

Xi — X X2 — x ^ 
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对凸函数 f(x) 在唯一的条件 A < :r 2 ①下成立 . 把这个不等式应用两次于凸函数 ln ^>( a ) (根据 
2)) ，对任意的 n > 2 ,得到 


In 企 ( 一 1 + n) — In 少 (n) ^ In 少 (a + n) — In ^(n) ^ In 少 (1 + n) — In 少 (n) 

: : V ^ 


(―1 + n) — n 


(a + n) — n 


(1 + n) — n 


或者 


考虑到 (22 )， 


ln(n-1)< l^(a-fn)-ln(n-l)! < w 


由此推出 


ln[(n — l) a • (n — 1)!] < In^>(a + n ) ^ \n[n a ■ (n — 1)!] 


这意味着 


(n — l) a • (n — 1)! < ^>(a + n) < n a • (n — 1) 


现在借助 （ 21) 式，变到 $ ⑷的值本身，便引到不等式 


(n — l) a (n — 1)! 
a(a + 1) … （a + n — 1) 

最后，用 n + 1 代替 n ， 把所得不等式表为 


0⑷ 



n a (n — 1)! 




a(a + 1) • • ■ (a 十 n — 1) 


$(a) ^ n 


a 1 * 2 * 3 * 


• 參 _ ■ 


a(a + 1) … （a + n — 1) 


(n_1) ^ ^>( a ) - ^ 


由此已很明显有 


中⑷ 


a 


1 - 2*3 


(n- 1) 


lim n 

n — *oo 0-((2 1) ■ * ■ yCL 十 Tl — 1) 


r ⑷， 


这是根据欧拉 - 高斯公式 （ 7). 


534 -例题 1 ) 试求积分 


1 


X 




x m ) q - l dx 


(p 5 ^m > 0) 


0 


提示设 : c 

答案 


y, 将其化成第一种类型的欧拉积、分 . 


-B (“ 

m Vm 



_P 

m 


)m 


m 


1 


例如根据此结果，试证对任意自然数 n 


dx 


x n dx 


7T 


0 


\/1 — X 2n 


0 \/1 — x 2n 


2n 


(欧拉) 


2 ) 计算积分 


1 P-1/1 ^ 、 9-1 


X 


(1 -X) 


0 


ax + /3(1 一 x) + 7] p+g 


dx (a,P ^ > 0). 


①诚然，在所提到的地方曾 假设 : 別 < x < x 2 , 但不难证明，所说的不等式对任意正的点&只要 
它不与 0^ 及 0 ； 2 重合，就是成立的 . 
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借助于替换 


a + 7 ) x 


ax + f 3 (l — o ;) + 7 
所给的积分可化为以下形状 


(^ + 7)(1 -工 

c^c 十 0(1 _ x) + 7 


1 一 亡， 


a 十7)(冷 + " i)dx 

ax + 冷 （1 — x 



7 


2 


dt ) 


1 


1 


p-i 


(o; + 7 )p(/ 3 + 7)g 


(1 


亡) 


g—i 


dt 


BO ， g ) 


o 


(a + 7) p (P + 7) 9 


3) 试求积分 


( a ) 


x 


a — 1 


(1 -X) 


6-1 


0 


(x + p) a+6 


dx (a ， b,p > 0); 


+i 


⑹ 


(1 + t 


2m— 1 


(1 — X 


2n-l 


1 


(i 



X 2 ) 


m+n 


dx (m } n > 0) 


提示 （ a ) 替换 2 / 


(1 + p ) 


X 


答案 （ a) 


1 


-(6 ) 替换 = 

x -\-p 2 \ + x z 


(1 + p) a p b 


B ( M ); ⑹ 2 


m+n —2 


B ( m ， n ). 


由此可依次得出一系列的有趣的积分来.例如，若在后一个积分中取 n = l - m 5 设 2 m — 1 = 


cos2a 并作替换 a: = tg<p^ 则得出 


7T 

4 


IT 

"4 


cos ip + sin ip 
cos (p — sin (p 


cos 2a 


d(p 


丌 


2sin(7r cos 2 a) 


4) 试求积分: 


a) 


7T 

T 


sin a_1 (pcos b ~ l ipdip (a 5 6 > 0) 


0 


6) 


2 


sm 


a 


1 (fckp 


71 

2 


COS 


a—1 


ipdip 


a > 0) 


0 


0 


B) 


7T 

2 


tg c (fd(f (\c\ < 1). 


0 


解 （ a) 设 re = sin(f , 就将其化为积分 


1 


X 


a_1 (l -x 2 )^~ l dx, 


0 


所以， 利用 1) 题，我们便有 


7T 

2 


■ a — 1 b 一 1 7 . 

sin ip cos (pdip 


0 


2 B 


誉，金) 


r 1 )r 



2 p / a + 6 


2 


(6) 特别当 6 = 1 时，由此便得 


7T 

2 


• a — 1 


sin 


( pd(p 


yj ^ 




① 


0 


2 


r 


a - \ 
2 


© 不难验出，第 312 



(8) 的两个公式都作为特殊情形，而被包含在这个公式里了 . 
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借助于勒让德公式，此结果可改写为以下 形状: 


■ 

2 


siir 一 1 ( fd<p 


2 a 


2 


r 


a 

2 


2 


0 


r ( a ) 




2 — / CL CL 


2 , 2 


(b) 最后，在 （ a ) 中令 a = 1 + c 并 6 = 1 - c 5 此处 | c | < 1，便得到（利用余元公式) 


2 


0 




7T 


2 cos 


C7T • 


5) 试定曲线 


r 4 = sin 3 u cos 



所界出的图形面积 P . 

解曲线有两个环，在第一象限与第三 象限； 只需将其中之一的面积二倍起来就行了.根据极 
坐标中面积公式 [338,(9)], 我们有 


P 


2 - 


2 



m a 

T 


sin ^ 0 cos 告 0 d 6 


0 


rf lJ r V4 

2 r (2) 


8 r llJ r V4 


7T 


V 2 


3 


参看 4 ) 题 （ a ) 及关系式 (9),(12),(15)] 

6) 试定 （ a ) 由曲线 


T 


a m cos mO 


的一支听界出的面积 P 以及 （6) 这一支的长度 


解 


a ) P = 2 


a 


o 


0 


cos ^ mOdO =— 


2 


m 、 


^ * I 

■ wmmmmt 

0 


2 


COS 


^pd<p 


a 


2 


m 


2 


r 


l 

— 十 — 

rrt 2 J 


7 ra 


2 


r 


2 


\m 


r I — +1 

m 


V 4 


[参看 4) 题 （6) 及关系式 (9),(20)]. 

(6) 根据极坐标中弧长公式 [329,(46)] 


r 


m 


2 


5 


2 m 


2 a 


COS 


mOdO 


0 


参看 4) 题 (6)]. 

7) 计算积分 


2 a 


m 


7T 

1 


COS 


1 tpdcp 


a 


o 


m 


•2 


l 


r 


2 m 


2 


r 


m 


7Y 


( a ) 


dO 


o 


\/3 — cos 0 ) 


7T 


⑹ 


simp 


o 


1 + /c C0S(p 


( a ) 提示 替换 ： cos 


a 


dip 


1 + k cos ip 


(a > 0, 0 < A : < 1) 


2v ^ 答案 


4^ 


r 


4 


2 
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(6) 提示 


替换 : tg 



2 




i )~^ dx . 



应该证明等式 


h + h = V3/2* 


分别应用替换 x = tKx = t - L ^ x =( t ~ 1 - l ) i 于这几个积分，我们就将它们化成了第一种 
类型的欧拉积分.其后则只需再利用几次余元公式即可， 

9) 试证（狄利克雷）公式 



(/ ， s ， p，r > 0)‘ 


提示替换 

r(r) 

(g + x ) r 



e _(9 + 工 ) Vyl- 1 


dy' 


r ⑷ 

(f + y) s 



e — (/+y ) ①工 S-l 



并利用调换对于 2； 与对于 y 积分的次序（正函数的情形 .) 

10) 在第511目 12) 题中，我们证明了恒等式 


EK ' + E ; K - KK ; 二 c =常量 


(关于符号请参看所指出的地方).然后借助于某种极限过程，就确定出 c= \. 但对于某一特殊的 

k 值算出了左边的量，也可以得到这同一结果. 

命 /c = 于是 V = ME 7 = E 并且= K ， 恒等式就取成了以下形状： 


2 EK — K 2 = (2 E - K ) . K = c . 

顺次利用替换 COS w = t , t 4 = x , 可把积分 



化为第一种类型的欧拉 积分: 



E = 


4a/2 



X 


憂 （1 - x)~^dx + 
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因而 


由此所求常量 


11) 试将积分 



展为级数. 

解 




C ( S ) [黎曼 C 函数]和通常一样，表示最后的级数的和.在这里我们利用了关于正项级数的积分的定 
理 [518] 以及公式 (13). 



CO 

1 


(- 


1 ) 


n — 1 


n 3 


优 函数: 



若 s > 1，则此结果可表成 r( 5 )(i - 


1-s 


C ( s ) 的形状，因为 



n 


S 


(1 — 2 


1—3 



1 


n 


s 




1 


1 


1 


(2 n ) 


S 



—1) 


n— 1 


n 


s 


1 


12) 上题稍加棰广即得以下各 展式: 


(a) 




0 


— e 


一 x 


dx 


叫 ‘ E r a 


n=0 


4 - n ) 


S 


(s > 1, a > 0) 


当 


a 


1 时，由此即得 ll )( a )]; 


⑹ 


zx 


s-l 


dx 


0 


e 


X _ 


% 


r ( S ) . (-1 彡 Z <1 且 S >0， 或 2=1 且 S >1) 


n 


:当 z = l 时，由此得出 li ) ⑷，而当 z = -: i 时，由此即得 11) ⑹] ■ 

13) 以 F ( a ^, j , x ) 表示超几何级数[参看 441,6)] 



ca(a + 1) • • • (a + n — l )/ 3(/3 + 1) …（/3 + n — 1) n 

1 • 2 • n • 7(7 + 1) … （7 + n — 1) 
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试证明关系式 


尸0,久7, 1) 


r (7) r (7 ~ a — p ) 
r(7 - a)r(7 - P) 


(高斯 )■ 


假定 a > 0并且7 ^ > 0,我们来对0 < X < 1考察以下积分 


1 


/(X) 


Z 


OL 


i(l —Z) 


— /I 一、 一 0 


(1 — ZX 


dz 


0 


因为级数 


(1 — ZX 





0(0 + 1) …（/3 + n - 1) 


•2 


n n 

X Z 


n 


n =0 


(在固定的 X 之下）对于 2 而言在区间阼 1] 内乃是一致收敛的，所以用一个在此区间上的可积函 


数 


Z 


OL—1 / -I — 


( l - z ) 


来乘，所得出的级数可以逐项积分.于是我们就得到了展式 


/(X) 






n 

X . 


0 


其中 


P(P + 1) … （/? + n — 1) r(a + n) * r (7 — ce) 


n 


n 


r (7 + n) 


r(a)r (7 — a) a(a + 1) • ■ ■ (a + n — 1)0(0 + 1) … （/3 + n — 1) 


r (7) 


n • 7(7 + 1) 


(7 



n — 1) 


参看 (10)]. 

因此， 


I(x) 


r(a)r (7 - a) 


r(7) 




为要得出高斯公式，则需在此处对于 : r 


— > 


来取极限即可（假定 7_ a ；-/3 > 0). 根据亚贝尔定 


理 [437,6°], 这个极限过程可以在级数里逐项来做.而对于积分可在积分号下来取极限，这是由于 
存在有优函数： 






^/ — Ol — 1 


(对于/3<0)或 z 


o — l/i \^y — <y — /3— 1 


(l-z) 


(对于0>0). 


其结果即[参看 (14)]: 


r ( a ) r (7 — cy — 0 ) r ( a ) r (7 — oc ) 


r(7 - P) 


r(7) 


F(a,/3,7,1), 


由此就推得所要证明的关系式. 

特别是在7 = = — a 日寸，从这个关系式便得出[注意到(11),(9),(15)]有趣的展式 （0 < 

Q ： < 1) 


sm QT7T a 

-=1 —- 


a 2 ( a 2 — 1) 

( I ， 2 



an 


a 


2/ a 2 - l )( a 2 -4) 
(1‘2‘3) 2 


+ 


① 


①不过，将我们所熟知的正弦的无穷乘积、表达式 [408] 加以变化，也可得到这个展式. 
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535. r 函数的对数导数 为要继续研究 r 函数的特性，我们来考察其对数导 

数，即表达式 

^lnr(a) _ T'{a) 

da r ⑷‘ 

9° 从公式 （8) 即可得出这个表达式的各种积分的表示法.不过由以下的考虑 
出发是比较简捷的.我们有 



T(a + b) 

I 



所以.如果在这里对于 6 — 0 来取极限，贝 I. 


帶 = !，[ r ⑼-彰 ) 


我们首先取[参看⑹与⑷: 


m 


x b ~ l e~ x dx. 


B(a,b) 


X 


-1 


0 


0 


(1 + x) a+b 


dx 


于是 


r(a 

rT 


CO 



lira 
6 — +o 


x 


-l 


o 


e 


—X 


(1 + x) aArb 


dx 


并且将极限过程拿到积分号下来进行，我们便得岀柯西 公式: 


r 7 (a) 

r ⑷ 


0 


e 


—X 


(1 + x) a 


dx 


x 



为要说明极限过程是合理的，可注意在: r = 0,6 = 0附近表达式 

1 r 1 1 

—g — - 

x L (1 + x) a + 6 . 

乃是 X 与 b 的连续函数，而 x 6 < 1. 对于充分大的 X 与 b <b 0 存在有优函数 


x ^- 1 



倘使在 B 的表达式 （1) 中先做替换 z 

疒 OO 

B(a,6) = / e~ at (l - 

Jq 

则可重新写成 

= lim f°°[e^ x x b - 1 - e~ ax (l- e~ x ) b ~ l ]dx. 

r(a) .y 0 


. 642 . 


第 + 四章依赖于参数的积分 


[ 536 ] 


在这里于积分号下取极限（类似地也可说明这是合理的)，便得到另一 公式: 


r ⑷ 


oo 


e 


—x 


e 


— ax 


0 


X 


l 


e_ 


X 


dx 


(24) 


反之，从积分号下函数也很可以作岀几个有代表性的表达式来.为此，我们在 


(23) 中命 a 


1: 


r ⑴ 


Hi ) 



e 


—x 


1 + 


dx 


X 


c , 


其中 C 就是所谓的欧拉常数 ® .从 （23) 中逐项减去此等式，便得 


r ⑷ 


r 



C 


0 


1 + X 


(1 + x ) a . 


dx 


x 


最后，用替换 t 


1 + X* 


、我们便导 出高斯公式: 


r ⑷ 



c 


t 


a-l 


0 


1 


t 


dt 


(25) 


536. r 函数之叠乘定理 10° 现在我们依据对数导数的表达式 (25), 来建立以 
下的一个也是属于高斯的著名公式： 


r ⑷ r a + 


■ ■ ‘ r a + 


n 


n 


n 


y v 71 一 1 

(2丌、1 


n na 一 2 


F ( na ) 


(26) 


( n 为任意的自然数).此即表出 r 函数之叠乘定理 



(25) 中设 t 


U 


n 


,便得: 


r >) 
r ⑷ 



c 


u 


n — 1 


U 


na — 1 


n 


o 


u 


n 


du , 


V 


由此将 a 替换成 a +# = 0， l ，...， n - l )， 


rMa + 


V 


n 


r a + 


V 



c 


U 


n — 1 


U 


na+v —1 


n 


i 


U 


n 


du 


n 


并依照 ^ 从 0 到 n 


1 相加， 


n-i (a + 


V 



n 


V 





V 


n 


+ nC 


n 


o 


nu 


n—1 


U 


na—1 


i 


u n 


1 


U - 


du 


® 我们在第十一章中 [367,10] 已经有了这个常数的另一定义.我们将在下文看到，两个定义是 


恒等的. 
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我们将此等式与下列等式 

r ’( na ) 

r(na) 




na—l 


U 


du 


来作比较.用 n 乘后一个等式再从前一个等式中减去之，就得到 



这可以改写成下面形状: 



由此积分之，便得 


nlnn. 



= —an Inn + In C ① 


或 

,, ( 1\ / n - 1\ 

r ⑷ r (a + - j * * • r f a h - ) r 

\ n/ \ n/ C 

T(na) ~ 

为要确定出常数 C ， 在其中令 a = I . 显而易见 ， C = n 五，此处五 就是我们在 

第 53 1 目 6 。所已见过的欧拉 乘积. 代/(17)中的值，我们就得出了公式 （26). 

以前独立地导出的勒让德公式（ 2 0)乃是高斯公式之一特殊情形，实际上，若在 
(26) 中取 n 二2,则得出公式 


这等价于 (20). 



v 27 T 
2 2a_ 2 


r(2a), 


537. 几个级数展式与乘积展式11。 这几个展式的根源也还是在于公式 (25). 

我们将积分号下表达式展为 级数： 



® 由于预见到要取作幂次，故我们事先将任意常数取成 InC 7 形状. 
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这级数的所有的项皆具同一符号.逐项积分，便给出: 


Dlnr(a) + C 




i /=0 


Vz/+ 1 


a 



v 


(27) 


此级数对于0 < a 彡 ao —^致收氣因存在有优级数 （<2 o 





V 


2 


倘若将其对于 a 逐项来微分，则得到以简单而著称的展式 


D 2 In T(a) 



1 


i/—0 


a +W 


(28) 


因为这个级数对于 a > 0 也是一致收敛的优级数£^，故逐项微分是准许的. 


U =1 


12° 将级数 （27) 对于 a 从 1 到 a > 0 来逐项积分 （由 于级数的一致收敛性，逐 
项积分是合理的)，便得到 


In F(a) + C(a — 1) 



CL — 1 G + P 

—In - 


i /=0 


V 





V 



(29) 


将 a 换成 a + 1( 对于 a > 





重新将展式写为以下形状: 


lnr(a + 1) + Ca 



a 


In 


n 


a + n 


n 


n 


或是 


oc 


In 


r(a+l) 


Ca + [ 


,, a \ a 
In ( 1 H —— ) - 

n/ n 


n 


由此，取为幂次，便导出展 

402 (16)]: 


r(a+l) 


为无穷乘积的著名的魏尔斯特拉斯公式[参看 


r(a+l) 


e 


Ca 


n(i 泞， 


a > 



(30) 


n 


13 


o 


我们回到 （29) 上来，在其中使 a = 2. 因为 lnT (2) 




In 1 


0,所以我们 


得到: 


C 



iy =0 


\z/ + 1 


In 


V 



2\ 


v 




( 31 ) 


顺便注意一下，由此 


C 


lim 


n 


n 



k=l 


k 


ln(n + 1) 


我们便导出了我们所已知的欧拉常数之定义 [367, 10)]. 
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最后，以 a - 1乘（31)，并由 (29), 逐项相减，我们就消去了 


lnF(a) 



iy=0 



l)ln 


z/ + 2 

p + 1 


In 


a + 〆 

p + 1- 


lim In 


n 


n 


a — l 


1*2 


(n- 1) 


a 


(a + 1) 


(a + n 



由此，利用取幕次的办法，我们便重新得出了以前曾以他法而建立之欧拉 


fR } 


斯公式⑺. 


538. 例与补充 1) 试利用 


e 


t 


n 


lim 

n—^oo 


n 


以证明（对于 a >0) 


n 


r ⑷ 




lim 


1 I 1 


n 


0 


n 


0 


n 


dt 、 


并由此导岀公式 （7). 


提示 


改变积分的 形状: 


这极限等式可依照第519目10题及11题中所做的那样来建立.应用替换 r =二来 

n 


n 


a — l 


n 


1 


dt 


n 


a 


a-l 



0 


n 


(1 - r) n dr = n a - B(a，n + 1 )， 


0 


并再利用公式 （3) 

2) 试从公式 （23) 


r ; (a) 
r ⑷ 


0 


X 


e — 


(1 + x) a - 


dx 


X 


直接导出公式 (24) 


r ; (a) 

r ⑷ 


0 


e 


—u 


e 


—au 


u 


1 - e~ 


u 


du 


我们注意，这里的困难之点就在于积分 （24) 不能看作是两个积分的差（否则应用替换 ： r 
e u ~l 改变第二个积分的形状，问题就完结了 )• 因此为要避免这一点，我们这 样写： 


广⑷ 

r ⑷ 


e— x dx 


lim 

£—^0 


dx 


£ 


X 


€ 


(1 + x) a - x 


lim 

£— +0 


e 


u 


du 


e 


au 


e 


U 


ln(l+e) 


e 


u 


du 


lim 

€—^0 


0 


e 


u 


e 


一 (XXL 


u 


1 — e~ u 


du 


0 


e 


u 


e 


an 


U 


— e 


u 


du 、 


因为 


e 


lim 

E ― f 0 


e 


au 


ln(l-fs) 


1 _ e 一 


u 


du 


a 


关于这-点只需用銳式 


< 


2(1 二卜 来对积分估值，即可明白看岀 
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3) 试根据欧拉常数的定义等式 


以建立积分公式: 



因为 




所以 




C= lim 

n—^oo 




l-{l-s) n 

s 


ds _ 


ds 

s 



dx 

x 







关于第二个积分的极限过程，和在 1) 中同样地来进行.关于 （ a ) 变形成为 （6) 则参看 2). 


4) 设（对于 a > 0, 并 s > 1) 


C( S) a) = ^ 

n = 0 



(a + n) s 


试证 


lim 

s—y 1 +0 



我们已经有了 [534，12)( a )] 


r ， ⑷ 

丽. 




对于 s 4 1 的极限过程可以在积分号下来做，因为积分号下的表达式在区间[0, 1] 与[1， H - oo ] 
内分别单调地趋于其极限 [518]. 然后再利用公式 (24). 
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特别当 a = 1 时，就得到 


lim 

s— 1+0 


C(5)- 


s — 1 


c 


参看 375,1)]. 

5) 试计算无穷乘积 


P 



u 


n 


n 


其中 


过为 


U 


(n + ai)(n + a 2 ) 


71 + (Ik) 


n 


n +61)(71 + 62) 


» 4 * 


(n + bk ) 


(叫， > —1) 


u n = (1 



ai 

n 



dk 


n 



1 


1 



n 


1 + 


bfc 


n 


1 


1 



( a i + 奶 + … + elk) — (h + 62 + … + bk) 


A 


n 



n 


n 2 


(\A 


n 


A K +oc )， 


所以仅只在条件 

ai + a2 + * ■ ‘ + <2/c = bi + 62 + ■ • * + 

之下无穷乘积方才 收敛； 而我们提出来要计算 P 也正是以此为前提的」 

提示先将 l / n 表成以下形状： 


= 



再利用魏尔斯特拉斯公式 (30). 


答案 


p= r(i + 6 1 )r(i + 6 2 )...r(i + h) 

r(l + ai)r(l 十 a2) ■ • - T(1 + ak) 
6 ) 设 0 < |^|，叫| < 1 ，从 5 ) 推出欧拉的另一 结果： 


n—+ oc 




Un 


sin 6i7t • sin 627r . sin bk 7 r 

sinai7r • sin a ^ 7 r . sin 


提示应用公式 

r(i/c) ■ r(i -c) = (0 < | c | < 1) 

Sin 7TC 

它是从⑼与 （15) 推出来的. 

7) 回到高斯 公式： 


此式在534目 13) 题中，是在 


= r( 7 ) ‘r (7 —Q-/ 3 ) 

r (7 — a) • r (飞 ~ 0) 


o ； > 0 5 7 — Q > 0 及 7 — o ； — /3 > 0 
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的假设下证 明的. 现在提出用另一方法的 证明： 仅在公式右端对 r 函数假设其自变量为正的，而 

取消不必要的条件 Q ； > 0. 

我们来指岀证明的计划.相应地以 a n , b n)Cri 表示超几何级数 

A 1)， B = F(a - 1，戌7, 1)， C = /3 , 7 + 1， 1) 

的通项，关系式 


— CLn+1 


1 


p 

7 


Cn — bn+1 


(7 - Cx){a n - bn) 


(^CLn — 


1 



n — l ) a n -i — na 


n 


可直接验证，且可证明 


n 


对上述关系式，指标从 1 到 n 求和并取极限、得 


7召 


(7 — 0 )^^ (7 — a )(^ - B ) = / 3 A ' 


由此 


A 


(7 -0^)(7 


0 ) 


7(7 - o ； - P) 


C 


现在研究表达式 


F ( a , p,y 


r (7 — a ) 


0 ) 


r( 7 ) * r ( 7 - a - p ) 5 


上述关系式（由于 （9)) 表明，当以 7 + 1替换 7 时，这个表达式的值不变.于是 


F ( a , 0 ^, 1 ) 


r(7 _ a) • r(7 P) 

r(7).r(7-o ； -/3) 


F(a ， 汰 7 + m ， l) 


r(7 + m — a ) ■ r(7 + rrt ~ (3) 
r(7 + m) • r(7 - \- m ~ a — P) 


等式右端令 m 

于 1 . 因子 


(32) 


oo 而取极限.由级数 + 对 m 的一致收敛性推出 [ 433 ], 其和趋 


r ( 



m — a) ■ r( 



m - ( 3 ) 


r(7 + m ) • r(7 + m — Of — 0 ) 


也趋于同样的极限，因为根据 5) 题，它是对于收敛乘积 



n 


(7 — a 十 n)(y - /3 + n) 
(7 + n )(7 ~ a - p -\- n ) 


的余乘积.在这样的情况下表达式 （32) 等于1，而这与高斯公式等价 


由此公式，当7 


l ， a ： 


0 


2 


时，现在可以得到展开式 


1 + 



2 


2 


+ 


1 * 


3 


2 


2-4 



2*4*6 



■35 


2 


2 -4-6 S 


+ 


r 



2 


4 


7T 


可以证明更一般的 结果： 与指数为 



的二项式对应的二项式系数之和，当 m > - $时，等于 


P(1 + 2 m ) 

[r(l + m)l 2 


(7 


1， a 


(3 = —m 
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先前，由于 a > 0 的限制，我们不能做到这一点. 

8 ) r ⑷推广到负 a 的情形.根据公式⑼ 


r ( a )= r(a + 1) ， 

a 

故 r ( d ) 的值可通过 r ( a 十 1 ) 的值来确定•倘若 — 1 < a < 0 . 则 a 十 1 > 0 , r(a + 1 ) 就有意义. 
我们就依照上面这个公式 来定义 r ( a ); 这样一来，函数 r ( a ) 的定义便推广到了 -1 < a < 0 的情 
形. 一 般言之，倘若 - n < a < -(n — 1 )，则为要将公式 （ 10 ) 推广到这个情形，我们就以等式 


r ⑷ 




r(a + n) 

a(a + 1) … （a + n — 1) 



来定义 r ( a ). 

若要作得更清晰一些.可于其中使 a = -n + a , 此处 0 < a < 1 ，于是这 定义即 可改写 如下: 


r(a 〜 n) 二 （— ir 


r ⑷ 

(1 - a) (2 ~ a) … （n — a) 



由此立刻看出，对于 -n<a< —( n - l )， r ( a ) 之符号系取决于因子 （- 1 )' 当 a 靠近 - n 或 
_(n - 1 ) 时（也就是说当 a 靠近 0 或 1 时) r(a) 越于 oo( —阶无穷大!） 

9) 建议读者，试根据8)，将公式（ 7 )，(9)，(15)，( 2 0)，( 2 6)，(30)推广到变量为任意实值的情形 
(只是避开变量的负整数及 0 等各值). 

提示当推广公式 （30) 时，考虑等式 (33). 

10 ) 试根据公式（ 34 ).证明当 a 由 0 变到 1 时， r ^ a - n ) 恰有一次（比如说，当 a = 〜时) 

通过 0 . 符号由 （- I ) 7 — ' 1 变为 （- 1 )' 这样一来.对于相应的值 a = o： n - n ， 函数 r ( a ) 就有正 

的极小（当 n . 为偶数时)，或是负的极大（当 n 为奇数时).参看图64中的 r 函数的图形. 

建议再证明（当 n 增加时 ) a n 与 r n = \T(a n -n) 皆单调减少而趋向于 0 . 

提不以下各等式 (0 < Q ； < 1) 


r(a - (n+ 1)) = 


\r(a - n) 

n 十 1 — a 




以及 


可作为这些断言的根据. 


T(ctn) 


n 

-E 



11) 试证，当 -n < a < -(n - 1) 时，函数 r(a) 可表为积分 



提示利用分部积分;参看 8 ). 

12) 在第十一章中 [402,10)], 我们曾经根据作为函数 r ( a ) 的定义的欧拉-高斯公式，- 一 

并且就直接地对于变量的任意实值（除去零与负整数)，建立了 r 函数的某些简单性质[可再参看 
408], 但这些性质亦可由所研究过的一些其他的性质上面建立出来. 
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在附加条件 r ( i ) = r ( 2 ) = 1 之下，级数 


n=0 

即可作为对于任意实值4有着同样的那些例外情形）来研究函数 r ( a ) 的这样一个出发点. 

13) 最后，我们注意，函数 r ( a ) 可以被定义为在整个复平面上的变量 a 的单值解析函数①. 
这可以这样来做.即以其积分定义 （6) 为出发点，分离 

P OO P 1 poo 

/ 为两部 / + / = P ( a ) + Q ( a ). 

Jo ^0 J 1 


于是函数 





(zir 

n\ 


o 



1 

^a + n — 1 


dx 


y-(-i) n i 

n\ a + n 

0 


就自然而然地被推广到了整个复变数平面，并且乃是一个亚纯函数，在 0，- l ，-2, …，- 71, •■- 各 
点处有一阶极点，分别对应有留数1，-1，, (- l ) n ^ r , ■ ■ •. 而函数 

2 ! n ! 

广 OO 

Q ( a ) — J x a ~ Y e~ x dx 
对于复值 a 也有意义，并且还是整函数. 

根据众所周知的关于解析函数的定理，对于变量的正实值所证的函数 r ⑷的那些特性（我们 
指的是那些用解析函数间等式来表达的特性）自然就推广到了整个平面，特别言之，余元公式 （15) 
可以改写成 这样： 


r(i - a ) 


— sm a 丌 

丌 


r ⑷ 


— sin an [ P ( a ) + Q ( a )'. ② 

7T - 


由此明白看出， i / r ( a ) 在整个平面上是全纯的.因此，没有根. 

最后我们指出，魏尔斯特拉斯公式 （30) 与欧拉-高斯公式⑺ 一样， 也很可以取作函数 r ⑷(而 
且是一下子就是在整个平面上）的定义的基础. 


539. 若干定积分之计算我们回头来研究一些利用了函数 r ( a ) 及其特性来计算的定积分. 
1) 在531,1°中，将公式 

poo 

r ( a ) = / x a ~ x e~ x dx 

对于 a 来微分，我们得到了 

POO 

F ’( a ) = j x a ~ 1 e~ x \ nxdx . 

Jo 

①最后的这一条关于 r 函数的推广的附注，只能为那些通晓复变函数论基本概念与术语的读者 
们所了解. 

@在 P ( a ) 有极点的那些点处 ， sina 霄为 0. 
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令此处 a = 1 ; 因为尸⑴= - C , 故得 


e 


x \n xdx 


C 


o 


作替换 X 


In % 就导出了有趣的积分 


1 


In (— \ nu)du = —C 


0 




=^并设 r = c 便求得 


2 


e 


1 In tdt 




0 


kG) 二 - 




4 


(C + 21n2), 


因为这很容易由展式 （27) 以及考虑到对数级数而得出 

再 一 次对于 a 来微分，就导出等式 


r " ⑷ 


x a ~ l e^ x In 2 xdx 


0 


令 a 


,它就给出 


e 


2 


In xdx 




r " ⑴ 




c 2 + 


7 T 


2 


0 



以上的结果可由 （28) 得出，只要此时利用一下熟知的级数 





7 T 


2 


n 


2 


1 


最后，也在这里令 a 


，借助于替换 x ^ t 2 我们又得到了这样的积分 


e— f In 2 tdt 




o 



(C + 21n 2 ) 


2 tt 


2 



2 


诸如此类，不能枚举. 

2 ) 试计算积分 


J 


sin p x 


dx 


o 


X 


其中 P 为具有奇数分子与奇数分母的有理分数. 


提示应用罗巴切夫斯基公式[497,14)1，根据这个公式 


W « 


J 


sm 


P_1 xdx 


0 


参看534,4,⑹■答案 


J 


^ r ^2 


2 r fV 十 


2 P 


2 


r ( 


p、] 2 
2 


rb) 


2 
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3) 试计算积分(6>0): 


A 


0 


cos bx 

X s 


dx (0 < s < 1) 


B 


sin bx 


o 


X 


3 


dx (0 < s < 2 ) 


我们有[参看 (13)] 


X s 


r ( s ) 


3—1 —ZX i 

z e dz 、 


o 


所以 


A 


1 


r ⑷ 


cos bxdx 


z 


s—1 —ZX 


e 


dz 


0 


0 


重新配置积分，便得 


A 


r ㈤ 


z 


8 


1 dz 


e 


ZX 


cos bxdx 


1 


z s dz 


o 


0 


r ⑷ 


0 


z 


2 


+ b 2 


或命 = 2 2 , 


A 


b s 


一 1 


1 


2 


s — 1 


2r ⑷ 


0 


1 + z 


dt 


2r ⑷ 


B 


5+1 


— S 


2 


S 


7T 


7 Tb S 


一 1 


2 r ⑷ 




2 


2r ⑷ 


cos 


SIT 

Y 


参看 (4).(5)]. 类似地， 


B 


TTb S 


— 1 


2 T ( s ) sin 


S 7 T 

T 


重新配置积分的理论根据，与在 524,11) 中计算积分 
4) 试计算积分 


sma : 


x 


dx 时是同样的 


0 


smx 


x 


Inxdx^ 


0 


in 2 xdx 

X 


根据3)，积分 (0 < 5 < 2 ) 


J 


0 


sin x 

X s 


dx 


7 T 


2 T ( s ) sin 


5 丌 

T 


对于参数 s 来微分它（利用莱布尼茨法则)，便得: 


0 


smx 

X s 


\nxdx 


7T 

2 


r ㈤ 


sm 


S 丌 

T- 


2 


/,、 . STT 7T __ ^ v 57T 

r ( s ) * sm Y + - r ( s ) - cos — 


由于所得到的积分无论是在 


X 


oo 时（对于 S 彡 so > 0,参看 515,4°) 或是在 x = 0时（对 


于 s 彡 si , 优函数为 | Inz : x 


si-1 


对于 


S 


致收敛，故应用莱布尼茨法则是合理的. 


将所得的等式再微分一次（其根据与上相类似)，便得 


oo 


sm x . 2 


0 


X 


S 


•In xdx 


丌 


r( 5 ) 


sm 


STT' 

T - 


3 



W/ x . S7T 冗 \ STT 、 2 

r (S) silly + -r(s) cosy 


7T 

2 


2 


r ( s ) sin 


STT 

T 」 


n "/ 、 • S7T n// \ 57r 7T~ N • STT 

2 ,r ( 5)sm — + Trr ( s ) cos — - — r ( s ) sm y 
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1 、就得出了要求的积分 的值: 


0 


sm x 


x 


\nxdx 


7 T 

2 


■ r ， ⑴， 


0 


sm x , 2 , 

- In xax = TT 

X 


:广⑴: 


2 


7T 一 " 


■ r"(i) 


7T 


3 




考虑到 丨参阅 iy 


最后便有: 


尸⑴ 


C 、 


r " ⑴ 


c 


2 


7T 


2 



6， 


OC 


0 


sm x 


x 


In xdx 


7T 


•c 、 


0 


smx . 2 , 

- in xdx 

X 


7T 一 2 丌 


3 




24 


5) 我们已有[参看 534,4)(6)] 公式 


7T 

2" 


sir^—i ifd(p 


o 


\/n 


r ⑷ 



i \ 

a + 2) 


(a > 0) 


对于 a 来微分[应用莱布尼茨法则， 520] 5 便得 


it 

2 


sin 2a ^' 1 (p * In sin ip dip 


o 


2 


2 


r ⑷ 


na +5 


dlnr ( a ) 

da 


^ lnrifl ^ 2 

da 


i — l 


如果利用高斯公式 （25). 则括弧中的表达式可改写成 


a ~2 - t 


0 


1 


t 


dt 的形状.现在设 2 a-l 


2 n ' 这里的 n 是任意的自然数或是零，再作 替换 : t ^于是我们得到 


77 

2" 


2n 


sin (pin sin ( pd(p 


0 


❿ r l n+ 2 


2 


1 u 2n 


r(n + i) 


o 


1 


du 



u 


当 


n = 


0 时，此公式给岀已经熟知了的结果 


7T 

2 


lrx sin (f d(p 


o 


7T 

2 


In 2 


当 n > 1 时，我们便得出新的积分 


■号 


0 


: 2n …」 tt (2 n — 1)!! M — ■— 
sm — 


2 n 


In 


2 


6 ) 试计算积分 （a > 0 ,p > 0) 


u 


^ — ax p—1 

e x y 


cos bxdx . 


V 


—ax 一 p—1 

e x y 


sin bxdx 


0 


0 


解法与第 523 目 8) 相类似.和在那里一样，对于6 的函数 = ^ + m 得到一个微分方程 


式 


dw 

lb 


P 


a 2 -f b 2 


(b — ai ) w ) 
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这可以改写成以下 形状: 


dw 

db 


= pw * 


a 


bi 


很容易验证 


借助于此方程， 


w . (a — bi) p 


c 


常量 


令此处6 = 0,便得 


c 


r ( p ). 因而 


W 


r (p) 




a + bi) 


(a — bi) p (a 2 + b 2 ) p 
T(p) 

( a 2 + 6 2) P /2 |cosparctg- +zsinparctg- 


分别使实部与实部相等，虚部与虚部相等，最后 便得: 


U 




(a 2 -f 6 2 ) p / 2 


cos p 沒， 


v 


r ( P ) 


(a 2 4 - 6 2 ) p / 2 


sin pO 


其中为了简短起见，设 0 = arctg - . 

a 


将 Va 2 + b 2 换成 


sm 



或 


a 


cos 



，就可以把结果改写如以下形状 


U 


r ( P ) 丄 ? 


bP 


sin 



sinp 汐 


£M 

aP 


cos p 0smp6 y 


v 


^ sin p 汐 sin p 汐 




aP 


cos^ 


7T 


建议令 p = 1 — s 并使 a 趋向于 0( 当 6 > 0 时，角 0 = arctg- 将趋向于今)，由此求得问题 

3) 中的积分乂与 R 江 

将积分^与 r 对于 p 来微分，可以得到新的积分的 级数； 这一工作留给读者. 

7) 以上所求出的积分 u 与 r 的值使得我们可以进而计算另外一些有趣的积分.把等式 


r ( P ) 


aP 


cos 


V 



cos pO 


e 


^ ax x p ~ l 


cos bxdx 


0 


的两端乘以 


Q “9 — 1 


a • tg 


d0 


cos 


2 


b q ~ l db 


7 T 


(假定 0 < 9 < p 以及 ^ < 1)， 并将左边对于 0 从 o 到 i 取积分，而右边则对于6从0到 oo 取 
积分结果我们就得出 


号 


Jl 


COS 


p—q—l 



■ sin 9 


一 1 


6 - cos pOdO 


a 


0 

p—q 


rb) J 0 


b Q ~ x db 


e 


— 1 


cos bxdx 


0 


①在此处以及在下文中，我们总是把 (a ± uy 了解成为幂指函数的这样一支 ：即当 6 = 0 时它 


就化为正实数#的那一支. 

②变量6与0之间的关系由公式6 


atg0(a 


常量）给出. 
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如果重新配置右边的积分，则立即导出积分义的计算法 


Ji 


a p ^ q 


mJo 


e~ ax dx 


o 


cos bx 

b l ~ q 


db 


qir 


由 3) 不难确定，含在内部的这个积分的值是 r ( q ) cos 所以 


2 


Ji = a "r (和专 ! m 


r ( p ) 


0 


而最后， 


7T 

T 


Ji 


COS 


p — g — 1 



sm 


9 -i 



cos pOdO 


0 


T ( q ) T(p - q ) qir 

~ W ) ~ 


类似的可以推出 


Tt 

2 


J 2 


COS 


p — g 一 1 



sm 


q-l 



sin pOdO 


o 


r(g)r(p-^) 


现在我们来证明重新配置积分之无误，若少了这一步，当然就不能肯定所得出的结果是正确 


的.因为积分 


X 


p-l -axiq-l 


6 


b 


cos bxdx 


o 


对于 + oo 乃是一致收敛的，故 


B 


b^db 


1 ^—ax 

x y e 


cos bxdx 


e 


B 

~ ax V ^~ l dx I 1 cos bxdb 


X 


0 


0 


b 0 


Bx 


n "— 1 血 


u q ^~ x cos udu 


o 


t>QX 


由于积分 L u Q ~ l cos udu 存在，内层积分当 6o — 0 并 B — + oo 时趋于它，因而就成为是 


有界的: 


Bx 


u q ^ 1 * cos udu 


t > Q ^ 




所以整个的积分号下表达式有优函数 L • e — ^ • X "- 1 ，于是 — 0 与 — + oo 的极限过程就 
可以在积分号下进行了，如此等等. 


8 ) 我们来证 


轉) 


D \ nr ( t ) 


1 1 t — 1 

1 一 x 


dx — C 


o 


X 


参看 (25)]. 此时 


1 


0 


X 9 — X 9 
1 — X 


dx 


物 + 1 )- 矽 (P + 1 ) 


(对于 p + l > 0，g + l > 0 ). 


注意这一点，我们试来研究积分 



0 


1 (1 - x a )(l — x ^) 

(1 — x)\nx 


dx ( o ； > — 1 , jd 〉 一 + — 1 )_ 
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其对于 a 的导数为 


dJ_ 

da. 


因此 


因为当 


a 


类似地，求得积分 


x a (l — X 


0 


dx 


0 


X 


功 (a + 1 ) — + 0 + 1 ) 


d ln r(a +1) 


da 


r ( a + /? + !)* 


j 


In 


r(a + i ) 


r(a + /3 + 1 ) 



c 


0 时 J = 0, 故必须 （7 = ]n r (0 + 1 )， 随之即有 



ln 


r (^ + i ) r (^ + i ) 

r(o ； - p 1) 


K 


x a (l 


X 


0 


)(1 


x 


i 


0 


(1 — x)\nx 


dx 


ln 


L 


r(a + 7 + l)r(a + /3 + 1) 

r(a + i)r(a 十 /? + 7 十 1) ’ 

1 (1 - X a )(l ~ x p )(l - X 1 ' 


a > —1, a + 



> _1'q + 7> —L a 4 3 


7 > - 1 ) 


o 


(1 — re) In a; 


dx 


ln 


r(a + i ) r(0 + i ) r( 7 + i ) r(a + /3 + 7 + 1 ) 

r(a + 0 + l ) r(a + 7 + 1)T(0 + 7 + 1 ) 


a> —1 等等 


以及诸如此类. 

若在积分 K 中取7 


2 




a 

2 




— a 
~2~ 


并作替换 a : = t 2 , 则导出以下积分 


a — 1 


t 


6 — 1 


r 


0 


(1 + 



In t 


dt 


ln 


a + 1 
2 


r 


2 


r 


/ a 
2 


r 


1 


(a, b > 0) 


於 b 


当 6 


a 时由此得到有趣的积分 


a — 1 


—t 


a 


0 


(1 


dt = ln tg 


an 


(0 < a < 1) 


所有以上所引的例子，充分地表示出依靠援用 r 函数，使得我们以有限的式子来表达积分的 
可能性扩张了怎样的地步.甚而至于在那些有限的式子里除了初等函数外并不包含其他的函数的 
情形下，利用 r 函数（虽然是在中间计算里）也还是常常使其推求手续大大简化. 

540. 斯特林公式 现在我们来推求 lnr ( a ) 的一些方便的近似公式，并来研究这个对数（以 
及 r 函数本身）的值的计算问题. 

我们是将 r 的对数的导数公式 （ 24 ) 


Dlnr(a) 


e 


X 


e 


—ax 


0 


X 


1 一 e— 


dx 


X 


取作我们的出发点. 


540 
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因为积分号下表达式乃是当并 a >0 时 x 与 a 两个变量的连续函数（对于 



0只 


需展为级数即可确信这一断言)，而当 : r 



时积分对于 a 在 a > ao > 0 —致收敛优函数为 


e 


X 


e 


(XqX 



X 


1 - e _ 工’ 


故可在积分号下对于 a 从1到 a 取 积分: 


In r ( a ) 


o 


(a — l)e 


—X 


e— x - e— ax 


1 — e 


X 


dx 


x 


(a > 0) 


改变积分变量的符号，我们就换到了区间 [-00,0] 上 


_ 

m 


0 


lnr ( a ) 


e 


ax 


e 


X 


e 


X 


1 


—(a — l)e 


X 


dx 


X 


(35) 




=— oo 时对于 0< aQ < a < A < +oo 一 致收敛：再在积分号下对于 a 从 a 


到 


a 


取积分 


a^r \ 


R ( a ) — 


In F ( a)da 


a 


0 


oo 


e 


ax 


e 


X 


X 


e 


X 


1 


a —— 

2 


e 


X 


dx 


X 


(36) 


为了要化简表达式 (35), 我们利用所得到的积分 （36) 以及初等的伏汝兰尼积分 [495] 


CC —— 


_r 


9 1110 


— e 


ax 



0 


八 ax ^7^ 

6 — 6 CLX 


0 


2 


X 


oc 


X 


(37) 


这就是说，从 （35) 里减掉 （36) 并加上 (37), 我们便得出 


0 


In r ( a ) - R ( a ) + 合 In a 


OO 


■ e 


X 


1 

+ 2 


e ax dx 


x 


为了方便起见，设 


0 


uj ( a ) 


■ e 


X 


1x2. 


e ax dx 


x 


(38) 


并以我们所已知的拉阿伯积分的表达式 （19) 来代替 R ( a ), 便得 


In r(a) = In v 27r + ( a — - ) In a — a + to { a ). 

JLi 


( 39 ) 



章 [441,10)] 中我们已经有了双曲余切的展为简单分式的展式 


ctha : 


去 + E 


2x 


x X 2 + k 2/ K 2 ' 

k= 1 


对于所有的值尽皆成立.将此处 a ; 换为 x /2, 可将其化为以下形状 [ 参看 449] 


X X 

2 




2x 


2 


x 2 + 4A: 2 7r 2 
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或者最后 


/⑷ 


X 


1 + \) 


2 E 


X 2 + 4k 2 7T 2 


从 /&) 的形状上我们就认出这是包含在积分表达式 （38) 内的函数. 

我们固定任意一个非负的整数 m 并将级数中每一项代以与之恒等的和数 


X 


X 


X 2 + 4/c 2 7T 2 


4/c 2 7T 2 


(4/c 2 7T 2 ) 2 



(4/c 2 7T 2 ) 3 


+ (― 1 ) 


-1 


X 


2m — 2 


(4/c 2 7T 2 ) m 


+(-i) 


m 


X 


2m 


(4 A ; 2 丌 2 ) m+ 】 


x 



4A: 2 7r 2 


分别对以下形状的项 


- 1 ) 


n 


-1 X 


2n — 2 


(4/ c 2 丌 2 ) n 


(1 彡 n 彡 m 


按照 /c 




1，2,3,…来求和.照常令 


E 


k 2 


n 


52 n ， 


我们即得出结果 


- 1 ) 


n - 1 


如果引用第 n 个伯努利数 [449] 


(2tt 


、 2r? 


5'2n 工 


m 


B n 


(2n)! 


则此结果可改写 如下: 


(2丌) 


2n 


* S2n 


/ 1 \n— 1 Bn 

(- 1 ) 


2 ti 一 2 


至于说到最后面的带有因子 


(40) 


X 


(这是一些正的真分数）的那些项，则将它们加在一起就得 



出这样 一 项 


4/c 2 7T 2 


-l) m I 


B 


+ i 


2(2m + 2)! 


x 


2 in 


其中彡亦是 一 个正的真分数 


最后我们便得到了 /( T ) 这样的 一 个表达式: 


/⑷ 


Bi 

~2\ 


五2 2 ■ 召3 4 

4 T X + 6 f X - 






丄 / - 1 Bm 2ra — 2 

+ ( — 1} 2^! X 






B 


n+1 


2m 


(2m + 2)! 


把这代到 （38) 里，而逐项积分之.因为 


ax . 2n 


x^dx 


^—ax 2n i 

e x ax 


a 


2n\ 

2n+l ， 


并且 


ax 7( 2m 


^ 0 X 


dx 



ax 2m 1 

e x ax 




a 


2m! 

2m+l 


(0 < 6> < 1) ①， 


® 读者要注意，彡系依赖于 o ; 而 0 则否. 
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所以我们求得 


uj ( a ) = 


B 1 


B 2 




•2 


a 


+(— i 广 1 


3*4 a 3 

Bm 


+ 


B 3 j 
5 * 6 a 


(- 1)1 • 


(2 m — l )2 m a 2m_1 
_ Bm+l _ 1 

(2m + l)(2m + 2) a 2m+1 


(0 < ^ < 1 ) 


最后，如若在 （39) 中将 cj ( a ) 代为所求得的表达式，则我们得到以下的 公式: 


B 1 


In r ( a ) =ln \ Z 2 tt + ( a — - J In a — a + - ~~ - - — 

V 2 / 1*2 a 


B 2 1 
3*4 a 3 



■ * * 


+ (- l ) 


m— 1 


參 — 

(2m ― l)2m a 


2m— 1 


+(-1) 





771+1 


(2m + l)(2m + 2) a 2m+1 


(0<<9< 1)， 


(41) 


此公式名为 斯特林 ( Stirling ) 公式. 


在最简单的情形，对于 m 


0 公式具有以下形状 


In r(fi) = In y/ 27r (cl _ ^ In a - a -\- —— - (0 < 沒 < 1 )， 

\ / 丄 


如果取消（含有因子 0 的)余项，而将公式中项的行列延续以至于无穷，便得出所谓的斯特〜林 


级数: 


In r ( a ) 


In \ Z 2 tt + ( a — \na - a + 






a 


B 2 

3~4 




l 

~r 


a 


+ (— i ) 


-i 


Brn 

(2 m — 1) - 2 m a 


2m—l 



这个级数乃是发 散的. 实际上，由于（40)，斯特林级数的通项的绝对值当 n 



时 


B n 1 

(2n — l)2n a 2n 


-i 


7T 


(2n-2)! 


(27 ra ) 2n_ 


S2n 



然而这个级数对于函数 In r( a ) 的计算十分有益，它是这个函数的渐进表示，同时又是这个函 
数的 包络. 我们已经遇到过 ln ( n !) 的斯特林公式和斯特林级数了 [参看 469,(26) 与 (27)]. 适才 
得到的展开式具有更为一般的特征.如果要想由它导岀早先的结果，则应令 a = n , 此外还要加上 


Inn , 因为 F ( n ) 




( n - 1)!, 而不是 n !, 并且在所研究的一般情形求反对数 [464,3°] 可得到函数 


r ⑷本身的渐近展开丨参看469 . 


541. 欧拉常数之计算 我们回到公式（39)，将其对于 a 来 微分: 


D In r(a) = Ina —- ——(- a /⑷， 

△ LL 


其中 


u ( a ) 




xe ax f ( x ) dx . 
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[542] 


重复前面的计算，便得 


(jj ; (a) ―— 


B ! 


a 


2 



+ ( — l) m+1 f 


b 2 

4 a 

Bra+l 

2m + : 


_ • 4 蠢 


(- 1 ) 


B 


m 


2 m a 2m 


^2rn + 2 


( 0 < 6 > ; < 1 ). 


(42) 


由此即得渐近展式 


D In r(a) — lna + 


1 


2 a 


Bi 

T 


a 2 


+ 


B 2 

T 


a 4 


—… • + (— 1 ) 


n 


B n 


2n a 2n 


+ 


形式上，它可以由斯特林级数逐项微分而得出 ® 

从所导出的公式 （42) 可以求得欧拉常数 C 的一个方便的计算法 
在高斯公式 （25) 中设 a 等于自然数 t 就得出 


C 


1 - - t k ~ l 


0 


1 - t 


dt - D ] nT ( k ). 


但是 


t 


k 一 1 




t 


1 + i —h • • • —h t 


k-2 


) 


故 


1 


k-l 


0 


-ir 1 ， l i 

i^r dt = l + 2 + '-^k^i 


利用当 a = k 时的公式 （42)， 便最后得到 


C 




1 + 2 + - 


+ 


k 


—In A: 



1 


2 k 



12 k 2 


120 k 4 



1 


252/ c 6 


240 k 8 


+ 


+ (-l) 


B 


n 


2 n k 2n 



(— 1 ) 


n + 1 



B 


n+1 


2n+ 2 fc2n+2 • 


(0 < ^ < 1 ) 



k 


10 并计算到含有 fc 12 的项，求出了具有 15 位小数的 C 的值 


C 




0.577 215 664 901 532… • 


542 - r 函数的以 10 为底的对数表的编制 我们来简略地指出编制此表之方法 
我们回到公式（27)，将 a 换成1 + a ， 而写成下面的 形状： 


dlnT(l + a ) 

da 




k 


k 


a 



k 


顺序微分之，即得出 n 阶导数的公式 


d n lnr(l + a) 


da 


n 


k=l 


n 


(所得出的各个级数的一致收敛性使得逐项微分有了根据). 


因此，我们便求得了泰勒级数的诸 系数: 


n \ 


d n lnr(l + a) 


da 


71 


(— 1 ) 


a=0 


n Sn 

n 


①因此 ，在这个情形下 ，渐近展式的逐项微分成为是可以的了 [参看 464 目的附注] 
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■ I 
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其中 


n 


E 


k n 


于是对于 la < 1我们就有 


In F( 1 H~ d) = — Ca ~h —■ S20^ — ~ss(i^ — SaCl^ — . ■ * . 

^ O X 

因为数私(尤其是对于大的岣靠近于1，所以逐项地加上展式（也是对于 | a | < 1成立) 


ln(l + a ) 


a ~ 2 a2+ 3 ^ ~ 〆 + 


■ ■ ■ 


是有好处的.这就给出 


In r ( 1 + a ) = — ln(l + a) 十 （1 — C")a + - ( s2 — l)a — -(53 — l)a 3 + 


秦 》 蠡 


乘以系数 M 74 \ 并设 


M{l-C)^C u -M(5 2 - 1) = C 2 , -Af(5 3 - 1) = c 3 . 


便得 


l g r(l 十 a ) - -lg(l + a ) + C 1 a + C 2 a 2 — C 3 a 3 + C 4 a 4 — 


蠡 _ 秦 


将 a 换为-〜并将这样得出的展式 


(43) 


igni 


a 


- lg(l - a ) 


( 7 】 ( 2 十 C^Oj 



Cha 


C 4 a 4 + 


» « 4 


由前一展式中减掉.因为依照余元公式. 


r(l - a ) T{l 


丄 



Q7T 


sin a/rr 


即 


an 


i g r ( i-.)^-i g r ( i + a) + i g —- 


5 


故得 


lg r(i 十 a ) 


, an 
lg ^ 


Jig 十 Cia - C 3 a 3 - C 5 a 5 - 

Z 1 _ CL 


» % 


(44) 


勒让德给出了 15 时诸系数 C n 与其对数的值，并且借助于公式 （43) 与 (44), 计算出了 

当 a 从1每次增加 0.001 递升以至于2时 r ( a ) 以10为底的对数，起初是具有7位小数，而后 
来则是有了 12位小数. 

当我们以本目作为对于 r 函数的研究的结束时，我们看到，由其借助于含有参 
数 a 的积分的表示法 出发， 我们不仅知晓了它的若干深人的性质，而且还学会了计 
算它.我们对于这新的函数的掌握程度与对于初等函数乃是一样的. 


74 )参看 499 目中的脚注. 



F 函数， 300, 625, 626 

〜 的递推公式， 627 
〜 的对数导数，641 
〜 的高斯公式 ， 642 
〜的极大极小值， 627' 649 
〜的勒让德公式 . 632 
〜的斯特林公式 . 656 
〜 的图像，627 
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(无穷）级数，211, 361 
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超几何级数，231, 395 
调和级数，216 
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二重级数，276 
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发散级数，212 
非绝对收 敛〜， 244, 437 
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绝对收敛级数，260 
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收敛级数，215 


A 

阿贝尔，300, 446 

〜 变换，252 
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〜 判別法，253, 478 
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阿基米德螺线，143 
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〜 方法，30 
〜 公式，31 
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巴洛，5 

包络，454, 543 
包络级数，454 

JT 

贝塞尔函数，287 
贝塞尔微分方程，394, 563 
被积表达式，2 
被积函数，2 
毕奥-萨伐尔定律，197 
波内，95 
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伯努利数，418 
泊松 5 97 

〜-阿 贝尔法 . 333 
〜公式，210 
不定积分，2 
不一致收敛，575 
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差分，322 

常义积分，469 
超几何级数，395 
超几何微分方程，395 
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初始值，4 
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达布和，76 

上积分和，76 
下积分和，76 
达布下积分和上积分，78 
达朗贝尔判别法，224 


达朗贝尔序列，224 
代数学基本定理，568 
待定系数法，28, 395 
单行曲线，65 
迪尼的定理，362 
笛卡儿叶形线，164 
狄利克雷，238 

〜 函数，83> 490 
〜 级数，255 
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狄利克雷判别法，478 
棣莫弗公式，312 
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定向区间，86, 502 
对数螺线 5 143, 150 
对数凸的 . 634 
多边形，152 
多值复变函数 . 434 

E 

二项式级数，310 
二项式微分 5 36 
二项式系数，310 

F 

发 .rfi 斤勺) ■ 2i2 

〜枳分 . 469 
〜积分的广义值，500 
〜 无穷乘积，292 
反常积分，469 

〜 存在条件，476 
〜 的比较定理，475 
〜的分部积分法，505 
〜 近似计算、535 
〜 收敛的判别法，476 
〜 与级数的联系，494 
具有无穷积分限 的〜， 469 
无界函数的〜、488 
无穷区 间的〜 ，469 
范德瓦尔登，403 


菲涅尔， 600 

非绝对收敛 

〜 乘积，296 
〜 积分，477 
〜 级数，244, 437 

分部积分法则，19 
辐角正弦，206 
弗罗贝尼乌斯 . 336 

〜 定理 . 338 
复变函数 . 430 
复平面、431 
复数的三角式，431 
复数域的对数函数，440 
复整序变 M , 432 

〜的极限，432 

G 

高斯公式，113 ; 642 
哥德巴赫，281 
古尔丹第二定理、189 
古尔•定理 . 187 
光滑曲面 . 167 
光滑曲线 . 167 
广义的迪尼定理，548 
广义和，331 

广义求和(法)，发散级数求和，331 

博雷尔法，345 
哈代-兰道定理，339 
S 尔德法，345 
欧拉法 . 346 
切萨罗法，337 
算术平均法，336 
陶伯定理，334 
沃罗诺伊法，343 

H 

函数 /(X) 的泰勒级数，304 
函数的奇点，488, 490 
函数级数，352 

〜 的逐项积分，366 


〜 的逐项取极限，365 
〜 的逐项微分，368 
〜 迪尼的定理，362 
弧长，146 

〜 的积分表达式，138 
可求长 的〜， 137 
空间曲线的〜，151 
环面， 1 S 8 
换元积分法，12 
活力定律，191 

J 

奇点，488 

积分，1，97, 597, 599, 600 

不能表示成有限形状的〜， 
部分分式与它 们的〜 ，24 
二项式微分 的〜， 36 
分部〜 ，19, 103, 472 
换元〜，12, 107 
基本 〜表 ，6 
有限形状的〜 . 24 
积汙不等式 . 122 
积分的变量变换 . 511 

阿贝尔替换 . 55 
分式线性替换，52 
欧拉替换，41 
三角函数替换，15 
双曲函数替换，17 
积分对数，63, 542 
积分学的基本公式，99 
积分 余弦， 63, 480 
积分正弦，63, 480, 590 
极限，224 

〜 函数的可积性，372, 548 
〜 函数的可微性，372 
〜函数的连续性，548 
对级数逐项 取〜， 365, 436 
复变函数的 〜， 435 
积分号 下取〜 ，372 
极限过程的互换，372, 549 


极限函数， 352 

极限函数的可积性，368, 620 
极限理论的一般定理，269 

特普利茨定理，270 
级数，266 
级数乘法，264 
级数乘法定理的推广， 2 H 

阿贝尔定理，272 
梅尔滕斯定理，271 
级数的比较定理，218 
级数的收敛原理，242 
级数的项，211 
渐近级数，451 

〜 的积分，458 
〜的微分法，659 
〜 的唯一性，455 
渐近展开，454, 455 

〜 的相除，458 
〜 式的逐项相加或相减，456 
渐屈线的内蕴方程，150 
解析函数，424 
近似计算，214 

常义积分的〜，123, 540 
反常积 分的〜 ，535 
借助级数作〜，315, 385 
静力矩，196 

平面图形 的〜， 188 
曲线的〜，185 
物体的〜，194 
旋转曲面 的〜， 195 
柱面的〜，195 
矩形公式，124 

〜 的余项，128 

具备“可加性”的“区间函数”，183 
绝对可积，477 
绝对收敛，244, 477 

K 

卡塔兰常数，135 
开普勒方程，429 


康托洛维奇，536 
柯西-阿达马定理，247 
柯西-赫尔德不等式，122 
柯西公式，641 
柯西积分判别法，232 
柯西判别法，223, 476, 492 
可积函数，75 

〜类， 80 
平方〜，497 
可加性，154 
可交换性，260 
可结合性，259 
克诺普，257 

L 

拉阿伯 （ Raabe ) 判别法： 224 

拉阿伯公式 . 631 

* 

拉阿伯序列，225 
拉格朗日插值公式，126 
拉格朗日级数，428 
拉普拉斯，599 
莱布尼茨，74, 249 

〜法则，593 
〜定理，249 
〜法则 . 552 
蓝登变换 . 114 
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勒让德，71, 625 

〜 公式，631 

〜 多项式，119, 414, 560 
〜函数 K (/ c ), E (/ c ), 114, 134, 144, 

293, 390, 564 

勒让德多项式，120 
累级数，273 
黎曼<函数，639 
黎曼定理，262 
力学上的功，190 
连续性，353 
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复变函数的〜 ，435 
积分对参变量 的〜， 551 
极限函数 的〜， 353, 548 
级数和 的〜， 361 
幂级数 和的〜 ，373 
两个极限步骤的互换问题，549 
零附标的贝塞尔函数，591 
刘维尔 ， H 
罗巴切夫斯基，530 

〜方法，561 
〜 公式，530, 651 

M 

马尔可夫，328 
梅尔滕斯定理，271 
梅钦 ( Machin ) 公式，317 
幂函数的主值，446 
幂级数，246, 436 

〜 的除法，415 
〜 的反演，424 
〜 的积分 > 376 
〜的连续性，373 
〜 的收敛半径、247 
〜的收敛区间 5 246、436 
〜 的收敛圆，436 
〜 的微分，376 
〜 的唯一性，374 
〜 的运算，405 
多变量 的〜， 291 
两个变 量的〜 ，287 
幂级数法，331 
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面积，152 

〜 存在的条件，153, 154 
〜 的可加性，152 
〜 看作极限 5 154 
平面图 形的〜 ，165 
曲边梯形 的〜， 74 
旋转曲面 的〜， 175 
柱面 的〜， 180 


闵可夫斯基不等式，122 
母函数，414 

勒让德多项式 的〜， 414 

N 

牛顿，5, 202, 310 

〜-莱 布尼茨定理，5 
〜-莱 布尼茨公式，99 

o 

欧拉，561 

〜 常数，222, 642 
〜 公式，447 
〜 级数，388 
〜 替换，41 

〜 -泊松积分，512, 598 

〜-高 斯公式，626 
〜-麦 克劳林公式，459, 461 
〜-麦 克劳林公式的余式，461 
~ _ 麦克劳林级数，304 
〜- 麦克劳林级数的近似计算，464 
第二型〜积分，625 
第一型〜积分，623 
级 数的〜 变换，323 
级数广义求 和的〜 方法，346 
欧拉变换，323 
欧拉积分，596 
欧拉级数的变换，322 

P 

抛物线，142 
拋物线型插值法，125 
平面曲线的内蕴方程，146 

Q 

切比雪夫，37 
切萨罗，336 
区间上的方向，86 
曲边梯形，4 
曲线的内蕴方程，147 
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赛得尔 ，356 

三角函数的分析定义， 401 
施勒米希，311 
施泰纳，281 

实数的根式计算法，320 
收敛边界点 5 255, 379 
收敛因子，598 
数 7 T 的近似计算，316 
数 e 的超越性，118 
数学摆，204 
双纽线，145 
双曲余切，657 

展开〜 成部分分式 . 397 
展开〜成幂级数，407 
双曲余弦，18 

展开〜 成幂级数，306 
展开〜 成无穷乘积，315 
双曲正弦，18 

展开〜 成幂级数，306 
展开〜 成无穷乘积，315 
展开〜 的倒数成无穷乘积，397 
斯蒂尔切斯，543 
斯特林公式，468, 659 
斯特林级数，468 
斯托尔茨，269 

T 

泰勒公式，232 

〜 的余项，117, 304 
泰勒级数，304, 378 

泰勒系数，304 
特解，198 

特普利茨 5 269 
梯形公式，124 

-的余项，130 
替换法，12 


通解，198 
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楠圆积分，66 

第一、第二与第 三类〜 ，71 
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72, 93 

完 全〜， 114, 134, 390, 564, 609 

伪〜，66 

椭圆正弦，206 

W 

微分方程，199 
韦达，293 
维维亚尼曲线，152 
蜗线 • 144 
沃利斯 . 116 

沃利斯公式. 116. 117. 292 

无穷乘积收敛的必要充分条件 . 295 
无穷级数收敛性，477 

阿贝尔判别法，253 
贝特朗判别法，230 
达朗贝尔判别法，222 
狄利克雷判别法，253 
高斯判別法，230 
库默尔判别法，228 
拉阿伯判別法 . 224 
莱布尼茨判别法、249 
麦克劳林-柯西积分判别法，232 
萨波果夫判别法，240 
叶尔马科夫判别法，235 

X 

辛卜森，128 

〜 公式，128 

心脏线，150 
星形线，142 
悬链线，141，145 
旋轮线，142, 149 
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〜 的阿贝尔判别法，360 
〜 的狄利克雷判别法，360 
〜 魏尔斯特拉斯判别法，358 
〜 于极限函数，546 
积分〜的条件，570, 573 
积分 的〜. 569 
积分的~判别法，571 

积分的〜与 级数〜 的联系 . 570 
级数的356 

幂级数的〜，372 
序列的~，352 
隐函数，398 
优积分，5^71 
优级数，359 

〜法，424 

有理曲线，65 
余 KL 657 

:邊开〜成部分分式，397 
展开〜 成幂级数，407 
余弦，18 

展开〜成幂级数，305 
展开〜 成无穷 乘积， 312 
余元 公式， 315, 629 
原函数，1 

圆的渐伸线，142, 149 
圆内旋轮线 . 150 
圆外旋轮线、150 
圆锥体，170 
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詹森不等式，123 
詹森积分不等式，123 

展开 ctgx , ctha ;, tgx , 土，▲，士 为部分 

分式，396 

!► 

展开 l n _成幂级数，420 
真分式，24 

分解〜 为部分分式，25 
振幅，205 

整序变量，631 

正函数积分的“比较定理”，475 
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仪 1 J 后记 


r . M . 菲赫金哥尔茨《微积分学教程》 一书， 在我国20世纪50年代以来的数 
学教育中曾产生过巨大的影响.大体说来、现在50岁以上的数学工作者 5 鲜有不知 
此书的，鲜有未读过（参考过）此书的.它内容丰富而论述深刻（虽然从今天看来 ，处 
理方法是经典的)，使许多学习过数学类各专业的人受益良多. 

本书最早的中译本是根据俄文1951年第4版（一、二卷）和1949年版（第三卷) 
译出的，于1954 — 1956年先后由商务印书馆和高等教育出版社出版、印行.1959 
年又根据俄文1958年版对其中第一卷作过修订.中_本是由多所高等学校的多位 
数学老师分别翻译，高等教育出版社多位编辑经手的. 

这次高等教育岀版社在国家自然科学基金委员会天元数学基金的支持下，根据 
2003年印行的俄文版进行修订.由于本书的各位译者大多年事已高（有的已经谢世)， 
高等教育出版社在得到主要译者的首肯后，让我来担任全书的校订工作，这既使我 
感到荣幸，又感到诚惶诚恐，如履薄冰.在校订过程中，原书各位译者认真仔细的工 
作作风和高质量的翻译，让我深感敬佩，并得到很多教益.从2003年印行的俄文版 
中，我们看到，担任本书俄文版的校订、编辑工作的圣彼得堡大学的 A . A . 弗洛连斯 
基教授除改正原先各版中一些印刷错误外，又从读者的角度出发，对书中可能产生 
不便的地方增加了 122个注释.他们这种为使经典名著臻于完善的、认真细致的作 
风值得我们借鉴. 

对本书的校订工作主要在两个方面：一方面是在新版中（应是1959年以前）作 
者作了不少的修订与增删，尤其是第二卷与第三卷中改动较多.而由于历史的原因， 
在20世纪60年代以后，高等教育出版社与各位译者一直没有机会按新版修订译本. 
因而这次需要作不少补译的工作.还有就是翻译122个编者注的工作.另一方面是， 
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涉及数学名词、外国数学家的中译名的规范问题.由于在1993年，全国自然科学名 
词委员会（现改称全国科学技术名词委员会）已颁布了《数学名词》，所以校订中首 
先以此为准，对数学名词、外国数学家中译名作了统一性的订正.在此范围之外的则 
以《中国大百科全书•数学卷》、《数学百科全书》(五卷本）以及张鸿林、葛显良先 
生编订的《英汉数学词汇》为准.此外还参考了齐玉霞、林凤藻、刘远图先生合编的 
《新俄汉数学词汇》.还有个别的在上述范围之外的名词以及其他一些难于处理的 
问题，则是由张小萍、沈海玉、郭思旭三人经商讨后定下来的. 

还应当说明的是，书中有关物理、力学方面的量和单位，有少数地方与我国现在 
执行的国家标准不一致.但是，改动它们会导致计算过程和结果中数据的改变，作为 
译本，恐怕反而不妥当，宜保留原作的用法为好.还有个别数学符号也与我国目前适 
用的不一致，也未作改动. 

本书的校订过程，充分体现为一种集体的力量和成果.首先是本书的策划张小 
萍编审，她为本书的修订、出版工作作了周到细致的安排，并负责一至三卷的终审工 
作，作了十分仔细的审阅并提出很多重要 意见; 沈海玉先生对一、三卷作了认真的通 
读加工和校阅，提出了许多很好的 意见； 李植教授和邵常虹老师为本书翻译了俄文版 
《编者的话》.在补译过程中.我经常得到外语分社田文琪编审在俄译中表达方面耐 
心而宝贵的指教.对以上各位的指导、合作与帮助，表示由衷的感谢！ 

由于个人的水平所限，虽经努力，但在新加内容的补译工作方面、在个别译名的 
确定方面等，错误和疏漏恐难于避免，还请读者不吝指正. 


郭思旭 
2005 年 8 月 
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不书定一邯皁越的数字科宇与教育著作。自第一版问世 

多年来，本书多次再版，荃今仍魅俄髮斯的综合大学以及 
技术和师范院校选作数学分析课程的基举教材 乏一， 并被翻 
译成多种文字，在世界范围内广受欢迎。 

本书所包括的主要内容是在20世纪勸最后形成的现代 
数学分析的经典部分。本书第一卷包括实变量一元与多元微 
分学及其基本 应用； 第二卷研究黎曼积分理论与级数 理论； 
第三卷研究多重积分、曲线积分、曲面积分、斯蒂尔吉斯积 






本书的特点是 ：一、 含有大量例题与应用 实例； 二、 材 

料的叙 述通參 、详细和准确; 三 、在极少使用 集合论 的 （ 包 

括记号)伺时保持了叙述的全部严格性，以便读者容 易初步 
■握本课程的内容。 

本书可供各级各类高等学校的数学分析与高等数学课程 

作为教学参考书，是数学分析教师极好的案头用书。 














































































